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Miindliche Aufgaben

7.1 Fixpunktinduktion
Seien (D, <) eine kettenvollstdndige Halbordnung und f : D — D stetig.
Sei p: D — T ein Pradikat iiber D, so dass fiir jede Kette K C D gilt:

p(d) = true fir jedes d € K ~ p(UK) = true

und fiir jedes d € D gilt: p(d) = true ~ f(d) = true.
Beweisen Sie, dass dann auch p(fizf) = true gilt.

7.2 Formulierung von Zusicherungen

(a) Geben Sie eine Zusicherung A € Assn mit zwei logischen Variablen i, j € I'Var
an, welche ausdriickt, dass ¢ Teiler von j ist, d.h. fiir alle c € X und alle € 7
soll genau dann o =/ A gelten, wenn gilt: 1(i)|1(3).

(b) Geben Sie eine Zusicherung A € Assn mit logischen Variablen i, j, k € IVar
an, welche ausdriickt, dass k kleinstes gemeinsames Vielfaches von ¢ und j ist.

7.3 (a) Definieren Sie, wann eine logische Variable frei oder durch Quantoren gebun-
den in einer Zusicherung auftritt. Definieren Sie dazu induktiv eine Funktion
Bnd: Assn — IVar | welche die Menge der gebundenen Variablen in einer
Zusicherung angibt.

(b) Definieren Sie eine Funktion replace, welche in einer Zusicherung A € Assn
bzw. einem arithmetischen Ausdruck a € LExp eine logische Variable i € IVar
durch eine Zahl z € N ersetzt (Schreibweise: Afi — z] bzw. a[i — z]).

(Sie sollten an einer Stelle die Funktion aus Teil a) verwenden.)

(c) Zeigen Sie, dass fiir alle « € LExp, i € IVar, 2 € N, [ € Z und ¢ € ¥ gilt:

Lla)l[i — z]o = L]ali — z]]Io



Schriftliche Aufgaben

7.4 Korrektheitsbeweis mit denotationeller Semantik

Zeigen Sie unter Verwendung der Aussage in Aufgabe 7.1, dass die denotationelle
Semantik der Anweisung

Y := 1; while = (X=1) do (Y:=Y*X; X:=X-1)

das folgende Préadikat ¢ : (¥ —— X) — T erfiillt:
q(f) = true gilt genau dann, wenn fiir alle Zusténde 0,0’ € ¥ gilt:

flo)=d ~d(Y)=c(X)Ao(X) > 0.
7.5 Denotationelle Semantik fiir Bindrzahlen

Auf der Menge BZ = {0,1}" der Binérzahlen ldsst sich eine bindre Operation @
durch die folgende ,rekursive Tabelle“ definieren (mit 3,y € BZ):

S0 1 70 71
0 [0 1 70 V1
1 {1 10 y1 (7691)

B0 | B0 f1 (Bey)0 (Bev)1
fLIBL (Ba1)0 (Bel (B (y®1))0

Diese Tabelle beschreibt den iiblichen Algorithmus zur Addition von Binérzahlen.
Die Korrektheit des Verfahrens soll unter Verwendung der Semantik einer Binérzahl,
d.h. ihres Wertes, nachgewiesen werden.

(a) Definieren Sie eine geeignete Semantik fiir Bindrzahlen, d.h. eine Abbildung
Y[.]: BZ — IN.

(b) Zeigen Sie fiir 3,y € BZ durch strukturelle Induktion, dass das folgende Dia~
gramm kommutiert

BZ x BZ ML:MH N x IN
@ | I+
BZ @@

d.h. dass gilt: ¥[5 & ] = ¥[5] + ¢¥[7]-
7.6 Formulierung von Zusicherungen

Geben Sie fiir die folgenden Aussagen Zusicherungen A € Assn mit logischen Va-
riablen 7, 7, k € I'Var an.

(
(

a) 1 ist eine Quadratzahl.

)

b) i ist eine Primzahl.

(c) i und j sind teilerfremd.
)

(d) 7 und j sind teilerfremd und beide teilen k.



