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Aufgabe 17 (4 Punkte). Sei E ein reeller, normierter VR, M ⊂ E ein UVR und
ϑ : M → R linear und stetig.

a) Sei x ∈ E \M , µ ∈ R,

η : R · x⊕M → R, λ x + y 7→ λµ + ϑ(y) .

Zeigen Sie die Äquivalenz folgender Aussagen

i) λµ + ϑ(y) ≤ ‖ϑ‖ ‖λ x + y‖ für alle λ ∈ R, y ∈ M

ii) −‖ϑ‖ ‖−x + y‖+ ϑ(y) ≤ µ ≤ ‖ϑ‖ ‖x + y‖ − ϑ(y) für alle y ∈ M

iii) −‖ϑ‖ ‖−x + y‖+ ϑ(y) ≤ ‖ϑ‖ ‖x + z‖ − ϑ(z) für alle y, z ∈ M .

Zeigen Sie: Es existiert ein µ, so dass i) gilt und folgern Sie ‖η‖ ≤ ‖ϑ‖.

*b) Folgern Sie mit dem Lemma von Zorn den Satz 3.1 (H-B) für K = R.

Aufgabe 18 (4 Punkte). Sei E Banachraum, F normiert, S : E ×F → K bilinear (oder
sesquilinear) und separatstetig, d.h. s(·, y) : E → K, s(x, ·) : F → K sind stetig ∀ y ∈ F
bzw. x ∈ E.
Zeigen Sie: ∃ c ≥ 0 mit

|s(x, y)| ≤ c‖x‖ ‖y‖ ∀ (x, y) ∈ E × F

und folgern Sie, dass s stetig ist.

Aufgabe 19 (4 Punkte). Sei E normiert, (xj)j∈N ⊂ E, (aj)j∈N ⊂ K. Zeigen Sie die
Äquivalenz folgender Aussagen:

i) ∃η ∈ E ′ mit η(xj) = aj für alle j ∈ N mit ‖η‖ ≤ c.

ii)
∣∣∣∑N

j=0 λjaj

∣∣∣ ≤ c
∥∥∥∑N

j=0 λjxj

∥∥∥ für alle N ∈ N, λj ∈ K.

Aufgabe 20 (4 Punkte).

a) Sei E normiert, M ⊂ E dichter UVR, F Banachraum und T : M → F linear und

stetig. Zeigen Sie: T hat eine eindeutige stetige Fortsetzung T̃ : E → F und T̃ ist
linear mit ‖T̃‖ = ‖T‖.

b) Sei f ∈ L1
loc(Rn), d.h. f ∈ L1(K) für alle Kompakta K ⊂ Rn, und es gelte für ein

c > 0 ∣∣ ∫
Rn

f · ϕ
∣∣ ≤ c · ‖ϕ‖2 für alle ϕ ∈ Cc(Rn) .

Zeigen Sie: f ∈ L2(Rn).


