
Fachbereich Mathematik und Informatik Sommersemester 2008
Universität Marburg
Prof. Dr. W. Gromes
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Aufgabe 41 (4 Punkte). Sei H ein komplexer Hilbertraum, S ∈ L (H) selbstadjungiert,
f ∈ Cp(σ).

a) Zeigen Sie: Ist f ≥ ε > 0 auf σ, so ist 0 ∈ ρ(f(S)) und 〈f(S)x |x〉 > 0 für alle
x ∈ H \ {0}.

b) Folgt aus f > 0 auf σ auch 0 ∈ ρ(f(S))?

Aufgabe 42 (4 Punkte). Zeigen Sie: Die Spektralschar (Ft)t∈R eines selbstadjungierten
Operators S ∈ L (H) ist rechtsstetig, d.h. für alle x ∈ H, λ ∈ R gilt

lim
t↘λ

〈Ftx |x〉 = 〈Fλx |x〉 .

Aufgabe 43 (4 Punkte). Sei I = [a, b], g : I → R stetig, J := g(I), S = Mg ∈ L (L2(I))
der Multiplikationsoperator und (Ft)t∈R die Spektralschar von Mg. Zeigen Sie:

a) Für alle t ∈ R ist Ft ein Multiplikationsoperator, geben Sie Ft konkret an.

b) Für F (t) = 〈Ft1 | 1〉 gilt die verallgemeinerte Substitutionsformel∫
I

f(g(s))ds =

∫
J

f(t)dF (t) für alle f ∈ Cp(J)

c) Ist g ∈ C1(I) und streng monoton wachsend, so ist F ∈ C1(J). Berechnen Sie F ′(t).

Aufgabe 44 (4 Punkte). Sei g : R → R stetig,

DMg = {f ∈ L2(R) | g · f ∈ L2(R)}, Mg : DMg → L2(R), f 7→ g · f .

Zeigen Sie: Mg ist dicht definiert und abgeschlossen. Bestimmen Sie M∗
g .


