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Aufgabe 45 (4 Punkte). Zeigen Sie, dass der symmetrische Sturm-Liouville-Operator

S : C2
R(I) → C(I), u 7→ −(ρu′)′ + σu

aus Beispiel 5.8 als Operator in L2(I) wesentlich selbstadjungiert ist.
Hinweis: Für den wie in Aufgabe 26 definierten Hilbert-Schmidt-Integraloperator K ∈
L (L2(I)) gilt: S ± i Id = (Id±iK)S und K ist selbstadjungiert.

Aufgabe 46 (4 Punkte). Sei H Hilbertraum mit Orthonormalbasis (yj)j∈N∗ , sei y0 :=∑∞
j=1

1
j
yj ∈ H,

DT := Span{yj | j ∈ N} , (∗) T : DT → H,
m∑

j=0

αjyj 7→ α0y0 .

Zeigen Sie:

a) T ist durch (∗) (wohl-)definiert, DT ist dicht und T ist unstetig.

b) G(T ) = H ×K y0.

Aufgabe 47 (4 Punkte).
Beweisen Sie die Formel für die partielle Integration aus Satz 8.12a.

Aufgabe 48 (4 Punkte). Sei I =]0, 1[, DT := {u ∈ H1(I) |u(0) = 0},

T : DT → L2(I), u 7→ 1

i
∂u .

Zeigen Sie: σ(T ) = ∅ und für alle λ ∈ C, g ∈ L2(I) gilt

(λ Id−T )−1g(t) =
1

i

∫ t

0

eiλ(t−s)g(s)ds .

*Aufgabe 49 (4 Punkte). Sei U ∈ L (H) unitär und U − Id injektiv.

a) Zeigen Sie:
S := i(Id +U)(Id−U)−1 mit DS := Bild(Id−U)

ist selbstadjungiert und die Cayley-Transformierte US von S ist U .

b) Bestimmen Sie S für den Shift U ∈ `2(Z), (xj) 7→ (xj−1).


