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(1) (4 Punkte)
Seien D := C \ {x ∈ R : x ≤ 0} und log : D → C der Hauptzweig des Logarithmus.

(i) Bestimme für jedes o ∈ D die Taylorreihe von log um o und ihren Konvergenzradius.
(ii) Definiere auf D für α ∈ C die allgemeine Potenzfunktion

fα(z) := exp [α log (z)] .

Bestimme die Taylorreihe und den Konvergenzradius von fα um o := 1 (optional: um
jeden Punkt o ∈ D).
(Hinweis: Finde einen Zusammenhang zwischen f ′α und fβ für ein geeignetes β.)

(2) (4 Zusatzpunkte)
Die Funktion

f(z) =
1

(z − 2)(z − 4)
ist holomorph auf den Kreisringen

D1 = {0 < |z − 1| < 1}, D2 = {1 < |z − 1| < 3}, D3 = {|z − 1| > 3} .

Für jeden dieser Fälle bestimme die eindeutige Zerlegung

f(z) = f+(z)− f−(z) (z ∈ D1,2,3)

durch Laurentreihen f±(z).

(3) (4 Punkte)
Bestimme die isolierten Singularitäten und deren Ordnung für die Funktionen

f(z) =
z + 1

z(z + 2i)(z2 − 3)
,

g(z) =
z2 + 1

(z2 + z + 1)(z − 1)2
,

h(z) =
log (1 + z)

z2
(|z| < 1),

k(z) =
sin (z) cos (z)

cos (z)− sin (z)
.

(4) (4 Punkte)
Beweise die Formel

Reso(f) =
1

(m− 1)!

( d

dz

)m−1(
(z − o)mf(z)

)∣∣∣
z=o

falls νo(f) = −m < 0, und berechne damit die Residuen von

f(z) =
z

(z − 3)k(z − 4)
, g(z) =

exp (z)
z(z − 1)2

an allen Singularitäten.


