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1 Definition komplexer Differenzierbarkeit

Zunéchst erinnern wir an die verschiedenen (&quivalenten) Definitionen der Differenzier-
barkeit einer reellen Funktion in einer Variablen.

Proposition 1.1. Set U C R und zog € U. Eine Funktion f : U — R heifit in xg
differenzierbar, falls eine der folgenden dquivalenten Aussagen gilt:

f(x)—f (o)

r—x0

(i) Der Limes limg_, 4, existiert.

(ii) Es gibt eine in xq stetige Funktion A : U — R, so dass
f(x) = f(@o) + (z — z0) A(x)
gilt.
(iii) Es gibt eine R-lineare Abbildung A : R — R, so dass die durch

f(z) = f(zo) + A(z — 20) +1(z)

definierte Restfunktion r(z) folgenden Limes erfillt: limg_, 4, [%\ =0.

Die letzte Charakterisierung kann zudem in verschiedener Gestalt auftauchen. Lost
man beispielsweise direkt nach der Restfunktion auf, so erhélt man

lim f(x) = f(z0) — A(z — 20) 1y

o |z — x|

Dies konnen wir wiederum iiber ein €/d-Kriterium formulieren: Fiir jedes € > 0 gibt es
ein 6 > 0, so dass fiir alle x € Us(zo) gilt:

|f(z) = f(x0) — A(z — m0)| < €|z — 0] -



Usw.

Je nach verwendeter Charakterisierung definiert man nun die Ableitung von f im Punkt
To als
F(wo) = tim T ZIE0) _ Ay~ Ay
z—z0 T — T
Beachte hierbei, dass die lineare Abbildung A : R — R durch die Angabe von f'(zg) =
A(1) eindeutig bestimmt ist, da 1 € R eine Basis von R als reeler Vektorraum ist und
A(z) = Az - 1) = x - A(1) gilt.

Gehen wir nun zu einer komplexen Funktion f : U — C mit U C C {ber, so kénnen
wir aufgrund der Korpereigenschaften von C dieselbe Definition fiir Differenzierbarkeit
verwenden wie im reellen, eindimensionalen Fall - sofern wir R durch C ersetzen:

Definition 1.1. Eine komplexe Funktion f : U — C heilt in zg € U komplex differen-
zierbar, falls eine der folgenden dquivalenten Aussagen gilt:

f(z)=f(z0)

zZ—20

(i) Der Limes lim,_., existiert.

(ii) Es gibt eine in zp stetige Funktion A : U — C, so dass
f(2) = f(20) + (2 = 20)A(2)
gilt.
(iii) Es gibt eine C-lineare Abbildung A : C — C, so dass die durch

f(z) = f(20) + A(z — 20) +7(2)

e —q.

lz—z0]

definierte Restfunktion 7(z) folgenden Limes erfullt: lim,_, ,,

Die Aquivalenz dieser Aussagen kann vollstéindig analog dem reellen Fall gezeigt wer-
den, und nicht nur das: Auch die iiblichen Rechenregeln wie Summen-, Produkt-, Quotienten-
und Kettenregel lassen sich analog beweisen. Auferdem folgt aus der komplexen Diffbar-
keit in zg die Stetigkeit von f in zy wie im reellen Fall. Damit haben wir schon einen
ausreichend grofsen Katalog an Methoden, um Ableitungen auszurechnen.

Beispiele

[1] f:C — C, 2z~ 2? ist komplex diffbar fiir jedes zy € C, da

_ 2_ .2 _
lim M = lim A lim (2 = 20)(2 + 20) = lim z 4 29 = 229,
z2—20 Z— 20 z—=20 2 — 20 220 Z— 20 z2—20

d.h. f/(Zo) = 220.



[2] f:C — C, z+— Re () ist in keinem Punkt 29 komplex diffbar, da fiir 2, := 2 + &

und fiir 2, := 29 + ; gilt:

lim LG = SC0) Uy gy O LG =0

n—oo  Zp — 20 n—oo 1/n n—ooi/n  m—oo  Zp, — 2 ’
d.h. der Limes lim,_, %ﬁé%) kann nicht existieren.

2 Reelle vs. komplexe Differenzierbarkeit

Statt eine komplexe Funktion f : U — C mit U C C direkt iiber C zu betrachten kénnen
wir auch alternativ iiber den Vektorraumisomorphismus C = R? die Funktion

®R2R2 (%) L Re f(z + iy)
R = w (0) e (L)

betrachten. Wie iiblich schreiben wir u(z,y) := Re f(z +iy) und v(z,y) := Im f(z + iy),
d.h.

f(2) = fw+iy) = uo,y) +iv(,y)  wnd - fa(ny) = (uéw,y)) .

Zumindest fiir einen Moment wollen wir aber die Funktionen f und fr voneinander
unterscheiden, um die folgenden Methoden klar auseinander halten zu kénnen.

Beispiele
[1] f(2) = 2% ergibt fr(z,y) = (2% —y?, 22y), also u(x,y) = * —y® und v(z,y) = 2y,
[2] f(2) = Re(z) ergibt fr(z,y) = (z,0), also u(z,y) = = und v(x,y) = 0.

Die Funktion fg ist eine (reelle) Abbildung des Vektorraums R? in sich selbst. Zur Un-
tersuchung einer solchen Abbildung kénnen wir unser Wissen aus Analysis II anwenden.
Insbesondere haben wir dort den Begriff der (reellen) Differenzierbarkeit definiert:

Definition 2.1. Eine (reelle) Funktion fg : U — R? mit U C R? heift in pg € U (reell)
differenzierbar!, falls es eine lineare Abbildung A : R? — R? gibt, so dass die durch

fr(p) = fr(po) + A(p — po) +7(p)

definierte Restfunktion 7(p) folgenden Limes erfiillt: lim,_p, % =0.
Hierbei ist || - || eine Norm des R? ist, meistens verwenden wir die Euklidische Norm || - ||

"Wir verwenden hier die Bezeichung p fiir Punkte in R?, um nicht mit dessen Komponenten p = (z,y)
in Konflikt zu geraten.



Diese Definition verallgemeinert Prop.1.1(%ii). Analog liefse sich Prop.1.1(7i) verallge-
meinern. Ein Ergebnis der Analysis II ist nun, dass die lineare Abbildung A beziiglich der
Standardbasis des R? beschrieben wird durch eine (2 x 2)-Matrix, deren Eintrige durch
die partiellen Ableitungen der Komponentenfunktionen beziiglich = und y gegeben sind,

d.h.
A=Dfi0 = (0 ) e fatoa) = (U00)

wobei die partiellen Ableitungen im Punkt pg = (z0,%0) ' zu nehmen sind. Die Matrix
D fr(po) heifst Jacobi-Matriz von f im Punkt pg.

Damit stellt sich die natiirliche Frage, welcher Zusammenhang zwischen der komplexen
Differenzierbarkeit von f : U — C und der reellen Differenzierbarkeit von fg : U — R?
besteht, und wie gegebenenfalls die Ableitung f’(zp) mit der Jacobischen D fg(py) in
po = (Re zp,Im Zo)T zusammenhangt.

Dass die beiden Begriffe nicht dquivalent sind, zeigt schon Beispiel [2]: f(z) = Re(z)
ist nicht komplex differenzierbar, aber fr(z,y) = (x,0) ist reell differenzierbar mit
Dfr = (§39)-

Aus dem Vergleich der Charakterisierung der komplexen Diffbarkeit iiber die Restfunkti-
on (Def. 1.1(7i)) mit der Definition der reellen Diffbarkeit (Def. 2.1) erhélt man folgendes
Resultat.

Satz 2.1. Eine Funktion f : U — C, U C C ist genau dann komplex differenzierbar
in zp, wenn fr in pg = (Rezg,Imzy)' reell differenzierbar ist und dort die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen erfillt:

8a:u(p0) = 8yv(p0) und 8yu<pO) = —8$U(p0) s

d.h. wenn die Jacobimatriz D f(pg) von der Form (Z ’ab) ist. In diesem Fall gilt

f'(20) = Oxu(po) + i 9xv(po) = Byv(po) — i Oyu(po) -

Hintergrund fiir diesen Satz bildet das folgende Lemma, das reell-lineare Abbildungen
mit komplex-linearen Abbildungen in Verbindung bringt. Hierbei identifizieren wir R?
mit C und die lineare Abbildung A : R? — R? mit ihrer Matrixdarstellung beziiglich der
kanonischen Basen von RZ.

Lemma 2.1. Eine reell-lineare Abbildung A : R? — R? ist genau dann komplex-linear,

falls A beziiglich der kanonischen Basis in R? von der Form <Z _ab> ist.

Beweis. Wir haben z = 2 +iy € C mit (z,y)" € R? identifiziert. Der einzige Unterschied
zwischen reeller und komplexer Linearitit liegt in dem Wertebereich fiir die skalare Mul-
tiplikation: Die Regel A(Az) = AA(z) muss entweder fiir alle A € R oder fiir alle A € C
gelten. Die Skalarmultiplikation mit komplexen Skalaren ist iiber die gew6hnliche Multi-
plikation komplexer Zahlen erklart:

() -tern ()= ()



Es gentigt, A(Az) = MA(z) fiir den Fall A\ = i zu priifen, da dann der Rest aus der R-
Linearitéat folgt. Die Multiplikation mit ¢ lasst sich auch iiber die Multiplikation mit der
Matrix I = ((1) *01) beschreiben, denn

:E_O—lx_—y_._:v

G)-G ) 6)-()-+6)-

Damit bleibt zu priifen, wann AI(z) = T A(z) fiir alle z € C = R? gilt, d.h. wann Al =T A
gilt (A kommutiert mit 7). Die Rechnung ergibt:

a b\ (0 -1\ (b —a\ ! (—c —=d\ (0 =1\ fa b

c d)\1 0) \d —c) \a b)) \1 0 c d)’
dh. a = dund b = —c. Somit ist A : R?> — R? genau dann auch C-linear, falls die
Matrixdarstellung von A die angegeben Form hat. O

Geometrische Interpretation: Eine lineare Abbildung A : R? — R2, deren Matrixdar-
stellung von der Form (‘g _ab) ist, nennt man eine Drehstreckung, falls det A = a®+b> # 0

ist. Definieren wir néimlich s := va? 4+ b2, so ist 1 (¢ ) eine orthogonale Matrix. Damit
gibt es einen Winkel ¢ € [0, 27), so dass

A:S<c9s<p —sm<,0> 7
sinp  cosp
A beschreibt eine Drehung um den Winkel ¢ und ein Streckung um den Faktor s.

Sei nun eine Abbildung f : U — C in einem Punkt zy komplex diftbar, so ist die Jacobi-
Matrix D fr(po) der zugehorigen reellen Abbildung fg : U — R? im Punkt py = 2o nach
Satz 2.1 eine Drehstreckung. Da nun die Jacobi-Matrix D f(pg) bzw. die zugehérige affin-
lineare Abbildung (p — f(po)+Df(po)(p— pg)) die best mogliche lineare Approximation
der Abbildung fgr im Punkt py darstellt, konnen wir sagen, dass fr (und also f) lokal
eine Drehstreckung ist.

Beispiele

[1] f(2) = 22, also fr(z,y) = (2? — y?, 22y) und Dfg = (%‘; _2?)7 d.h. wie im ersten
Abschnitt schon gezeigt ist f in jedem Punkt 2y € C komplex diffbar.

[2] f(z) =z, also fr(z,y) = (z, —y) und Dfr = (§ %), d.h. f ist in keinem Punkt
komplex diffbar.

3 Wirtinger-Kalkiil

Der Wirtinger-Kalkiil stellt eine (geschickte) Umformulierung der bisherigen Definition
der komplexen Differenzierbarkeit dar. Hierbei wird die strikte Trennung zwischen f und



fr aufgeweicht und die reellen Ableitungen direkt auf f angewendet. Wir definieren fiir
flx+iy) = u(z,y) +iv(z,y)

of ou . Ov of ou . 0v
gr . _duw oV g v v 1
oz Oz e ox und dy 0y o Jy o

bzw. kurz 0, f = O,u + i0,v und 0y f = Oyu + i0yv. Die Wirtinger-Ableitungen von f
sind dann durch

of _ L (0 _ap\ . f 1 (9 0
az'_2< ) d az'_2< * )

ar y 2)

ar " dy
definiert, bzw. in kurzer Schreibweise 0, f = % (Opf —i0yf) und Oz f = % (O f +10yf).
Die Wirtinger-Ableitungen kénnen von jeder komplexen Funktion f genommen werden,
deren Komponentenfunktionen u(z,y) und v(z,y) reell partiell differenzierbar sind. Thre
Definition wird durch den folgenden Satz motiviert.

Satz 3.1. Fine Funktion f: U — C ist in zy genau dann reell differenzierbar, wenn es
in zg stetige Funktionen Ay und Agy gibt, so dass fir alle z € U

f(z) = f(20) + (2 — 20) A1(2) + (2 — Z0) Aa(2)
gilt. Dann ist Aq(z0) = 0,f(z0) und As(z9) = 0zf(20).

Fiir den Beweis verwendet man die verallgemeinerte Version von Prop.1.1(%) zur Cha-
rakterisierung der reellen Differenzierbarkeit im R2. Siehe z.B. [Fischer /Lieb, Funktionen-
theorie|.

Durch den Vergleich mit Definition 1.1(7) erhalten wir unmittelbar das Kriterium fiir
komplexe Differenzierbarkeit:

Korollar 3.1. FEine reell differnzierbare Funktion f : U — C ist in zy genau dann
komplex differenzierbar, wenn Oz f(z0) = 0 gilt.

Den Zusammenhang mit den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erhalten
wir, wenn wir die Wirtinger-Ableitungen 0, f und 0, f iiber die Komponentenfunktionen
u und v ausdriicken. Wir setzen (1) in (2) ein und erhalten:

(9t = 0y0) + 5 (Dav+ Dyu) -

| =

(Oxu + 8yv) + %(&TU — ayu) und Oz f =

| =

azf =

Damit ist 0zf = 0 genau dann, wenn die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
erfiillt sind; in diesem Fall folgt

9. f(20) = Ozu(o, yo) + 10zv(xo, yo) = yv(xo,yo) — iOyu(wo, yo) = f'(20)

d.h. die Notation 9, f stimmt auch hier mit der aus Analysis I/II gewohnten Notation
fiir Ableitungen iiberein.



