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Vorwort von Volker Scheidemann (Assistent)

In der Funktionentheorie I beschéftigt man sich mit komplex-differenzierbaren bzw. holo-
morphen Funktionen einer komplexen Verdnderlichen. Im Gegensatz zur Differentialrechnung
einer reellen Variablen ist die Klasse der holomorphen Funktionen einer komplexen Verinder-
lichen vergleichsweise eng. Es handelt sich hierbei genau um die Funktionen, die auf ihrem
Definitionsbereich lokal stets durch ihre (komplexe) Taylorreihe dargestellt werden. Dazu
gehdren z.B. die komplexen Polynome, die Exponentialfunktion, Sinus und Cosinus, aber
auch kompliziertere Funktionen wie die Gamma- oder die Riemannsche Zetafunktion. Die
wohl beherrschenden Sitze fiir die Funktionentheorie I sind der Cauchysche Integralsatz und
die daraus resultierende Cauchysche Integralformel bzw. , als Verallgemeinerung hiervon, der
Residuensatz.

Die Funktionentheorie hat Anwendungen in vielen Zweigen der Mathematik, u.a. in der Zah-
lentheorie, der Spektraltheorie oder der Theorie der harmonischen Funktionen und in der
Physik (z.B. in der Stréomungslehre) . Auch lassen sich viele Phiinomene der reellen Analysis
erst beim Blick aufs Komplexe richtig erkldren.

Besonders faszinierend ist die Eleganz vieler funktionentheoretischer Beweise. So ldsst sich
beispielsweise der berithmte Fundamentalsatz der Algebra, dass jedes komplexe Polynom po-
sitiven Grades eine Nullstelle besitzt und dessen Originalbeweis im Jahre 1799 immerhin C.F.
Gauf zur Promotion verhalf, mit Hilfe eines Satzes der Funktionentheorie (Satz von Liouville)
in wenigen Zeilen beweisen. Die Bedeutung der Funktionentheorie innerhalb der Mathematik
lasst sich allein schon an den Namen derjenigen ablesen, die die Funktionentheorie entschei-
dend geprigt haben. Neben Gauf}, der mit der Einfithrung der komplexen Zahlenebene die
Grundlage fiir alles weitere schuf, sind insbesondere die Namen K. Weierstraf}, A.L. Cauchy
und B. Riemann zu nennen. Der Inhalt der Riemannschen Habilitation, der Riemannsche
Abbildungssatz, der besagt, dass sich genau die einfach zusammenhingenden Gebiete in C
biholomorph, also orientierungs- und winkeltreu auf die Einheitskreisscheibe abbilden lassen,
bildet einen Hohepunkt der Vorlesung. In ihm laufen praktisch alle Resultate der Vorlesung
zusammen. Wenn man bedenkt, wie kompliziert einfach zusammenhéingende Gebiete ausse-
hen konnen, kann man allein vor der Entdeckung dieses Satzes nur den Hut ziehen, ganz
zu schweigen von seinem Beweis. Beispielsweise ist das berithmte Apfelminnchen mit seiner
fraktalen Geometrie einfach zusammenhéngend.
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Kapitel 1

Grundlagen der Funktionentheorie

1.1 Der Korper der komplexen Zahlen

Definition 1.1.1. Eine Menge K mit Verkniipfungen
+: KxK-—K

und
KxK—K

heisst Korper

1. (K,+,0) abelsche Gruppe
2. (K,+,-,1) assoziativer, unitaler Ring, d.h.
(a) (K,-) assoziativ

(b) es existiert 1 € K
(c) (K,+,-) ist distributiv

o

. Der Ring K ist kommutativ

B

. K\{0} =: K* ist abelsche Gruppe bzgl. -

Beispiel 1.1.2. (Z,+,0) abelsche Gruppe, (Z,+,0,-,1) kommutativer Ring, kein Korper

Beispiel 1.1.3. (Q,+,-) Kérper, Q D Z
(R,+,:) Kiorper, ROQDZ
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. . 2%2 a b
Beispiel 1.1.4. R**~ = {( e d )

tenweiser Addition und Matrizmultiplikation, ist assoziativ und unital (Einheitsmatriz), aber
nicht kommutativ, also kein Korper.

1
a b d -b a b
<c d) :adlbc-<_c " )fallsdet(c d);éo

Ziel ist nun die Definition einer Kérperstruktur auf R?:

a,b,c,d € R} Ring der 2 x 2-Matrizen bzgl. komponen-

+:R xR — R, (z1,41), (T2, 92) = (21 + T2, 51 + y2)

liefert offensichtlich eine abelsche Gruppe (R2, +)

'

2

Die analoge Definition der Multiplikation:
TR X R — R, (21,51), (w2,52) = (21 - 72,91 - 42)

liefert allerdings keinen Kérper, da (0, 1) kein Inverses hat.

Deshalb definiert man

CR X R — R (21,91), (T2, 42) = (T1 - To — Y1 - Y2, T1 - Y2 + T2 Y1)

Satz 1.1.5. Mit der Addition und Multiplikation wie oben wird R? zu einem Kérper, genannt
Kérper der komplezen Zahlen C := (R?, +,")

Beweis :

1. (C,+,0) = (R?,+,(0,0)) abelsche Gruppe, da R?> Vektorraum.
2. (C,+,-) ist assoziativer, unitaler Ring:
z=(z,y) € B2 = ¢(2) 1= < vy ) € R2x2

—y =z
Beh.: ¢ : C — R?*? ist Homomorphismus von Ringen, injektiv
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¢ injektiv: Kern ¢ = (0,0)
¢ Ringhomomorphismus:
2z p(z1) - p(22) = (21 - 22) = p(z1, 1) (22, y2) = P(T122 — Y12, T1Y2 + Y172)

z €T T1X2 — T1Y2 + Y17
Bew.: p(z1)p(z2) = < [ ) < 2 Y2 ) _ < 122 = Y1Y2 1Y2 + Y122 )
Y1 T —Y2 T2 —Y1To —T1Y2 T1T2 —Y1Y2

Also ist ¢ Homomorphismus

Die Behauptung folgt, da ¢ : C — ¢(C) ein Isomorphismus von Ringen ist und ¢(C)
ein assoziativer unitaler Ring.

3. C kommutativer Ring, da zw = wz obwohl R?*2 nicht kommutativ:

Bew.:( . y)( Y v):< Y U)( . ) d.h. ¢(C) kommutativer Un-
-y T —v —v -y T

terring.

4. C\{0} Gruppe:

komplexe Konjugation: z = (z,y) € C,Z := (z, —y)
Beh.: z — Z Involution von C, d.h.

z=1[x,¥l

(2, 1) ;)

AB)! = B'A! und ¢ Homomorphismus, folgt

ZW = WZ
Sei z = (z,y) € C\{0}, (z,y) # (0,0) = 22 +y? >0
2l i= :cQj—y = g’;;ﬁg = (xQ_‘f_yZ, mz;yyz) = 2z 1 = (1,0) = 2z 12, also C\{0} Gruppe.

Insgesamt: (C,+,-) Korper

Proposition 1.1.6. R C C Unterkérper
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Beweis : x +— (x,0) ist Isomorphismus von Koérpern. Spezialfal: R> 1 = (1,0) € C O

Definition 1.1.7. i := (0,1) = i®> = (0,1)(0,1) = (0-0—1-1,0-1+1-0) = (—1,0) = —1
weiter gilt:
(z,y) = (2,0) + (0,y) = #(1,0) +y(0,1) =zl +yi =z + iy

Jede komplexe Zahl z € C hat eindeutige Darstellung der Form z = x+1y, z,y € R, definiere
also: x := Rez,y:=Imz

Proposition 1.1.8. Rez =232, Imz = %~

Beweis : Sei z = (z,y) =z = (z,—y) = 2+ 2z = (z,y) + (z,—y) = (22,0) = 2z

—> Rez=1=1%(2+7%)

z2—zZ= (‘Tay) - (‘T’__y) = (0a2y) = 2y(0a 1) =2y1

= Imz=y=5" O
Definition 1.1.9. |z| := V2Zz = /22 + 2 € Ry

Proposition 1.1.10. 1. |zw| = |z| - |w|

2. |z 4+w| <|z| + |w| (A-Ungleichung)
Beweis :

1. |zw]? = (2w)(ZW) = 22w = |z|?|w|?
= |z2w| = [2[|w]

2. |z4w|? = (z4w)(z + w) = 2Z+wz+20+ww = |22 +2Re (zw)+|w|? < |2)?+2|2w]+|w|?

O

1.2 Polarzerlegung

C* := C\{0} = {z € C||z| > 0} ist multiplikative Gruppe.
Proposition 1.2.1. T := {z € C: |z| = 1} ’Finheitskreis’, ist Untergruppe von C*
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Beweis : [1|=1=1€TzweT= |zw| =|z||lw|=1= 2w e T

ze€T= |27} = =Zl=|2l=1=2"1€T

Z_
Bk

— T Gruppe, insbesondere Untergruppe. Inverse in T: 2 € T+= 2z ! =%

(iR,+) C (C,+) Untergruppe

Satz 1.2.2. exp: (iR, +) — (T,-), iy > cosy + isiny
1st surjektiver Homomorphismus mit Kern exp = 2miZ

Beweis :

1. |exp(iy)|? = cos?y +sin?y = 1 = exp(iy) € T
2. exp Homomorphismus

exp(1y1 + 1y2) = exp(i(y1 + y2)) = cos(y1 + y2) + isin(y; + y2) =

COS Y1 COS Yo — Sinyy sinys + i(sin y; cos Yy + cos yy sinyy) =

(cosyy + isiny;)(cosys + isinys) = exp(iy1) exp(iys)
3. Kern exp = exp~({1})

exp(iy) =1 <= cosy=1Asiny=0<=y € Z-2r Ny € Zw <y € 277
4. 7: exp(iR) = Bild(exp) =T

z2=(z,y) ET= 22 +9y> =1=|2|?

™

tan @ = E?Ti = ¥ Da tan surjektiv auf ] — 7, [ existiert ¢ mit

tan ¢ = £ — exp(ip) = cos ¢ + isinp = z (Die Fille z < 0, z = 0 folgen analog.)

Satz 1.2.3. (C,+) — (C*,+), z — exp(z)
1st surjektiver Homomorphismus mit Kern exp =2miZ

Beweis :

1. exp(z+iy) € C*, da|exp(z)| = |e®- (cosy +isiny)| = |e]|e¥| > 0, also |e*| = ef€* > 0

2. exp Homomorphismus klar (s.o.)
3. Kern exp klar (s.o.)
4. exp surjektivi w € C* = |w| > 0=z € R, |w| = €”

‘ﬁ‘zlﬁ%ET:HyER:eiy:ﬁﬁw:mL

|w

w

] = e®e = exp(z + iy)

Corollar 1.2.4. Polarzerlegung
Jedes z € C\{0} hat eindeutige Darstellung z = r - €' = |2]e"9(2) | p € R wobei
r=|z| =4 V22 >0, arg(z) € R/21Z
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Beispiel 1.2.5. 1. z=z+ iz =xz(1 +1i) = |7| .¢Z%’
2] = || - i + 1] = V22| = 2 + iz = V2|z|e’s
speziell:z =1, z =141 = /2e'1

T _ 4E0
4—45

=Y

2. x2+y2:(2y)2_:4y2:>a:2:3y2:>x:\/§y:>z:\/§y+iy:|z|e’%, |z] = 2y
— V3 +i=2e%

3. FEinheitswurzel
exp : iR — T, 2miQ C iR
Beh: exp(2miQ) = {z € T : 3q € Z mit 27 = 1} Bew: t =
exp(2mip) =1
Speziell: {1,1,—1,—1i} sind die 4-ten Einheitswurzeln.

q P —
5 = (exp(2mif))? =

2y
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1.3 Topologie auf C

Definition 1.3.1. Metrik auf C
d(z1,22) = |21 — 20| =4 /(21 — 22) (21 — 22)

Definition 1.3.2. Produkt-Topologie
xn—i-iyn:zn?z:x+éy<:>$n?$,yn?y

Definition 1.3.3. Stetigkeit
f: C — C heifst stetige Abbildung <=

YV c C:fY(V) Cc C+=
offen offen

VB CC:fB) cC
abg. abg.

Definition 1.3.4. Zusammenhang

X zusammenhdngend <— YU,V ﬁg X und U,V % X mitUNV =10 gilt:
offen abg.
UUV =X =U=0 oder V=10

Proposition 1.3.5. Allgemeiner Zwischenwertsatz
X zsh., f: X — Y stetig = f(X) zusammenhdngend

Proposition 1.3.6. (X,d) metrisch, X D (X))xea zsh. mit (), X\ # 0 = U, X\ zusam-
menhdngend.

Beweis : Y :=J, Xy C X,sei Y = UUV,U,V disjunkt und U,V C Y oder U,V C Y

offen abg.
undpe X\ EpeU
= peX,CU C X yundpe X, CU C X,
offen abg.
X zusammenhéngend = U N X, = X)VAe A=Y =, X, NU =U = Y zusam-
menhéngend. 0

Proposition 1.3.7. (X,d) metrisch, f : X — Y, X =J;_, Ai, A; abgeschlossen
Dann gilt: f|A; stetigVi € {1,--- ,n} = f stetig.

Beweis : Sei B C 'Y = Vi, (f|A;) " Y(B) C A;
abg. abg.

:Aiﬂf_l(B) C A C X
abg. abg.

=B =UlAins (B ¢ X O
abg.

Definition 1.3.8. ¢ : I =[0,1] — X stetig, X metrischer Raum.
@ heisst Weg/stetige Kurve/Pfad.
©(0) Anfangspunkt, ¢(1) Endpunkt

Definition 1.3.9. X wegzusammenhingend <= VY x,y € X 3¢5 stetige Kurve mit Anfangs-
punkt z und Endpunkt y

Proposition 1.3.10. X wegzusammenhdangend =—> X zusammenhdngend
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o

Beweis : a € X fest = X = [J,cx ¥2[0,1], wobei ¢7[0,1] zusammenhédngend fiir alle z.
Ausserdem: ) # (), x ¢4[0,1] D {a} = X zusammenhingend O

Ab hier: X c C

Definition 1.3.11. Segment
a,b € C, [a,b] :={ta+ (1 —t)b|t € [0,1]}
Jedes Segment ist zusammenhdngend, da stetiges Bild des Einheitsintervalles.

Definition 1.3.12. CD> X >0
Xo— sternformig <= Va € X gilt: [o,a] C X

Bemerkung 1.3.13. Xo—sternformig = X wegzusammenhdingend = X zusammenhdngend

Definition 1.3.14. X C C konvezr <= Va,b € X : [a,b] C X
<= Xzx—sternformig Vx € X

Beispiel 1.3.15. 1. C\{0} nicht sternformig, aber (weg)-zusammenhdingend

2. RD A mit R\A # ) = C\A zusammenhingend.

Beweis : X := C\A, Xy :={z € X|Imz >0}, X_ :={z € X|[Imz <0},
Xy £ i-sternformig = X1 zusammenhdngend
X;iNX_=R\A # 0= X, UX_ zusammenhingend. O

Insbesondere sind C\[a,b] und C\Q zusammenhdingend.

W

N\ L

Proposition 1.3.16. P C C endlich = C\P (weg-)zusammenhingend.

Beweis Ubungsaufgabe: O
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1.4 Komplexe Diffbarkeit

Definition 1.4.1. D C C heisst Gebiet <= D ﬁg C und D zusammenhdngend
ojjen

Im folgenden ist D stets ein Gebiet

Definition 1.4.2. f: D — C,0€ D
f heisst komplex diffbar in o

<:)’Elhrnz—m z;éof(zf = f( )
<= 3f'(0) e CVe >030 >0: Vz € D mit|z—o| < dist|f(z)—f(o)—f'(0)(z—0)| < e(z—0)
Satz 1.4.3. f1, fo: D — C, C—diffbar in o, f : D — C* C-diffbar in o
= fi+ f2, f1- fo, ﬁ(C—dz'ﬁ”bar in o und
(f1(o )+f2( )" = fi(o) + f3(0),
(f1(0) - f2(0))' = ( ).f2(0) + f1(0)f3(0),
(f1(0)> f1(0)f(0)—f1(0)f'(0)
(o) f(0)?

Proposition 1.4.4. f C—diffbar ino € D =

1. f'(0) € C eindeutig
2. f stetig

Satz 1.4.5. Kettenregel
Dy, Dy Gebiete, f: Dy — C, g: Dy — C, a € Dy, f(a) € Do,
f C— diffbar in a, g C—diffbar in f(a)

= 3 Gebiet D mit Dy D D 3 a und f(D) C Do, da f stetig in a und:
gof:D— C, C—diffbar in a mit (o f)'(a) = ¢'(f()) - f'(a)

Reelle Charakterisierung der C-Diffbarkeit

Zu f : D — C definiere:
u:C— R, z— Re(f(2))
v:C— R z— Im(f(2))

und fg : D—)]R2 z = (u(2),v(2))

Dann ist
8u v
b) Z%(a,b)
f1(a,b) = <guab; g (a, >€R2><2

die aus Analysis 1T bekannte Jacobi-Matrix.
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Satz 1.4.6. Cauchy-Riemann-DGL
f C—diffbar in c € D

—

1. fr (total) diffbar

2. B2 5 {( ‘; g ) 2,y € R} = o(C) > f4(a,b)
<~
gg(a b) = 8”(@ b) und 8“ (a b) = g—g(a,b) (CR)

Beweis : fr diffbar in (a,b) < 3 fh(a,b) € R**? so dass: Ve > 035 > OV |[(z —a,y—b)|| < §
I/ (2,y) — fr(a,b) — (z — a,y = b) fr(a, D)|| < ll(z —a,y — )|

Sei nun f C—diffbar in ¢ = a + ib. Zu zeigen: fr-diffbar und (CR) gelten:
1f(2) = fle) = (z =) f' ()| Selz—¢|V]z —c| <6

|f(2) = f(e) = (z=)f' ()] = |u(z,y) +v(z, y)i — u(a,b) —v(a,b)i — ((z — a) + (y — b)i) f'(c)| =
fiir « = Re(f'(c)), B=1Im(f'(c)) :

lu(z,y) —u(a,b) + (v(z,y) —v(a,0))i — (z —a)a— (y —b)B — ((y — b)a+ (z + a)B)i) =

| ((w(z,y) —u(a,b) — (z — a)a — (y = b)B),v(z,y) —v(a,b) — ((y — b)a+ (z —a)p) ||=

a5 62 00) — (uta0)0(es) ~ o=y =0) (G 5 )1 <elamel =ello- a0

«

= fr diffbar in (a,b) mit fi(a,b) = < 5 g ) ola+1iB)

Definition 1.4.7. g—f am —i—zax eC> af : % +7jg—z

);

Proposition 1.4.9. af(fg) g + faz7 %(fg) = %g 4 f%
fur alle R-diffbaren Funktionen f,g: D — C

Definition 1.4.8. Wirtinger-Ableitungen % = %(% + %

QJ|QJ
<[
Q'>|QJ
NI
Il
N[
—~~
Q'>|QJ
8 [~
|
<=
Q'>|Q'>
@~
SN—

Y ) .. . . ) ) .. .
B.ewe‘zs o unc} a5, erfiilllen Derivationsregeln, = 5-, 5z erfiillen als komplexe Linearkom-
binationen Derivationsregeln. O

Satz 1.4.10. (CR)
[ komplez diffbar <

1. f R-diffbar

2. =0

Sl

Beweis : unmittelbar aus (CR) O
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Beispiel 1.4.11. f(z) = |2|? = 2? + y? auf D = C reell diffbar,
u(z,y) = 2% +y%, v(z,y) =0
f nicht komplex diffbar.
Beweis 1: CR gelten nicht.
Beweis 2: f(z) = 22 = % =Z(22) =% 24+2-E=2
= 9 £ 0 auf C*
= [ nicht C—diffbar auf C*, [ C-diffbar in 0
Beispiel 1.4.12. f(z) =1, D =C* (Gebiet)
_oz
% = %(% =% = —2% # 0, also ist f nirgends C—diffbar.
Beispiel 1.4.13. ¢ = ¢%(cosy + isiny) = e**% ist C-diffbar,
u(z,y) = e* cosy, v(z,y) = e*siny
Beispiel 1.4.14. p,q € C[z] Ring der Polynome in z,q # 0, Ny :={z € C: q(z) # 0} endlich
#Ny = gradq
a
f:=1:C\N, — C ist C—diffbar und 3L = 220

C(z) :={L:p,q € Clz], q # 0} ist Kérper

Definition 1.4.15. 1. f:D—C
f holomorph <—=  f C—diffbar auf D

2. O(D):={f:D — C: f holomorph} ist kommutativer unitaler Ring, sogar C-Algebra.

Beispiel 1.4.16. Mobius-Transformation

Sei A = < Z Z ) € C?%2, det A# 0 dann ist

[A]: D — C, zw [A](z) == 22

C\{-4} c#0
C

die Mdébiustransformation zu A. [A] ist holomorph auf D, wobei D = { .
sons

Bemerkung 1.4.17. [A] = [MA]VX € C*, also kénnen wir ohne Finschrinkung detA = 1
annehmen.

01

Beispiel 1.4.18. [1 0

] (z) = L "Inversion’

[ (1] (1) ] (2) = z + b "Translation’

Satz 1.4.19. [A- B] = [A] o [B]

w2 5] 1 2]o0-[1 3]

a2zt8 1 p ao+by af + bd
S a(aztf)tb(yz4) _ Y 4.
21 — clastB)TACa ) [ catdy cpds | P =4 BIE) =
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Komplexe Integration
(Cauchy-Theorie)

2.1 Kurvenintegrale

D C C Gebiet,
Definition 2.1.1. ¢ 'Weg’ <= ¢ : [0,1] — D stetig ©(0) ’Startpunkt’, o(1) 'Endpunkt’,

Sp = p((0,1]) "Spur
Beispiel 2.1.2. Segment
o(t) =ta+ (1 —1t)b, b Anfangspunkt, a Endpunkt, S, = [b, a]
Beispiel 2.1.3. Kreis 1(t) :=a+re*™, a € C,r>0,t€[0,1],9(0)=a+7r, (1) =a+r
Definition 2.1.4. Weg ¢ geschlossen <= ¢(0) = ¢(1)
Definition 2.1.5. ¢ Weg, ¢~ :[0,1] — D, t — ¢(1 — t) ebenfalls Weg, S, = Sp-

o) tef0,}]
P2t —1) te[3,1]

ist dann ebenfalls ein Weg mit Startpunkt ©(0) und Endpunkt 1(1). 1@ ¢ ist stetig, da jeweils
auf abgeschlossenen Intervallen stetig, deren Vereinigung [0,1] ist. Spay = Sy U Sy

Definition 2.1.6. Seien ), o Wege mit p(1) = 1(0), ¥®¢ : [0,1] — D; t — {

15
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-

Lemma 2.1.7. o~ @9~ = (Y ® @)~

Definition 2.1.8. ¢ : I — D stetiger Weg heisst stiickweise C'— Kurve bzw. Kurve <
I =, ,Ij Partition in abgeschlossene Teilintervalle mit ¢|I; € Cl(1;,D)

ra "

Definition 2.1.9. Bogenlinge
© = D acaplA sei Kurve. () := Y 4c4 [41¢(t)|dt < oo heisst die "Bogenlinge’ von ¢,
¢ (t) 'Geschwindigkeit’

Definition 2.1.10. Verfeinerung
Seien A, B Partitionen des Intervalls I, d.h. \Jyc 4 A =Upgep = 1. Dann heisst B feiner als
A = B = e Ba wobei By Partition von A

A A A
I 1 =1 I 'l 4 I 1 1 3 !
BB, B, B B, B B B
R v,

Lemma 2.1.11. Zu je zwei Partitionen A,B des Intervalles I ezistiert eine gemeinsame
Verfeinerung C

Beweis :C:={ANB:Ac A,BeB}=:AVB O
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Proposition 2.1.12. ¢ Kurve zur Partition A und zur Partition B =3 ;. 4 [,1¢'(t)|dt =
> BenB fB ' (t) dt

Beweis : Wihle gemeinsame Verfeinerung C = AVB, dh. (B Bfeinerals A = > 5 5 [5 ¢ (t)|dt =
Yoaca s, J5 191 =2 sea Jal¥'|dt dh. Bogenléinge ist unabhéingig von Partition. O

Proposition 2.1.13. ¢,9 Kurven mit p(1) = ¥(0) = ¢ & ¢ Kurve und (¢ & ) =
) +1U(4), ¢~ Kurve und l(¢™) = I(p)

Definition 2.1.14. 1-Form (=Differentialform)

fsg € C(D,C) FEine 1-Form w ist ein Element des Moduls C(D,C) < dx,dy >, d.h. jede
1-Form ldsst sich eindeutig als w = fdx + gdy darstellen. Analogie zu Vektorraum: dz,dy
"Basen’, C(D,C) ’Korper’ (ist aber nur Algebra) D.h. 1-Form w = wydx + wydy, wyg, wy €
¢(D,C)

Lemma 2.1.15. z = z 4+ 14y, Z = ¢ — 1y dz := dx + 1dy, dz := dx — idy sind 1-Formen.
= w = w,dz + wzdz eindeutig mit w,, w; € C(D,C)

Beweis : w,dz+w3dz = w,(dz+idy) +wz(dz—idy) = (w,+w;)dz+i(w, —wz)dy = wedr+wydy,
d.h wy =w, + wz, wy = i(w, — wz)

< Wy ) _ < ot ) < Wz ) dh. d,,ds ebenfalls Basis 0
CL)y 1 —1 Wz

Definition 2.1.16. Kurvenintegral
¢: 1 — D Kurve, w=w,dz + wzdz 1-Form auf D

[o=X [ @= 3 [ e o +utempha

AcA AcA

Lemma 2.1.17. Standard-Abschdtzung fir Kurvenintegrale
[, @l < ly(sups, || + supg [ws)

Beweis : Nach Def gilt: f(p@djw = f(pw —+ fww und ficpw =— f(pw
Daher (E ¢ € Cl( (C) da lygy = l, + 1y additiv.

| [, wl =1 [ilw: ()¢ (t) + wz(ep(t )) "(]dt] < [ |w:(0(8)@' (1) + wz(p(2)) ' (£)]|dt
< Jrlwz ()] |90( )|+|wz( W)@ ()[]dt < supye; |w. (@(t)]- [7 1¢' ()|dt +supye; |ws(e(t))]-
f] | (t)|dt = Supg, lwz| - 1y + Supg,, lwz| - Ly 0O

Beispiel 2.1.18. 1. faBT(O) 2Mdz =7
OB, (0) = {|z| =r} = S, mit p(t) = re', t € 0,2n], ¢'(t) = rie®
w = 2zMdz + 0dz
faBT(O) ZMdz = [, 2Mdz = 027r o(t)™ f27r meimire!t = iy foQﬂ ettt =

0 —1
irmtt fUQW cos(m + 1)t + isin((m + 1)t)dt = {2 . m 7
g

insbesondere unabhdngig von r.
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2. faBT 2)dz = f zdz = f027r7' - cos(t)iretdt mit:

z=r- elt x =1 -cos(t), ¢ (t)dt = ire'dt
e

27r T
_ ér2[/ cos (t)dt+é/ cos(t) sin(t)dt] = ir?m = i- Fliche von B,(0)
0 0

e '

=T :0

2.2 Integrabilitit

Definition 2.2.1. Differential einer Funktion
fecyD,0)
df = SLdz + SLdy mit g e c(D,C) 3 gL

Proposition 2.2.2. Wirtinger
9. % e ¢(D,C) = df = % dz+ %az

0z 0Z

Beweis : Def. von 2 und Z O
0z 0z

Definition 2.2.3. w 1-Form auf D, stetig
w integrabel (total, konservativ) <= 3f € C'(D,C) mit w = df
w heisst dann ’Stammfunktion von f’

Satz 2.2.4. 1. Integrabilitits-Satz
w stetige 1-Form auf D.
Dann sind dquivalent:

1. w integrabel, w = df
2. fww = fww Vap, o Kurven in D mit ¢(0) = 1(0), p(1) = 9(1)

3. fvw =0V Kurven vy in D mit v(0) = (1)

r b ™y
LF'
-
d
L - D
Beweis :

123 [ w= [ df =keueneger o & F(v(H)dt = F(3(1)) = f(4(0)) = 0, da y geschlossen.

3 = 2 ¢, 9 gleiche Anfangs- und Endpunkte,y := ¢ @ 1, d.h. v geschlossen.

0:f7w:fw_w+f(pw:—f¢w+f(pw
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3 =1 a € D fest, fiir alle z € D wihle , : [0,1] — D Kurve mit 7,(0) = a, 7,(1) = 2z, wegen
3 hangt [ wmnurvon zab. = f:D —C, z+ f% w wohldefiniert.
Beh.: df = w
Bew.: Sei zp € D, D offen = 3r > 0 mit B,(z,) C D = Vz € B,(z) gilt: [z, z0] C
By (2z9) C D. Sei ¢(t) = z 4+ t(zo — 2), t € [0, 1]

e ™

L% - D
f(z) - f(ZO) = f% W — f%() W =qabhierauch Bew.von2.2.8= f% w + f(pw ~ W — f(pw =
w — w)— | w=0- [ w, nach 3,da v, ® ¢ und 7,, gleiche Anfangs- und
211" Yzq ® @ 0
Endpunkte haben. Es folgt:
[f(2) = f(20) = wz(20) (2 — 20) — wz(20) (2 — Z0)|

= | [, w+w:(20)(2 — 20) + wz(20)(Z — Z0)|

< | [, wl 4 lwa(20)] - |2 = 20| + |wz(20)] - |2 — 20]

< 1) - (supg, fwsl +5upg fsl) + (s (20)] + lws(z0)]) - |2 — ]
< 2-(supg, |w.| + supg, |ws]) - |2 — 20|

Da S, kompakt:

<2-(c+1)-|z— 2| < eVzmit |z — 2] Sé:zﬁ

= df =w

Beispiel 2.2.5. D=C*,n€Z, ,w = 2"dz w integrabel in D <= n # —1

Denn:n=-1=—=w= dz—z; fBl(O) % =27 #0 = % nicht integrabel.
n#—1= w=df fir f(z)= Znn:ll

Bemerkung 2.2.6. Seien z1,29,23 € C
A = conv(z1, 29, 23) = {z € CBp1, pa, g € [0,1] mit 30 pii =1 und 2 = 3 i - 2}
A C C kompakt, OA = [z1, 22] U [29, 23] U [23, 21], [(OA) = |29 — 21| + |23 — 22| + |23 — 21]
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£

3

Proposition 2.2.7. 1. maz{|z — w| mit z,w € A} <I(0A)
2. 1(0Ag) = %l(aA)

S"atz 2.2.8. 2. Integrabilititssatz

Aquivalent:
1. w integrabel

2. faAw = 0V abgeschlossene Dreiecke A C D
Beweis :

(1 =2 1. Integrabilititssatz
2= 1 Seia € D,Vz € D gilt: [a,z] C D;
Y(t) =a+t(z—a), t€[0,1] f(z):=[ w
Beh.: df = w
Bew.: A := con(a,z,2) C D, da con(a, zy,z) kleinste konvexe Menge, die {a,z, 2,}

enthélt. Mit 2 folgt: 0 = [, w = f%O w+ f[ZO’Z]w — [ w= f(z) — f(=) = f[ZO’Z]w
und weiter wie im Beweis zum 1. Integrabilititssatz

2.3 Der Cauchy’sche Integralsatz

Bisher betrachtet: w = df = %dz + %di
Dann gilt nach 1. Integrabilititssatz [ W= 0V geschlossenen Kurven -~y

Betrachte nun 1-Formen der Form w = fdz
Frage: Welche Bedingung muss f erfiillen, damit fw w = 0V geschlossene Kurven +y gilt 7

Beispiel 2.3.1. D =C, f(z) := Rez € C*(C,C), w = fdz Nach 2.1.18 und dem 1. Integra-
bilitatssatz gilt, dass w nicht integrabel ist, f € C*°(C,C) reicht offenbar nicht aus.
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Satz 2.3.2. von Goursat
f€0O(D,C), A C D abgeschl. Dreieck = [,, fdz =0

Beweis :

Integration in immer gleicher (induzierter) Orientierung

1. Schritt:

2. Schritt:

3. Schritt:

22: [yn fdz = Thoy faA’f fdz]

Y=t faA’f fdz = [ya fdz + f[B,A} fdz + f[C,B] fdz+ f[A,C] fdz
und faA‘ll fdz = ./‘[B,A] fdz + f[C,B} fdz+ f[A,C] fdz = Beh.

Konstruktion einer Folge von Dreiecken Ay 1 ; Ag mit | [y, fdz| < 4k ‘faAk fdz
Sei Ag:=A, Ay € {Af,...,Al} s0, dass [, fdz = max] ‘faA’f fdz‘

Dann gilt nach 1. Schritt:
| [oa fd2] SZiﬂ‘faNf fdz =4 [yu, fdz

Eine iterative Aufteilung von Ay, ergibt bei analoger Konstruktion die gewiinschte Folge.

<4-maz}i_, ‘faA’f fdz

Ausserdem ergibt sich fiir

1(0A) = 310N, 1) = 1(0A,) < 27 "(DA)

und da Ay kompakt, echte Teilmengen = 3129 € Ag mit {2z} = (), Ax
Abschitzung des Integrals durch lineare Approximation

N Ak = {2} C D = fCdiffbar in 2y (sogar holomorph)

= JA stetig nahe 29, A(z9) = 0 mit

f(z) = f(20) + f'(20)(2 — 20) + A(2)(2 — z0) Vz nahe z

f(z0) + f'(20)(z — 2g) ist ein Polynom in z, besitzt somit eine Stammfunktion, also gilt
nach einem Integrabilitétssatz:

‘faAn fdz| = ‘faAn A(2)(z — z9)dz
< U(OAR)? - maz,ean, |A(2)] < 47(OA)? - maz,can, |A(2)]

nach Schritt 2 gilt:

[fon Jz] = 47 | [y, fdz| SUOD)? - mav.con, | A —> UON)? - [A(20)] =0

< U(0Ay) - maz,con,{lz — 20| - |A(2)[}

— Beh.

Lemma 2.3.3. f € C(D), a,be D, b, € D, b, — b und [a,b] C D D [a,by]
n—oo

= f[a,bn] fdz — f[a,b] fdz

n—oo
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b, P
_'_'_'_'_,_,-o—":?

. S

Beweis : Da b, — b = L := {b, : n > 0}U{b}kompakt C D = K :=J,,>[a,bp]U[a,b] C
D kompakt, denn K ist stetiges Bild von L x I unter der Abbildung ®(z,t) = a + t(z — a)

f stetig auf K = f gleichméfig stetig auf K = Ve > 030 > 0Vz,w € K|z —w| < J =
|f(z) = fw)| < e

Da b, — b existiert ein ng € N: Vn > ng|b, —b| <0

S £z = Jlay fdz = [ Fla+t(b, —a))(bn—adt—folfa+t(b—a))(b—a)dt

_fo fla+1t(b, —a)) — fla+t(b—a)))dt- (b, —a)+ fo fla+t(b—a))dt

= | oy 147 = fios fdz‘

< sup |f(a+t(by —a)) — fla+t(b—a))|-[bn —al+|bp —b|- sup [f(a+t(b— a)l
tefo.1] T t€[0,1]

J/

'

§|bnfl;\'+|bfa| B const.
dabei gilt die erste Klammer wegen |(a +t(b, —a)) — (a+t(b—a))| = [t(by—b)| < |bp, —b| <6

insgesamt: In; > ngVn > ny : ‘f[a ba] fdz — f[a 0 fdz| < 2e

Corollar 2.3.4. Cauchy mit Ausnahmepunkt
o€ D CC, feC(D) und flp\(oy € O(D\{0})

= [ya fdz=0VACD
Beweis :

0¢ A = [ aa fdz = 0 nach normalem Cauchy, der spéter formuliert und bewiesen wird.

o€ A Seioe A=A(a,b,a)
1.Fall: o Ecke, dh. o € {a,b,c},(Eo€b

i et

by —
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Orientierung so, dass das Innere links liegt.

by :=c+ty(b—c) wobei t,, — 1,1, <1
A, C D\{o} = faAn fdz = 0 (Cauchy)

faA'n fdz = f[a’b} fdz—i—f[mbn} fdz+f[bn’a} fdz :/[ ) fdz—/[ . }fdz+f[b’bn] fdz

/

-~

—0 Lemma

Sy T2 < s0Dp g |F] < 10— bu] — 0

e faA' fdz— 0

Also [, fdz =

=0, da o¢A,

= [y fdz =0

2. Fall: 0 € 0A\{a,b,c}

0Ap

—0

fdz
AL

23

Eo €)b,c]= A = A"UA"” mit o Ecke von A’ = [a,0,c], und A" = (a,b,0) =
faA fdz = faA' fdz+ faA” fdz = 0 nach Fall 1

=

0

b

-

3. Fall: 0 € A\OA

"

Satz 2.3.5. Cauchy fiir Kreise

D faA fdz = faA' fdz + faA" fdz = 0 nach Fall 2

f € O(D\{0}) NC(D) = [y ) fdz = 0B, (0) € D

Beweis :

kompakt — B,(0) C D offen = 3 R > r mit B,(0) C Br(o) =: D' C D

O
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Da f|p € C(D")NO(D'\{o}) = [, fdz =0V A C D' (Cauchy mit Ausnahmepunkt)

D’ konvex und f stetig = fdz integrabel. Da Bgr(o) D 0B,(0) Spur eines geschlossenen
Weges gilt nach dem 1. Integrabilititsstz faBT (0) fdz=20 U

2.4 Windungszahl

Definition 2.4.1. Zu ¢ : I = [0,1] — C* stetig diffbar, definiere ¢(t) = fg%p =

t ¢'(s)ds
Jo G5 e C

¢ heisst Liftung von ¢

Proposition 2.4.2. 1. @ stetig diffbar auf I

2. expp(t) = %(t)))

Beweis : Da, ¢ stetig diffbar ist, folgt ‘p(( )) stetig

= ¢(t) = fo i((ss)) ds diffbar mit ¢'(t) = ‘Z((j)) = ¢ stetig diffbar

=

=0Vt

[empow} (1) = (eapod) (Ne(t) —eap(@(W)F'(t) _ (eopop)(()G(1) o) —eap(@(t)e' () _ (ezpop() (@' (1) - o(t) — &' (1))
©*(t) @*(1) @*(t)
exp((t)) ezp(P(0)) _ _1_

= £ o) konstatnt = =20 = 20
= exp(p(t)) = £

O
Spezialfall:
@ : I — C stetig diffbar mit ¢(0) = 1 = ¢ = logy
Definition 2.4.3. Sei~y: I — D stiickweise C' — Kurve, geschlossen Sei o € C\S,
Indyy = 2—7” 7o die Windungszahl bzw. der Index
Bemerkung 2.4.4. Die Windungszahl ist wohldefiniert, da f = = holomorph auf C\{o}
und o ¢ S,
Satz 2.4.5. v geschlossen = Ind,y € Z
Beweis : 2milndyy = [, 3% f ds =5 —o(l) = exp(2milnd,y) = exp(y —o(1)) =
8:238; = %(1)3:2 =1= 2mIndo'y E Kernexp = 2miZ = Indyy € Z

O

Beispiel 2.4.6. y(t) = re' Kreis auf [0,27), S, = 0B, (0)

Lemma: Fiir |a| < r gilt f l2|=r 2mi oder dquivalent: Indgy =1

za_

Beweis 1. Méglichkeit: iiber Stetigkeit:
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Hilfsmittel

Definition 2.4.7. C D A diskret <= VYa € A3r >0: AN B,(a) = {a} < Jede Teilmenge
B C A ist offen relativ A.

&
G%‘éz@(@;
r @@

. S

Proposition 2.4.8. X zusammenhdngend, metrisch, A diskret

f: X — A stetig = f konstant

Beweis : f(X) zusammenhdngend, also 1-punktig, da A diskret. O
Sei nun
zsh. da konvez diskret
: B 2miZ, =/ %
n: (0) — 2mZ, awn(a)= o
n ist stetig, da Zia stetig in a

= n ist konstant, n(0) = 2mi nach 2.2.5
= n = 2m

= Ind,y=1

Beweis 2. Méglichkeit: iber Diffbarkeit:

n(e) = [, 2 [¢] <r

Da Zlfg C—diffbar in & € B,(0)

= n(&) = fv szz.g C—diffbar auf B,(0) und n'(¢) = f7 (ZEZ)Q = fv dzg% =0

= ‘3—2 =0 g—g da n C—diffbar

= n konstant = n = 2w



Kapitel 3

Hauptsitze der Funktionentheorie

3.1 Cauchy’sche Integralformel

Satz 3.1.1. Cauchy’sche Integralformel (CIF)
f€O(D), o€ D, r >0 beliebig, so dass B, [ ] cD

if(z):%m o|r£(z 2mf8BT r(0)
Beweis :

fw)—f(z) w# z
glw) =4 v U7

f(z) w=z

g € C(D), da f C—diffbar in z, g € O(D\{z}) da f C—diffbar in D\{z}

= 0= [, B g(w)dw wegen Cauchy-Integralsatz fiir Kreise

faB w)dw = faB u);:f(Z)dw =
faB, dw faB (Z) sdw = faB, — =0
— faB,, L dw = f(2) [op, (o) i = f(2) - 2mi

Satz 3.1.2. Cauchy-Integralformel fir n  (CIF)p>0

f€O(), f €CY(D) = foo—oft C—diffbar und

") (2 w)dw .
f n!( ) = o faBr(o) (giz))iﬂ Vz € By(0) mit By[o] C D

Beweis durch Induktion:

n=1 f(™ = f Beh. ist Cauchy-Integralformel

26
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n — (n+1) Sei f n-fach komplex diffbar und es gelte die Beh. fiir n

g: Br(0) x 0B, (0) — C; g(z,w) := (w{(g)ﬂrl ist stetig und wohldefiniert

gtnw)EOG%wnumi@@w)zuﬁgﬁﬂn+l)ﬂﬁgam3%W)xaBAm
Ind.Vor.—= f() = n! faB 9(z, )dw 5> C—diffbar in z € B,(0) und
FO(2) = (FM)(2) = 3% faBT (2, w)dw =

It fBT % = n;; fBT (w— zn+2dw

O

Bemerkung 3.1.3. foo—oft komplex diffbar auf D, obwohl (CIF), nur fir Kreise gilt, denn
Diffbarkeit ist eine lokale Eigenschafft.

3.2 Folgerungen aus CIF fiir Kreise

Satz 3.2.1. Morera, Umkehrung des CIS
[ stetig auf D, fdz lokal integrabel = f holomoroph

Beweis :Seize D= 2¢c€¢U C D

offen
f lokal intbar = 3¢ € C'(U;C) Stammfunktion, d.h. dg = dz + ag 2dz
o) 0
— f=50=5
Cauchy-Riemann = g C-diffbar, (CIF,—9 = ¢ 2-mal diffbar)
= f = 3¢ = ¢ C—diffbar
= f e O(D) O

Folgerung 3.2.2. Es gibt keine holomorphe Wurzel n-te auf C*, das heisst es gibt kein
feO(C) mit f(z)" =2Vz€C*,n>2

Beweis : Annahme: 3 f € O(C*), f(2)" :z:>|f(z)|:|z|%

h@ﬁ:{?@ iif*

h € C(C), denn lim,, |zn|% =0 und h € O(C*) nach Voraussetzung
= [\ hdz=0VACC

Da C konvex, folgt aus dem 2. Integrabilititssatz: hdz (lokal) integrabel
hdz = dg = h € O(C), h|cx = f = h' € O(C) nach (CIF),=1

= VzeC 1= (id)(2) = (f")(z) =n-f""1(2) - f'(2)
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andererseits: lim,_,o f'(z) = h'(0), lim,_o f* V() =0
= 1 =lim, o f'(2) f" 1(2) = 0 Widerspruch
O

Die komplexe Wurzel mit eingeschrianktem Definitionsbereich wurde in den Ubungen definiert.

Satz 3.2.3. Cauchy’s Ungleichungen
(n)
feOD),oe D, BJo]C D= W < rinSUPaBr(o) |f]

Beweis : In (CIF), setze z = o

— [ _ f M
n! 27rz 0By (0) (w—o)n+!

_ |1 w)d
- |ﬁ| faB, w 0) "111
< 5=1(8B,(0)) - supyp, (o) @{%L

= 7% SUPyp, (o) |f (w)]

Definition 3.2.4. Randabstand
0 € D, dist(o,D) :=inf{|z — 0| : 2 € 9D} < 40

D =C < dist(o,D) =

Satz 3.2.5. Cauchy-Ungleichung fiir beschrinkte holomorphe Funktionen
f € O(D) beschrinkt, o € D = T )( < dz'st(olaD)” -supp | f|

Beweis : Sei r < dist(o, 8D) beliebig = B,[o] C D Aus der Cauchy-Ungleichung folgt:
‘f(r;)!(o) 77 Supyp, (g | f| < L supp | f| unabhéngig von r

.. . (n)
wihle 7, — dist(o,0D) = & — dist(ol,aD)" — U n!(o)‘ < dist(ol,aD)" supp | fl a

Corollar 3.2.6. Liouville
f € O(C) beschrinkt = f konstant

Beweis : z € C = |f'(2)| < C)sup(c|f|—0:> f’—O—afauf(C

d’LSt(Z 0
i) i)
— _8£ =0= —85 auf C

MWS = f konstant O

Der Satz von Weierstrass
Definition 3.2.7. Topologie der kompakten Konvergenz auf C(D,C) =: C(D). Sei K C D
kompakte Teilmenge.

pr(f) :=supg |f| die zu K gehorende Halbnorm, d.h. pg(f) =0 = f = 0 gilt im Allgemei-
nen nicht.
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C(D)> fj o FECD) <= VK CD:px(fj—f) =0

C(D)> fj — [eCD) <= |If = fillo.o =0

[I-lloc, D

Satz 3.2.8. Weierstrass 1

OD) C (D), d.h.:
abg.

O(D) 3 f; — f = [ € O(D)
pkt

Beweis : Sei o € D, B,[o] C D = B,[o] kompakt und 0B, [o] kompakt

= f; BB—T(>)f

i f
- idiz 8B—T(i;) id_ZVz S BT(O)

= 1(2) = 551 Jom, (o) T224V 2 € By (o)

% I5 B, (0) ! (Jf_)iw C—diffbar in z wegen C—diffbarkeit des Integrals = f C—diffbar auf B, (o),
also auf D, da o bel. O

Satz 3.2.9. Weierstrass 2
2 :0(D) — O(D), f v+ f" ist linear und stetig

Bemerkung 3.2.10. Aquivalent zu Weierstrass 2 sind folgende Aussagen:

1. ¥ kompakteK C D3 kompakte TeilmengeL C D so dass Vf € O(D) :pk(%) <c-pr(f)

of; of
2. O(D )afjk—m>fe(9( ):az@az

Beweis des Satzes: Sei K C D kompakt = R := dist(K,0D) > 0, da dist stetig und auf K
Minimum annimmt.

Sei0<r < R.L:={z€D:dist(z,K) <r} C D ist kompakt.
Sei f € O(D), 0 € K = By[o] C L == |f"(0)| < 5 supyp, (o) If] < 7 supy, ||

Da o € K beliebig: px(f') < %supL|f| = ;pL(f)
Mit ¢ := % folgt Stetigkeit von 8% im Sinne der Halbnormen O
Beweis der Bem.:

Sei f] m f

of, _, of

Z
oz kpkt oz
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Aus dem Beweis des Satzes folgt: 3L C D kompakt, c € RT : Vg € O(D) : px(g') < c-pr(g)

Setze g :== f; — f € O(D) = pk(f; — f') = pr(d') < cpr(g) = epr(fi — f) = 0 =

pr(fj = f') = 0. Da K beliebig => f] — f'
kpkt

O

3.3 Potenzreihen

Definition 3.3.1. Potenzreihe
Zu (ap)nen Folge von Koeffizienten, ist

Ym0 @n(z —0)" die Potenzreihe um o € C
Beispiel 3.3.2. p € C[z] Polynom = p = Zévzo anz"+320% N1y 0-27 (endliche) Potenzreihe
Beispiel 3.3.3. = = Yn>02 |2 <1

Satz 3.3.4. Cauchy-Hadamard-Abel )
Sei C D (an)nen Folge von Koeffizienten & := limsup,,_,, |an|» € [0, +0c] (grofter Hiufungs-
punkt) R heisst dann Konvergenzradius.

Dann gilt:

1. 3,50 an2" konvergiert absolut und kompakt auf Br(0)
2. ) o anz" divergiert auf C\Br[0]
3. keine Aussage auf 0BRr[0]

Beweis :

1. D = Br(0), wobei fiir R = 0o B (0) = C gilt.
Zu zeigen: Y 7 o |anz"| — auf D (Cauchy-Folge)
pkt

Sei K C D kompakt => 30 < p < R, K C B,[0. Seip <r < R = 1> 1 =

T
. 1
hmsup |an|" = Elm(] :Vm > mg: ZanO |anzn| = ZanO |a’ﬂ||z|n < ZanO |an|pn =

S ()= () Sy ()= ()" by 1,0

;) m—00
Also gilt absolute Konvergenz wegen Cauchy-Kriterium fiir Reihen und
Zan |anzn| m 0

Teilfolge

endlich
r L1l 1]l -I
I_ TTTTrTT 1Tt _I
£ He f
Z R T
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2.51 0 < R < o0, z € C\Bgl0] = |2| > R = ﬁ < F = 1imsup|an|% (groBter
1
Hiufungspunkt) = 3 Teilfolge mit ﬁ <Nag(my| =™
1 _q7(m)

— |z7r(m)a7r(m)| _ |z|7r(m)|a7r(m)| = ||2| - |a7r(m)|7r(m) > 1

== z’r(m)aﬂ(m) keine Nullfolge
= > ap2" divergent

Corollar 3.3.5. f(z) =), anz" mit Konvergenzradius oo > Rg > 0 Dann gilt:

1. f € O(Brg(0))

2. Vk € N hat die Reihe fr(z) = 3,5 ann(n—1)--- (n—k+1)2""F) den Konvergenzradius
Rk -

3. fr € O(BRK(O))

4. fu(z) = f®)(2)Vz € Bg(0)
Beweis :

1. sn(2) = 32N anz", K C Bp(0) kompakt IR’ < R mit K C Bgi(0)

|f(2) = sn(2)] = |Zn2N+1anzn| < ZnZN-i—l |an| - [2]" < ZnZN—i—l |an|R™ — 0 fiir
N — oo (unabhéngig von z) Cauchy-Kriterium = sy — f auf Br(0) mit Weierstrass
pkt

= f holomorph, da sy holomorph =1
2. fr = (fx—1)1, deshalb (Bk = 1, allgemein durch Induktion fi(z) = 3, apnz""!
|an, - n|% = |an|% - {/n = limsup|a, - n|% = limsup|an|% = Rik = f1 hat selben
~—

—1
Konvergenzradius = 2

3. analog zu 2

4, s (2) =N apnn—1)(n—2)-- (n—k+1)2""F = f,(2)

— f(B)(2) (Weierstrass 2)

Beispiel 3.3.6. Geometrische Reihe
Potenzreihe 2", also ap, = 1Vn

= limsuplay|n =1 = R=1=> f(2) = Y50 2" € O(B1(0)), f(z) = 1=

—Zz
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Beispiel 3.3.7. Zweig des Logarithmus

f(2) =0 (712;_1 (z — 1), Potenzreihe um o =1 mit a, = (712:1_1

1 _ 1 nfl __ 1 _ _
E—hmsup\/;—m—lﬁl%—l
fir |z —1] < 1:

—1)n—1 _ n—l -
Fi2) = £ Hl (z—n”:zm Dk a%<z 1)" znzl%nv—nmz

Yot (D) = )T = s (F ) (2 = 1)

Wegen f' = % nennt man [ Zweig des Logarithmus

3.4 Taylorentwicklung holomorpher Funktionen

In 3.3 wurde gezeigt, dass jede Potenzreihe in ihrem Konvergenzbereich holomorph ist. Um-
gekehrt gilt aber auch, dass sich jede holomorphe Funktion in eine Potenzreihe entwickeln
lasst.

Satz 3.4.1. Taylorreihe

Sei CO D Gebiet f € O(D ) 0 E D und 7 > 0 s0, dass By[o] C D. Es gilt nach (CI1F),> :

(n )
Vn >0: f 271'1 faB., (w—o) "+1
Sei R := dzst(o, 0D) = inf{|lw — z| : w € 9D}
Dann gilt:

f(z) =0 %(z —0)" kompakte Konvergenz auf Br(o)

Beweis : Sei K C Bgr(o) C D kompakt
= 30< p<r<R,sodass K C Byo], B:=B,(0)) CBCD

L =L (1- %)*1 (nachrechnen)
n _ n
- wlfz - ﬁ ZnZO (5;1(:)> = an(] %

Sei N € N

= 1f(2) = Cpen_1 J™(0) - <Z;?)"|
wegen (CIF)O,HE(] =

1
|27rz aB w z _Zn<N 127rzfaB (w— on+1 z_O)n|
1 1

SsupaB|f|Zn2N( )" —SUPBB|f| P —>0furN—>oo
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— Y LU o) — f(2) auf Bg(0), da K C Bg(0) beliebig,
p

O
Corollar 3.4.2. f € O(D) = 3_,5, ARG )(z —0)"™ hat Konvergenzradius R > dist(o,dD)

n!

Beispiel 3.4.3. f(z) = exp(z) = € = €*(cosy + isiny) = f™(z) = exp(z)¥n > 0
D=C, R=+400,0=0= exp(z) =¢* = Zn>0 ;,z"

Beispiel 3.4.4. ¢ = = cosz +isinz, e”" = cos(—z) + isin(—z) = cosz —isinz Vr € R
— € 4 e = 2cosx, €% — e = 2sinz. Deshalb wird folgende Definition plausibel:
cos z 1= e”+2e_“’ sin z := e“;f_m

cos und sin sind offensichtlich holomorph.
Fiir die Reihendarstellung folgen 2 Beweise
Beh.:

cos(z) = 32,50 (5711))7 22", R = +o00

. —1 n
sin(2) = 3,59 (2n+)1)!22"+1, R =+
Beweis iiber Berechnung der Ableitung: sin’ = cos, cos’ = —sin

— cos(™(0) = {(_1)5 n gerade

0 n ungerade

n—1
—1) =2
und sin™ (0) = {( ) 2 n ungerade

0 n gerade
—> Beh. O

Beweis tiber Betrachtung der Summanden: e = ano ;—T: ==

iz _ @z)" _ iz
1 e —ano nl —ano n!

) _ s\ —1)ngngn
2 ¢ ”22@0%22@0%

berechne 1.+2. und 1.-2., betrachte Summanden, die wegfallen.

Beispiel 3.4.5. a € C*, |a| > 0, D = C\{a}, f(z):= (D)

Entwicklung um o=0¢€ D

dist(o,0D) = dist(0,a) = |a| = R = |a|, f(2) =D_,>0 —#z" kompakte Konvergenz auf
By (0) -

Beweis iiber Berechnung der Ableitungen: f'(z) = —ﬁ, ™ (z) durch Iteration = " )‘( ) =
—1 = Beh. O

a"+
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Beweis wieder Betrachtung der Summanden:
1 1

a = O

—% > n>0 (%)n = n>0 —an%z", kompakte Konvergenz auf Br(0) = By, (0) O

n

Beispiel 3.4.6. log(z) = Y, o, (2 — 1)

log'(z) = % = log™ durch Iteration log(:!)(l) =

3.5 Identititssatz und Maximumsprinzip

Satz 3.5.1. Schwacher Identititssatz
feoD), D ﬁ? U#0, flu=0=f=0

Beweis : N:={oe€ D :Yn>0: f("(0) =0}

D >N
abg.

da N ={,>¢ Kernf®™
abg.

Beh.: N # () denn U C N

Bew.: Sei 0 € U, fly € O(U), flv = 0 Potenzreihenentwicklung von f auf U um o

= an = f(n).(o) =0Vn=o0€N

n!
N Cc D

offen
Sei o € N, r = dist(0,0D) = f(z) =>_ %(z —o)"
DaoeN = f™(0) =0VYn >0
— f(2) =0Vz € B.(0) , B,(0) C N wegen f("(z) =0Vn, Yz € B,(0) Also N C D

offen

Da D als Gebiet zusammenhéingend folgt N =D = f =0 O

Corollar 3.5.2. D Gebiet = O(D) Integritatsring = 3 Quotientenkiorper U(D), Menge
der meromorphe Funktionen

Beweis : O(D) nullteilerfrei
O(D) > f,g mit f-g=0
Sei f#0,2zz:9g=0=3Jo€ D mit f(o)#0=3D DO U domit f(U)Z0

offen

Da C Integritatsbereich = g|y = 0 = g = 0 wegen des schwachen Identitétssatzes U

Satz 3.5.3. Starker Identitdtssatz
f€OD), f#0= f 1({0}) diskrete Teilmenge von D
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Beweis :

Seio € D, R =dist(0,0D) = f(2) =) >0 1) (z — o)™ kompakt auf Br(0)

n!

Da f#0=> flppo) # 0= 3m >0 mit f(™(0) #0
Sei g Minimum mit £"0)(0) # 0

Setze h(z) = > 5me f(”)(o)%(z —0)" ™0 — h € O(Bg(0)), also h stetig auf Br(o) und
h(o) =0 -

= 3U mit D D Bgr(o) DO U 2 o0 so dass sup,cyy |h| < ‘f(m)( )

offen

Sei 2 € U\{o}. Dann gilt f(2) = Yom L2 (z = 0)" = (2 = 0)™ Lo Lot (z — o)™
= (z— o) | Z52 + h(z)

= /()] = |2 = o™ [ L5 + h(2)| > |2 — o (| L2

- |h(z)|> >0

= f(2) # 0 = f|y\{o} hat keine Nullstelle,
dh. Un f~1({0}) C {o} = f~1({0}) diskret in D O

Satz 3.5.4. Mazimumsprinzip 1. Version oder Satz von der Gebietstreue

f €O(D), f # const. = f offene Abbildung d.h. U ¢ D= f(U) c C
offen offen

’Das holomorphe Bild eines Gebietes ist wieder ein Gebiet’

Beweis : Sei U C D, z.: f(U) C C<=Vbe f(U)Je >0:B:(b) C f(U)

offen offen

Seibe f(U)= Jo€ U mit b= f(o) Da U offen = Ir > 0, B,(0) CU
schw. Id.-Satz = f|p, (o) nicht konstant
starker Id.-Satz = f — b hat isolierte Nullstelle auf B, (o)
= 30 < p <7 mit infyp, o) [f —b=1e>0
O

Satz 3.5.5 (Maximumprinzip fiir Abbildung ’map’). C D D Gebiet, f € O(D)\C =
f:+ D — C offene Abbildung.

Beweis : Sei U C D offen, b € f(U) = b = f(0),0 € U = f — b hat isolierte Nullstellen
(starker Id-Satz)
= dB,[o] C U, Z.’nfaBT[on —b=e>0

Beh.: f(U) D Bs (b)

Sei w € C\f(U),¢(z) := m = ¢ € O(U) Falls |lw —b| < &,z € 0B, (0)

= |f(2) —w| +Jw—b] = [f(z) —b] > ¢

:W—U( z)—w|>e—|w—>5b>0

= ﬁ =) f = |p(0)| < supyp, (o) lp(2)| < m wegen der Cauchy-Ungleichung fiir

n = 0, die lautete: ‘f( ( )| <; SupaB o) lf (w)]
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Also: w € C\f(U) = 7 < —1>

— e <2w—b = 5 < |w—b = B:(b) C f(U) = f(U) offen

Satz 3.5.6 (Maximumprinzip fiir Funktionen). C D D Gebiet, f € O(D)
Angenommen 3o € D mit |f(o)| = supp|f| = [ konstant
’Holomorphe Funktionen haben kein Mazimum im Inneren’

Beweis : Zeige: C — Ry, z — |2z] ist offen.
SeiU C C|U|:={|z2],2€ U} =3z U,z =z
offen

= Ir>0,B,(2) CU
= |U| D |By(2)| =]|z| = r,|2| + r[Ry =]z — 7,z +r[NRy 3 2 = |U| Umgebung von z

Annahme: f nicht konstant = f : D — C offen

D —/ C — 1 R, ebenfalls offen.

= |f(D)| C R; offenes Intervall bzgl. R,

= sup|f(D)| = |f(o)| rechter Endpunkt, Widerspruch !
= f konstant

Definition 3.5.7 (Algebra). D C C beschrinktes Gebiet
A(D):={f €C(D): flp € O(D)} =C(D)NO(D)

Satz 3.5.8. f € A(D) = supp|f| = supapf]

Beweis : Sei 0 € D = | f(0)| = supp]f|, D kompakt, |f| stetig

1. Fall: 0 € 9D = supy|f| = supsp|f|

2. Fall 0 € D = f konstant auf D (Max.-Prinzip) = f konstant auf D, denn f stetig
= supp|f| = |c] = supop|f|

Zusammenschau Funktionenalgebren:
C(D) > O(D) > Clz] D C°

D beschrinkt:

C(D) D O(D) D A(D) > C[z] D C2°



Kapitel 4

(Globale Funktionentheorie

4.1 Homologie-Version der Cauchy-Integralformel

Sei C D D Gebiet, v : I — D stiickweise glatte Kurve, geschlossen, o € C\S, = Ind,y € Z
(Windungszahl, siehe 2.4.3)

Definition 4.1.1. C D D Gebiet.

v 1-Zykel <> v = Y| aiyi wobei a; € Z, v; geschlossene stiickweise C'-Kurven.

anrgn)
T

ik

=dB(0)

Beispiel 4.1.2.
1. v geschlossene Kurve =~y 1-Zykel

2. Q={z € C:r <|z| <R} Kreisring. Dann ist 0Q = 0Br(0) — 0B,(0) im Sinne der
Kurvenaddition

37
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By

&

5. 00 =0Br(0) —0B,(0) =m+r+1m—12=n+71+(r—7)
4. 3-9B1(0) = 9B1(0) + 0B1(0) 4+ 0B1(0) (3 mal durchlaufen)
Definition 4.1.3. v =", a;7; 1-Zyklus

Sy = U;{Sy, : ai # 0} sei die Spur von «y
T, = {o € C\S, : Indyy # 0} sei das Innere von y wobei Indyy := )", aijIndyy; € Z
Beispiel 4.1.4. Q Kreisring, offen, Q:={z € C:r < |z| < R},
00 = 0BR(0) — 0B, (0) 1-Zykel Beh.: Ty = Q, Sgq = 02 Beweis Skizze:
Ind,0B,(0) =1 fir |z| < r und 0 fir |z| >r, z¢ 00

0 fir R <|z|
= Ind, 00 = Ind,0Br(0) — Ind,0B,(0) =< 1 firr<|z| <R

0 firl|z|<r

Proposition 4.1.5. S, kompakt.

Beweis : S, ist endliche Vereinigung von Kompakta 0
Corollar 4.1.6. C\S, offen, da S, kompakt.

Beispiel 4.1.7. Q:={z € (C‘T < |z| < R} abgeschlossener Kreisring

= 0Q = 0BR(0) U 9B, (0) kompakt.

1-Zykel 90 = 8B,.(0) — 8B,(0), d.h. ay =1, ag = —1

Dann gilt: Sg, = U SaB,}'(o) = 0B,(0) U Br(0) = 9Q Man sagt: 022 ist der orientierte
Rand von €.

Speziell: 0 = r < R < oo = Q = Bgr(0)/{0} heisst punktierte Disk. Hier gilt: 0Q =
OBR(0) U{0} = S, denn:

0Q = 9BR(0) — 72, (12(t) = 0V¢)

9B, (0)

4.1.1 Topologie von C\S,

Proposition 4.1.8. Q = UZQZ (endliche Vereinigung)
wobei die ; zusammenhdngend, offen und nicht leer in C, d.h. ; sind die Zusammenhangs-
komponenten von Q.
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a,

Proposition 4.1.9. Gibt es ein Kompaktum K mit Q = C\K, so hat Q genau eine unbe-
schriankte Zusammenhangskomponente.

Beweis : K kompakt => 3R > 0 mit K C Br(0) = Q D C\Bg[0] = 3 Zsh.-Komponente
N—_——
zsh.
Q;, von Q mit ,;, D C\Br[0] = €, unbeschrénkt.
Da Q; disjunkt, gilt Q; C Bg[0]Vi # ig = §; beschrénkt. O

Definition 4.1.10. Windungszahl eines Zyklus

v 1-Zykel, z € C\S, =: Q
Dann sei Ind,y := 5 dw Y iailnd.y; € Z

T 2mi Jy w—2z

Satz 4.1.11. C\S, > z — Ind,y € Z ist konstant auf jeder Zusammenhangs-Komponente
und verschwindet auf der (eindeutigen) unbeschrinkten Komponente.

Beweis :

F(z,w)= A= F:C\S, xS, — C

w—2z
= Ind,y = 5 [, F(z,w)dw stetig in z => Ind, : C\S; — Z stetig

Vi gilt ; C C\S, = {Ind,y : z € Q;} C Z Bildmenge ist zusammenhéngend = {Ind. :
z € Q;} = {k;} einpunktig = Ind,y = k;Vz € Q; = Beh (1)

Sei nun )y unbeschrinkt = Qy > C\Br[0] = S, C Br(0) = |w| < RVw € 5,

Sei nun z € C\Br(0) = 2 € Qy = |w —z| = |z —w| > |2| — |[w| > |z2| — R = |Ind,y| =
w l
|27lri ffy ufl—z < %l(’y) SuprS», |w£z| < Qﬂ(|(z’y|),R) Vze (C\BR [0] C Q0
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Fiir |2| = 0o = |[Ind.7| < § = Ind,y = 0 = Indg,y = 0

4.1.2 Homologie

Im folgenden: v 1-Zykel in Gebiet D

Definition 4.1.12. (Artin)

Das Innere von vy

T(y) == {z € C\S(y)|Ind,(z) # 0}
Definition 4.1.13. 1-Zykel vy ist 1-Rand in D oder 0-homolog

<~ T(y)CD
Beispiel 4.1.14. D = {z € C|r < |z| < R} Kreisring

1. r<p<R = 0B,(0) 1-Zykel in D.

T(?B;(O) = B,(0) ¢ D, nicht 0-homolog.

2. 1< p <py<R= 08B,,(0) — B,, (0) 1-Zykel in D.

T, .- -y = GBP_; (0)\6B;1 [0] C D null-homolog = 1-Rand.

dB,,(0)—dB,. (0)
9By, (0) — 0B, (0) =: 9By, 4,(0)
By, ps(0) = {2z € C: p1 < |z| < p2} orientierter Kreisring

Satz 4.1.15. Homologie-Cauchy-Integralformel

D c C Gebiet, f € O(D), v null-homolog in D (d.h. vy 1-Rand in D)

27” fvw - = -Ind,(y) Vze D\S(v)

Beweis Dizon:

f(w)=f(2)
Sei G(z,w) := w—z w7z
f'(z) w=z
G:D x D — C, G stetig auf D x D\{(z,2)|z € D}

noch z: G stetig auf {(z,z)|z € D}:
Sei C C D konvex,

Vz,weC: [z,w] CCCD=nws f(w) fo (z+t(w—2)) - (w—2)dt

Seiw,z € C, z# w=—

40
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Glz,w) = L8218 — 1 p(o 4 t(w — 2))dt

Fiir w = z : fo (z+t(z —2)) t:folf’(z)dt:f’(z):G(z,z)

= G(zw) = [y flz+tw—2) dt

simultan stetig in (¢,z,w)

= Stetigkeit unter dem Integral G stetig auf C' x C
Da C beliebig (konvex) = G stetig auf allen Diagonalen in D x D = G stetig auf
D x D = G stetig auf D x S(v)

= fw G(z,w)dw = g € C(D)
= Vw e S(y): G(-,w) € C(D) NO(D\{w}) =rorera O(D)
= g € O(D) wegen Holomorphie unter dem Integral
H(z, w) = L) gtetig auf [C\S(y)] x S(7)
= h(z f H(z,w)dw stetig in C\\S(v), holomorph in C\S(v)

daVw € S(y) gilt: H(-,w) € O(C\S,), wobei C\S, offen, aber nicht immer Gebiet.
Sei z€ DN (C\S(y)) = D\S( )
= [, 15257 = [ = Bdw + [ T35 = g(2) + 1(2) [, 5 = 9(2) + f(2)2miInd, (2)

Sei nun z € D\S(y) UT(v)) = DNC\[S, UT,], wobei [S, UT,| kompakt, also abgeschlossen
(s.0.), das Komplement also offen.

Wegen 4.1.2 ist h(z) = g(z) + 27if(2)Ind,(2) = g(z), da z ¢ T,
Jk € O(C), so dass k|p = g, klc\(s,ur,) = h

Bemerkung 4.1.16. C = D U (C\(S, NT,) wegen Sy UT, C D, v null-homolog

VR>0:Kg:={z€C:dist(z,5,UT,) < R}
Kk kompakt, da S, U T, kompakt (beschrénkt)
Vz € C\Kr C C\(S, UT,) gilt

supg_ |f]| .
k()| = [h(2)] = | [, £9292] < i(y) supyes, (T < U(y) =53, da |w — 2| > dist(z, $,) >
dist(z,S,UT,) > R

sups., |f|
= supg |k| = max(supg, k], supc, g, [K]) < max(supge, [l 1(y)—7—)

= k beschrinkt = k konstant (Liouville)

SUPS” /l — 0 fir R —

= [k <1(7)



KAPITEL 4. GLOBALE FUNKTIONENTHEORIE 42

= k=0=g=Fk|p=0= h(z) fvfwz = g(z) + 2milnd,yf(z) und g(z) =0
[l
Corollar 4.1.17. Homologieversion Cauchy-Integralsatz (CIF)
D c C Gebiet, f € O(D),~y 0-homolog in D
= fv f(w)dw =0
Beweis : Sei z € D\S, fest, g(w) = f(w)(w —z) = g € O(D),g(z) = f(2)(z —2) =0
Wegen Homologie und CIF:
S, Fw)dw = [ L9 ¢,y 2mig(z) - Indzy = 0 O

Corollar 4.1.18. Homologieversion (CIF)y,
D c C Gebiet, f € O(D),~y 0-homolog in D
1 fw)dw f(j;)!(Z) -Indz’y

27i Jy (w—z)nF T

Beweis Skizze: Induktion itber n > 0 durch Differentiation unter Integal, benutze Ind,(z) =
0vz € C\S, O

4.2 Isolierte Singularititen und Laurent-Entwicklung

Kreisring Q ={z € C:7r_ < |z —o0| <74}, wobei 0 <7_ <ry < oo
Bemerkung 4.2.1. Firr_ =0, r; = oo ist 2 = C\{o}

Definition 4.2.2. Q, :={2€ C: |z —o| <71y}
Q_:={zeC:r_<l|z—o|}
Kreisscheiben (um o bzw. 00)

Satz 4.2.3. Vf € O(Q2) 31 f1 € O(Qy), f- € (Q),lim|,| o f-(2) =0
so dassVz e Q. NOQ_=Q, f(z) = fi(2) — f=(2)

Beweis : 71— =r<ry =R

Existenz
Seir_ < p<ry

10(2) 1= g5 fon, () 19224, V2 € C\OB, (0)

Holomorphie unter dem Integral = f, € O(C\0B,(0))

Seien r_ < p < p' <7y, z€ C\IB,, 0]
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Schritt 1: f,(2) = fy(2)
s € O\ {z})

Byy[0] C Q\{z} = 0B, (0] = 0B}(0) — 3B, (0) null-homolog in Q\{z}, denn T, - =
0B,y (0) C Q\{z}

Homologie—Cauchy Integral-Satz fiir ; d’i ~ faB w Z = faB w Z —

faBP 'w z -

270 f (2 ( ) 2mify(2) =0 = f,(2) = fy(2) Also gilt Gleichheit auf C\B,, , [0]

Schritt 2: Definition von fi, kK = +

2z € = dr_ < pe <ry

K|z — o] < kpr = fu(2) = [o.(2) = 5 faBM(o) fszu_)iw = f. unabhiingig von Wahl von p,
wegen Schritt 1

— f, holomorph auf

Schritt 3
|z2| — oo =r=—,El|z—0| >4
1 f(w)dw 2 f(w) SUPycaB, (o) ||
=) = lam Jon,0) Tz | S 5 SWPweon, (o) lw—z| S PRl cyy o Tzl —lzlvo0 0

Schritt 4 z € Q. NQ_=Q=TFr_<p_<|z—0| < ps <734
= 0B,_ ,, [o]null-homolog in €
und Indgp, , [ (2) =1

— f(z) = f(z) : IndaBp_,p+ [0}( ) 27rz faBP+ [0] fw— 27rz faB,, [o] u1)1) z
= foi(2) = fo-(2) = f1(2) = - (2)
Eindeutigkeit:

f=fi—f =g —g aufQ fig €O0Q), f.g 00 ), f () =0=g (o) =
fr—9+ =f-—g- auf Q@ = Jk € O(C) mit klo, = f+ — g+

k ist beschrinkt, also f konstant, also k = 0 also fo = g+

Definition 4.2.4. Laurent-Koeffizienten (Fourier-Koeffizienten)
Q {z eC:r< |z - 0| < R} Kreisring, f € O(Q)
27rzfaBp wo”+1’ neZ,r<p<n

Bemerkung 4.2.5. f(n) ist unabhdngig von p nach Homologie- CIF

Satz 4.2.6. (Laurent)
Q Kreisring um o, f € O(Q)

[(2) =2 ez f(n)(z — o) (Laurentreihe, kompakt konvergent auf )
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Beweis : f(z) = f+(2) — f-(2), f+ € O(24) Da Q. Kreisscheibe Br(0)
(n)
Taylor = f1(z) = ano fi (o) (z — 0)™ kompakt konvergent auf Q.

n!

Definiere g auf B (0)

_Jre+p) 0<iCl<;
g(C)—{O (=0

= g € C(B1(0)), da fiir ¢ — 0 gilt |o+ %| — 400 = f_(0+ %) — 0 nach Satz

g € O(B1(0)\{0}), da f_ € (’)(Q ) Morera = g € (B1 (0))
Taylor = g({) = >_,,>0 g'n)(0) C" kompakte Konvergenz auf B1 (0)

nl

2EQ=0,Nn0Q._

f(z) = fi(2) = f-(2) =, ot L f(2) —9(55) =
M) gm)©) (, _ N-m _ — o)™ C
Zn>0 n! (Z 0) Zm>0 m! (Z 0) ZTLEZ an(z 0) 9 an S
f(n)( ) n>0
Ay = _g((*"))('o) n < 0

Beh.: a, = f(n)Vn e Z
(Orthogonalitatsrelationen)

Sein € Z feSt f 27rz faB,, w "+1 = 27rz faB,, (w—o0) "+1 ZkGZ ak( - O)kdw:
577 Doker ak faB %dw = Y ke U faB,,(o) (w = 0)*"dw = ap,
da [y 0 )’c "l = G 0

4.2.1 Isolierte Singularititen

Sei D C C Gebiet, 0 € D,

o heisst isolierte Singularitit von f, falls f € O(D\{o}).

Sei f € O(D\{o}) = R :=dist(0,0D) < +o0o = QN ={z€ C:0< |z—0| < R} C D\{o}
= f(2) =X ez f(n)(z — 0)" kompakte Konvergenz auf  (Laurent-Reihe)

Definition 4.2.7. NAullstellenordnung
deg f=inf{n € Z: f(n) # 0} Untergrad von f

Definition 4.2.8. 1. f hat eine hebbare Singularitdt, falls dc;gof >0
2. [ hat einen Pol der Ordnung —k, falls —oo < deg f =k <0

3. f hat eine wesentliche Singularitit < dﬂof = —00
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Beispiel 4.2.9. f =0= f(n) =0Vn = deg [ =infl = +oo

Beispiel 4.2.10. deg f =m € Z = f(2) = X, s an(2 —0)" am # 0 = am(z — o)™ +
Y onsm @n(z = 0)" = (2 = 0)"[am + o an(z — 0)""™] = (2 — 0)™[0 # am + h(z)] wobei h(z)
holomorph auf B, (o) und h(o) = 0.

Falls m > 0, so ist o Nullstelle m-ter Ordnung.

Falls m < 0, so ist o Polstelle der Ordnung (—m).

Beispiel 4.2.11. {n € Z: a,, # 0} nach unten unbeschrinkt.
== dﬂof = —oo wesentliche Singularitdt.

Lemma 4.2.12. 1. dﬂo(fg) =deg [ +deg g, falls deg f,deg g € Z
2. deg (f +g) = min(deg_f,deg g)

Beweis :

1. deg f=melZ, degg=I1€cZ
= f(2) = (2 = 0)™(am + 1(2)), 9(2) = (z = 0)'(by + k(=)
= f(2)g(2) = (# = 0)"amk(2) + bih(2) + k(2)h(2) + amb))
Wegen a,b; # 0 (C nullteilerfrei) und a,,k(2) + bjh(z) + k(2)h(z) holomorph und ver-
schwindet in o.
= deg (fg) =m+1=deg f+deg g

Satz 4.2.13. Rigmannscher Hebbarkeitssatz
f € O(D\{0}). Aquivalent:

1. deg [ >0

2. 3 holomorphe Fortsetzung F € O(D) mit F|p\(o} = f
3. 3 stetige Fortsetzung F € C(D) mit F|p\(oy = f

4. doeU oﬁgen D, flinjoy beschrinkt. ’f nahe o beschrinkt’

Beweis :

l=2m=deg [>0= f(z) = (2 —0)"[am + h(2)] =: F(2)

2 — 3 klar

3=4 Sei FeC(D),oeU C D,U kompakt = supgn\ fo} 1f| < supy |F] < +oo

offen

4=1 SeiocU f? D,f|U\{o} beschrankt.

orren
= 3R >0: Balo] C U= Y0 <7 < RYn < 01f(0)] = |5 fop, ) oy
< %%W# SUPyp, (o) | f| <7 "sup|f| — 0 fiir r — 0(n <0)
:>f(n):0Vn<0:>dc;gof20
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O

Definition 4.2.14. 1-Punktkompaktifizierung(Riemannsche Zahlenkugel und ihre Topologie)
C := C U {oo} topologischer Raum

offene Umgebungen:

1. Fall o € C: Basis von Umgebungen o € U ﬁg C
ojjen

2. Fall 0 = cc: C\K, wobei K kompakte Teilmenge von C

Stetigkeit:

X metrischer Raum, F : X —s C F stetig in a € X:

Fall 1: F(a) eCcCcC

F stetig in a <= Ve > 030 >0Vz € X : d(z,a) <d = |F(z) — F(a)| < ¢

Fall 2: F(a) = o
F stetig in a <=V K C C kompakt 30 > 0Vz € X : d(z,a) <d: F(z) ¢ K
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Satz 4.2.15. Cassorati- Weierstrass
Sei f € O(D\{o}). Dann ist dquivalent:

1. deg > —o0
2. 3 meromorphe Fortsetzung F(z) = 1918 von f, wobei g und h holomorph, h # 0
3. 3 stetige Fortsetzung von f, F: D — C
4. doeU jjg D, so dass f(U\{o}) nicht dicht in C
ojjen
Beweis :
1 =2 Seim =deg f>—00o=> f(z) = (2—0)™(an+(2)), wobei ¢ holomorph in Umgebung
von o.
Falls m > 0: g(z) := f(2), h(z) :=1
Falls m < 0: g(z) := am + ¢(2) holomorph nahe o, h(z) := (z — 0)™™ Polynom
2 = 3 klar: Sei U C D offene Umgebung von o, so dass g,h € O(U), ¥ = f|U\{o}
= g:U — C C C stetig
_ offen
= g : U — C stetig
= h:U — C C C stetig
_ offen
= h:U — C stetig
Wegen % : C — C stetig gilt:
% : U — C stetig
:%:U—H@steﬁig
— F := { stetige C-wertige Fortsetzung von f
3 =4 Sei F: D — C stetig, Flp\(oy = f
= JoeU f? D, F(U) nicht dicht in C
offen B
= f(U\{0}) = F(U\{0}) C F(U) nicht dicht in C
4=1

JdoeU f? D, f(U\{o}) nicht dicht in C
oren

FOWD) # € = 3b € OFO\o]) ¢ € = 3r > 0, B,(0) € C\f(U\{o})

— ¥z € U\{o}, |f(z) — b > 7
— 9(2) = 74 € OW\{o}), lg(2)| < !
= m = deg g > 0 wegen Riemann

= deg (f —b) = —deg g = —m
= deg_f > min(deg (f—0b),deg b) und es gilt deg (f —b) = —m, deg b € {occ,0} also:
== dﬂof > —00

0

Folgerung 4.2.16. Cassorati- Weierstrass
f hat wesentliche Singularitit in o = Yo € U jjg C: f(U\{o}) dicht in C
ojjen
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4.3 Calculus of residues

D ¢ Cdomain, o€ D, f € O(D\{o}) holomorphic (analytic) function

offen

Laurent-expansion (series)

f(2) = ez an(z — 0)" converges compactly on annulus {z € C: 0 < |z — o| < R},
R = dist(o,0D) boundary distance.

ap = f(n) = % faBP(o) %, 0<p<R (CIF)

n=-1: a_1=f(-1)= Jom, o) [ (w)dw (CIS)

n>0 fn)=1"0 reo()

n!

Definition 4.3.1. a | = f(—1) = ﬁfaB,}(o) f(w)dw =: Res,(f) residue of f at o
o isolated singularity, value of Res,f independent of p such that 0 < p < R

Bemerkung 4.3.2. dﬂof 1s called ’order of vanishing’

Satz 4.3.3. Rules to compute residues

1. deg f>—1,deg 9> 0= Reso(fg) = Resof - g(0)

2. deg,¢p=1,deg %) >0

= Resol = 4

3. (theoretical)
deg [ =—m <0 pole of order m
= Resof = Griramer (2 — )" f(2)].—,

m—1)! dem—1

Beweis :

L f(z) = anfl an(z —0)", g(z) = an(] bp(z — 0)"
f(2)g(z) = % + Y a1 a-1bp(z — o)1 + 3 _ g an(z — 0)"g(2) both sums are holo-
morphic
= Resofg =a_1b, = Res,f - g(0)

2. RGSO% = Res, [zwfo%}

= [Resots] vl (3538) =00 3t

since ¢'(0) = lim, ,, 2E=00) — fip_, 2)
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3. f(2) = 2> man(z —0)"

= (2= 0)"f(2) = Xy an(z = 0)" "™ = Yoo, th—m(2 — 0)*

e ﬁﬁ—: (2 = 0)"f(2)],—p = Q(m—1)—m = a—1 = Res,f since k =m — 1

Satz 4.3.4. Theorem of Residues

D domain, A C D discrete (possibly infinite)
™y

' *

" -~ n
v € Z1(D) 1-cycle in D, null-homologous (interior), T, C D

trace S, C D\A, ANS, =10
f€eOD\A) =

o f7 fw)dw =3, 4 Resq f - Indy(7y) “finite sum’
Bemerkung 4.3.5. 1. RightHandSide = finite sum
2. f€O(D)=Va€ A Res,f =0 = g [, f(w)dw =0 (=CIS)

Beweis : 1. Step RHS=}_ 1,10 Resq f - Ind, () interior T, C D = T, N S, compact
= AN (T, US,) compact and discrete=finite

Vze D\[AN(T,US,)] = Res.f-Ind,(y) =0
2. Step Since A, := AN(S,UT,) = ANT, finite = Vz € A,3B, (2) C T, because T, C D

offen

and {B,,(z) : z € A,} pairwise disjoint and B, (z) N A = {2z} (automatic)

define new 1-cycle Z,(D) 3 n:=v — ZZEA», Ind,(vy) - 0By, (2)
3. Step 7 null-homologous in D\ A4, i.e. T;, C D\ A

Let a € C\(D\A) = (C\D)U A

Case 1: a € C\D = Ind,y = 0 since T, C D

VzeAy: IndaaBT: () =0
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= Ind,n = Ind,y — ZzEAW Ind,y - IndaaBT: (2) =0

Case2:a € A=—=®ac A,
Ind,n = Ind,y — ZzeAA, Ind,yInd,0B,_(2) =,—q Indyy — Ind,yInd,0B,,(z) =0

= 1 null-homologous in D\ A (domain)

f S O(D\A) :CIS,homologous 27” f f dw = 27” f f ZZGA,Y Indz’Yﬁ fanZ (2) f(w)dw
and faBT; ) f(w)dw = Res, f
[l
Application to meromorphic functions
Definition 4.3.6. f € M(D) meromorphic <= 3 discrete A C D such that
1. f € O(D\A), deg f>0,z€ D\A
2. dﬂaf € ZN¥a € A ’only poles’
Lemma 4.3.7. f € M(D), f #0 = L € M(D) and
f/
Resg,— =deg f
f —2a
Beweis : a € A,deg [ =m € Z=> f(z) = (2 —a)™h(z) in neighbourhood of a € D
h holomorphic near a, h(a) = a, # 0
= f'(2) = m(z — a)™ 'h(z) + (z — a)™h'(2)
f'(z) _ z)
@) T et o
[l

Theorem 4.3.8. counting zeroes with multiplicty

v € Z1(D) nullhomologous in D, 0 # f € M(D) Vz € S, : deg f = 0 (no zero, no pole)

= ﬁ y % = ZzETw deg f - Ind.,y (zeroes inside 7y)

More generally:
2771 f hdf = ZZGTA, h(Z)dﬂZfI’ndz’y

Beweis : Since f meromorphic and f # 0
= A={z€ D :deg_f # 0} C D(discrete)
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g:= th/ € O(D\A)

z € A : Res,g = h( ) ResszI = h(z)deg_f

d
- 2771 f h= f 27rz f g
= ucA Resaglnda'y Z cA dﬂafh(a)lnda'y

Definition 4.3.9. D C C", P C D diskret, Menge der Polstellen
f€O(D\P)Vze D, deg f € Z. Dann heisst f meromorph

v € Zi(D\P) 1-Zyklus in D\ P null-homolog in D, S, C D\P
‘totale Nullstellen-Ordnung’ dﬂwf = ZZGD\S», Ind(y)deg f

Satz 4.3.10. Anwendung des Nullstellensatzes

f meromorph, f #0,Vz € S, : deg, f =0 dh. kein Pol, keine Nullstelle auf S,

— 1 daf _ f(w dw
idﬂyf_ﬁ vy f mefy flw

Totale Nullstellen-Zahl in T, = Integml tiber ’logarithmische Ableitung’

Satz 4.3.11. Rouché
fsg € O(D), v0—homolog in D
Angenommen |f — g| < |f| + |g] auf S,

= deg f=deg g

Beweis : Homotopie: f; =t f + (1 — €eO0D),tel0,l],= fi=f,fo=g

t)g
Widerspruchsannahme: 3o € S, fi(o) = 0 = tf(0) = (t — 1)g(o) = |f(0) — g(o

)|
[t-(g(0)=f(0))|+](1=t)(f (0) —g(0))| = [t-g(0)—(t=1)g(0)|+|(1—1) f(0)+1f (0)| = |g(0)|+]f (0)]
Widerspruch !

= Vo € Sy : fi(o) # 0 =>deg _fi € N\{0}
= f; hat weder Pol- noch Nullstelle auf S,

fi(w)dw
¥ [t (w)

stetig in t, also konstant

= deg_ [ =deg fi=deg fo=deg g

:>Z9dﬂ,yft:_

Anwendung von Rouché

B= Einheitskreis = {z € C : |z| =1}
f€0OB)NC(B) |floap < 1 = 3, Losungen z € B mit f(z) = 2"
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Beweis : p(2) = f(z) — 2", ¥(z) = 2" € O(B)NC(B)

v := §B null-homolog in B. Auf S, = 0B gilt |o(z) —¥(2)| = |f(2)] < 1 = |[¢(2)] <
lp(2)| + [(2)| = 1 = 3, cpInd.ydeg ¢ = dﬂvq’/) = n = # Nullstellen von ¢ in B nach
Rouché

f(z)+2" =0 f(z) = —2"
O

Definition 4.3.12. K C D kompakte Teilmenge, OK stiickweise glatt <= 3 1-Zyklus v in
D mit S, = 0K

Satz 4.3.13. 0K stiickweise glatt.
Dann gilt:
1. 0K null-homolog in D, dh. Ty C D

2. V2 € Ty;. = K gilt Indr,, =1



Kapitel 5

Homotopie und Homologie

5.1 Grundbegriffe

Fiir eine ausfiihrlichere Einfiihrung siehe Vorlesungen in Topologie

I =10,1], v, 71 € C(I, D) stiickweise glatte Kurven

Definition 5.1.1. 1. Fall yy, v1 gleiche Endpunkte vy(0) = 71(0) = a, y1(1) = y0(1) =
Yo =p 11 (homotop in D bei festem Endpunkt)

<= 3dT:=1Ix I — D, (s,t) = T'(s,t) = v5(t) stetig

wobei s 'Deformationsparameter, t 'Zeitparameter’ genannt werden.

0 dass T(0,2) = 0(t)(D(0, =) = 70()) (1) = (1) (N1 = 7)) und T(s,0) = a = 7,(0)
D(s,1) = b= (1)

2. Fall ~yy, v1 geschlossen, d.h. v9(0) = vo(1),v1(0) = v1(1)

Yo =p y1 homotop in D als geschlossene Kurven

<= 3T : I x I — D stetig, (s,t) — T(s,t) =: v4(t)

so dass vo(t) =1'(0,1), v1(t) = '(1,t) und 7y, geschlossen, I'(s,0) =I'(s, 1)
Beispiel 5.1.2. D ={z¢€ C:r < |z| < R} Kreisring, 0 <r < R < 400

- -

Seir < p1 < p2 <R = 0B,,(0) =p 0B,,(0) homotop in D als geschlossene Kurven

— -

Bew: vy = aBPl (O)a M= 6Bp2 (0)

2mit 2mit

Yo(t) = p1e®™, vi(t) = pae
Y5(t) = (1= 8)p1 + sp2)e®™

Definition 5.1.3. D einfach-zsh <= Jede geschlossene Kurve in D ist null-homotop.
<= Vv € C(I, D) geschlossen: v =p pt =0 d.h. ¥(t) = o

<= Je zwei Kurven in D mit gleichen Endpunkten sind homotop

53
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Satz 5.1.4. D konvex = D sternformig =—> D einfach zusammenhdngend

Beweis : D o-sternformig. Sei vy € C(I, D) geschlossene Kurve
z.2:Yy=ppt=o0

['(s,t) =(1—s)y(t) +s-0€[o,v(t)] C D

I stetig in s und t

'(0,t) =~(t), I'(1,t) = o, I'(s,—) geschlossen

I'(s,0) = (1 —35)7(0) +so= (1 —s)y(1) + so=T(s,1)

Bemerkung 5.1.5. Homotopie = Homologie

Satz 5.1.6. Seien v, v1 € C(I, D) stiickweise glatte Kurven g =p 1 als geschlossene
Kurven

= Vo € C\D : Ind,(vy) = Ind,(y1)

Beweis : Sei I'(s,t) Homotopie von o nach ;. Setze ~y4(t ) : F(s t)e D G?'ys stetig diffbar

int € [0,1] (Stone-Weierstrass) = 7.3 Indyys = 7= s = = 01 Jss Vo Y stetig in s also
konstant

= Indy,yo = Ind,y1 O

Corollar 5.1.7. Sei D C C 1-zusammenhdingend = Jede geschlossene Kurve in D ist null-
homolog

Beweis : 0 € C\D == ,p¢ Indyy = Ind,pt =0 =T, C D O



Kapitel 6

Konforme Abbildungen

6.1 Biholomorphe Abbildungen

konform=winkeltreu=holomorph ( oder antiholomorph)

Definition 6.1.1. Dy, Dy C C Gebiete F : D1 — Dy biholomorph <—

1. F: Dy — C, F € O(D1,C)
2. F bijektiv, dh. F injektiv und F(D1) = Do
8. F7': Dy — Dy, F~' € (D,,C)

Proposition 6.1.2. F: C D> D — C sei holomorph und injektiv —

1. D := F(D) Gebiet

2. F:D—D biholomorph
Beweis :

1. F injektiv = F' # 0, deg F' € N .Aus dem Identitétssatz folgt: Vo € D3 B,[o] C D
mit F (0B, (o) C C\{0}, denn: F (o) # 0 = Beh. wg. Stetigkeit F(0) = 0 = F~1(0)
diskret
= deg ' =0V z € 0B,(0)

Nach dem Maximumsprinzip ist F(D) C C, F stetig = F(D) zusammenhingend

offen

Nach dem Residuensatz gilt fiir w € D:
Fﬁl(w) = ZZEBT(O) z - dﬂz(F - ’U))

denn es gilt:

dﬂzw—w):{

0 F(z2)#w

1 F(2) , z = F~Y(w) da F injektiv
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— CF'
27rz faB, dC
= F 271'1 faBT (B ( ))
Da F(Br (o)) ﬂCC F(D) und F- 1|F y) holomorph = F'~ ! holomorph auf D
olren

Proposition 6.1.3. f, € O(D,C*), f, Ekt) f € O(D,C) nach Weierstrass.

Dann gilt: f =0 oder f(D) C C*

Beweis : Sei f # 0 Widerspruchsannahme: 0 € f(D) Aus dem Identitéitssatz folgt: f~1(0) C D
diskret = Vz € f~1(0)3B,[z] C D, B,[z] N f~1(0) = {2}

Es gilt: @vf = Zze% Indz('y)dﬂzf

— — fn(w)d [ (w)dw _
fn(D) CC* = 0 =deg,p-  fn = 271 Jam.(2) fsl()?)u)w — 257 Ja, () ,(f(uu);)w =degyp o))

Also 0 = degaB f > 0, da z € f~(0) Widerspruch!

Proposition 6.1.4. F,, € O(D,C), F, injektiv, F,, |—> F € O(D,C)

ll-lloc,p

Dann gilt: F' konstant bzw. F injektiv

Beweis : F nicht konstant, zu zeigen: F' injektiv Sei z,w € D, z # w, D := D\{w} > z
O(D,C*) 3 F,, — F,(w) = F — F(w) auf D wegen 6.1.3

p
— F e (D,C*) = F(2) — F(w) # 0 = F(2) # F(w) O

Proposition 6.1.5. Satz von der Gebietstreue B
F,e€O(D,D), F, P F € (D,C) auf D und F(D) C D.
P

Dann ist F konstant oder F(D) C D

Beweis : F nicht konstant, zz. F(D) C D. Widerspruchsannahme: 3a € F(D)\D —
OD,C*)>F,—a — F—-a#0auf D =1 F—ac OD,C) Widerspruch zu

[Illoo, D
a € F(D) O
Proposition 6.1.6. Schwarz’sches Lemma
D =B={z¢€ |z| <1} = B1(0) Einheitskreis F € O(B,B), F(0) =0 =
1. |F(2)| < |2|Vz € B
2. |F'(0)] <1

3. Falls ein z € B\{0} ezistiert und |F(z)| = |z| oder falls |[F'(0)| =1
= Ja €T, a=e®, F(z2) = az Rotation mit |a| =1
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Beweis :

E(z) B
lund 2 h(z) : =4 2 z € B\{0}
F'(z) 2z=0
= h € O(B\{0}) NC(B) = O(B) da F(0) =0
V0 < r <1 gilt nach dem Maximumsprinzip fiir B, [z]:

Supjs <, [7(2)] = sup .|, |A(2)] = supjy o, EL <1 Mit r — 1 = |h(2)] <1V2 € B

2 € B\[0} 1 [F(2)| < 2| (1) 2= 0: [F/(0)| < 1 (2)

3 Es gelte |F(z)| = |z| fiir ein z € B\{0} oder |F'(0)| = 1 = |h(z)| = 1 fir ein z € B
= h = konst. = a, |a| = 1 = F(z) = az = F Rotation

6.2 Moebius-Transformation

Sei g = < (cl b ) € GI(2,C) definiere:

d
az+bb _d
[g] : C — C=CU {0}, [g](z):{oc;er 27:_2

Dann gilt
1. [g] : C — C hom&omorph
2. [g) € O(C\{~5.0)

3. [91], [92] = [9192]
Beispiel 6.2.1. 6.2.1 a € B

1 —a
. Z2—a __
ga(z) T oaz—1 |: a —1 :|

ga(o) =a,
z—a

w = ga(2) = 371

z = {50 = 9a(w),

g = g, Symmetrie

Beispiel 6.2.2. Cayley-Trafo 6.2.1

v == | 2|0 = 1) =2

- ) w
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6.2.1 Abbildungseigenschaften

In:g,:B—B
In:v:B— {Rew > 0} rechte Halbebene

6.3 Beispiele zu konformen Abbildungen

Beispiel 6.3.1. F': C\{0} — B = F konstant

Aus Riemannschem Hebbarkeitssatz folgt F: C — B holomorph, aus Liouville folgt, dass F
konstant ist.

Beispiel 6.3.2.

®

b
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Beispiel 6.3.3.

6.4 Satz von Montel

Sei (X, d) metrischer Raum, C(X,C) D F Familie
Definition 6.4.1. F gleichstetig (equi-continious) <=
Ve >0d6d>0Vzx,y,€ X

VfEF d(zy) <d=|f(z) - fly)l<e

Definition 6.4.2. (X,d) lokalkompakt (:B X C R* O X)
offen abg.

F C C(X,C) kompakt gleichstetig :<—=
F gleichstetig und K C X kompakt: = F|x C C(K,C)

Bemerkung 6.4.3. (X,d) lokalkompakt, dann trigt C(X,C) die Topologie der kompakten
Konvergenz mit den Halbnormen pg (f) := supy, |f|, wobei K C X kompakt. C(X,C) ist somit
metrisierbar.

Definition 6.4.4. F C C(X,C) beschrinkt
<= VX D K kompakt: sup ez px (f) < o0
= VKCX3IMg <oo:VzeKVfeF:|f(z) < Mg

Bemerkung 6.4.5. F beschrinkt = F punktweise beschrdinkt,
dh. Vz € X :supser|f(z)| < o0

Beweis : x € X = K := {z} kompakt. px(f) := |f(z)]| O
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Satz 6.4.6. von Arzela-Ascoli

(X, d) metrisch, lokalkompakt, abzihlbare Basis

Sei F C C(X,C) kompakt gleichstetig und punktweise beschrinkt
— F folgenkompakt, dh.

Jede Folge f, € F hat Teilfolge fo(u), welche kompakt konvergiert.

Beweis :

X hat abzihlbare Basis <= 3 Folge z; € X, {z;, j € N} dCh X
icht

Sei f, € F = F punktweise beschrinkt = { f,zoneny C C beschrinkt.
= existiert Teilfolge g : N — N streng isoton, so dass fq,(n)(z0) ~
(fao(n)(71))nen beschréankt C C, da F|;, beschrinkt

= Ja1: N —=N, foo(ai(n) (1) ~

fao(al(n))($0) Ay da Teilfolge von fao(n) (:II())

= da; : N — N so dass

faoo---oaj(n))(xi) ~ V0<i1< ,7

Cantor-Diagonalverfahren:

a:N— N

a(n) :=ajo---oay(n)

Beh.: Vj € N : fa(n) (:II]) ~

Bew.: Sei j fest = a(n) = ag o --- o a,,(n) ist Teilfolge von oy o --- 0 aj(n) fiir n > j
Da faoo~--oaj(n) (15]) ~

= fam)(xj) ~ (Teilfolge ab n > j) Beh. bewiesen

C(X,C) D F kpkt gleichstetig, beschrinkt, F > f,, ; € X dicht,  : N — N
fa(n)(mj) ~ VjeN

27: fo(n) 1;kt> kompakte Konvergenz

Sei X D H kompakt, also zz: fum)ln —
kpkt

Seie > 0= 3JX kaktKDIO(DH]:m gleichstetig = 36 > 0: Vz,y € K : d(z,y) < § =
VfeF:|f) - fly) <

(E: 0 < dist(H,0K)

Da z; € X dicht = kompakt H C J; Bs(z;)0X
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= Jk € N: Vo € H3j = j, <k, z € Bs(z,), da H C Up< < Bs(z;)
V0 <j <k: fam)(Zj) ~ = Cauchy simultan fir 0 < j < k

FL e NVm,n > 1IV0 < j < k| fam)(®)) — fam)(zj)] <€

Wegen 6 < dist(H,0K) gilt Vo € H : zj, € K, da d(z,zj,) <6

= = € H beliebig, fest Vm,n > 1 |fa(n) (x)_fa(m) ($)| < |fa(m) (m)_fa(n) ($]1)|+|fa(n) (:E]z)_
fa(m) (x]z)| + |fa(m) (m]z) - fa(n) (.’L‘)|

<e+e+e=3cda

1. F gleichstetig und d(z,z;,) <9

2. jo <k

= Vm,n >1: SUPzecH |fa(n) (.’L‘) - fa(m)(x)| < 3e
== (Cauchy) fa(n)|H ~

== H beliebig fa(n) kp—k:
T

Proposition 6.4.7. D C C, O(D,C) D F kompakt beschrinkt

offen

= F (kompakt) gleichstetig.

Beweis : Sei D D H kompakt

zz: F|H glst.

— 3 kompaktes K mit D DK DK C H

wéhle r so dass 0 < dist(H,0K) = 2r > 0

Vz,w € H, |z —w| < r:

@)= F) = | i f (w+ tz — ) (= w)] < 2] supeegs [/ (9)] < |2—w]-Lsupge [£] =

€K
pK—8f)|z —w| da B,(p) C K

T

Also gilt |f(2) — f(w)] = 22D |, — | < eVz,w € H, |z —w| <5< r

T

(=0 < A’;[';,wobei Mg = supjcrpr(f) < o0) -

Satz 6.4.8. von Montel
O(D,C) ? F (punktweise) beschrankt
abg.

= F kompakt

Bemerkung 6.4.9. Die Umkehrung gilt trivial
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Beweis :

Sei F abgeschlossen und beschrinkt

Prop =

F kompakt gleichstetig,

F punktweise beschrinkt,

D abziihlbare Basis (D N (Q + 1Q)

= Jede Folge f, € F hat kompakt konvergente Teilfolge F 3 f,(,) 1;1<t>D feF=F

Also ist F folgenkompakt.

Da F metrisierbar = F kompakt. O
Beweis der Umkehrung:

F kpkt = F abgeschlossen

VK C D:pg:O(D,C) SEZRJF

= pk(F) kompakt C Ry = pg(F) C Ry beschriinkt
Also F beschrankt. O

6.5 Der Riemannsche Abbildungssatz

B = {z € C: |z| < 1} Einheitskreis

— B konvex = l-zusammenhéngend (einfach zusammenhingend)
Satz 6.5.1. C # D Gebiet, 1-zusammenhdingend

= JF : D — B biholomorph

Beweis :

Schritt 1:
Sei D einfach zusammenhéngend, dann gilt: = VF € O(D,C\{0})3F € O(D,C) mit
expoF =F

%’ € O(D,C), v € C(S, D) geschlossene Kurve in D, stiickweise glatt
—> v =p pt null homotop, da D 1-zusammenhingend

= v null-homolog in D

d.h. Yo ¢ D : Indyy = Ind,(pt) =0

F'(z

Da v beliebig und geschlossen, dTF = dG (integrabel)
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G € O(D,0), (expG)(z) =
—s exp F(z) = 2290

zZ
exp(a)
Schritt 2
Dl—zshg.

(z)') =exp(a) fira € C,c#0 F( )= G(2)—a, F € O(D,C)

C
=(00) = e0(06) - P(z) = expof = F

VFhol \L(V

dh.: VF € O(D,C\{0})3F € O(D,C\{0}) mit F? = F

Bew.: nach Schritt 1 existiert ' : D — C mit exp F(z) = F(z)
F(z) = exp %F(z) € O(D,C\{0}) (F(2))? =exp F(z) = F(z)
Schritt 2 bewiesen

Bem: F injektiv => F injektiv (Bew. : F = ()2 o F)

F(D) C B\{0} = (D) C B\{0} (Bew. : |F(2)| = |F(2)]?)

Schritt 3

Sei D 1-zusammenhéngend, also existiert nach Schritt 2 die Wurzel
Angenommen 0 € D C B

F:={fe€O(D,B): f(0) =0, f injektiv (schlicht), [f'(0)| > 1}

0 # F 3 id = Inklusion: D — B: F C O(D,C) beschriinkt, da B C C beschrinkt
= F (folgen)kompakt wegen Satz von Montel
zz:]—":faf:>Elfne}"mitfnﬁfaufD

= f € O(D, C) nach Weierstrass ausserdem: f(0) = lim,, f,(0) = 0;
|£/(0)] = limy, 00 | f},(0)| > 1 ebenfalls nach Weierstrass

n: fo(D) C B = f(D) C B nach Maximumprinzip ist f(D) offen in B, denn f nicht
konstant wegen f'(0) # 0 = f(D) C B = B, da konvex

= feO0(D,B)
Vn : f, injektiv, f, k—kt> f auf D nach Prop 4 (Residuensatz)=—> f injektiv
p

Also f € F = F abgeschlossen, dh. kompakt.

kompakt F C O(D,C) diz|z:0 : O(D,C) — C, f — f'(0) stetig (nicht nur folgenstetig)
(Weierstrass)

= JF € F so dass |F'(0)| = mazscr|f'(0)]
Beh.: F': D — B biholomorph

Bew.: F € F = F holomorph, injektiv und F(D) C B noch zz: F surjektiv, denn F~! dann
holomorph nach Residuen-Satz



KAPITEL 6. KONFORME ABBILDUNGEN

Annahme: F(D) #B = 3b € B\F(D)

a(z) = (—fz;_bl, 95(0) = b, gp(b) =0, gy € Aut(B) d.h. biholomorph g, o g, = idp
0¢ gy(F(D)), wegen b ¢ F(D) = gy o F — B\{0} holomorph, injektiv
= 3G : D — B\{0} holomorph und injektiv mit Go ()2 =gy o F

a=G(0) € B\(0) a® = G(0)* = (g, 0 F)(0) = gy (F(0)) = go(0) =0, da F € F
a0 G € O(D,B) injektiv

27: go 0 G € F, |(ga © G)'(0)| > |F'(0)]

(90° G)(0) = 9u(G(0)) = gala) = 0

64

F=idoF=gyogyoF=gyo(gsoF)=gpo((.)20G)=gpo()?0G=gy0(.)20g,069,0G

=(go()*0ga)o(gaoG)=F

= 1< |F'(0)] = lg°(-)* 2 ga)' (9a © G)(0)] - [(90 © G)'(0)] = [(g0° () ©9a)' (0)] - |(ga © G)'(0)| =

2|al
14-a2

< 1 wegen |a| < 1

= |F'(0)] < |(ga © G)'(0)] = g4 o G € F Widerspruch, da |F’'(0)] das Maximum aller

Ableitungen im Nullpunkt in F ist
Also F(D) = B = F bijektiv = F biholomorph
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Schritt 4

SeiC>a¢ D= 0¢ D — a l-zusammenhéngend
id : D —a — C\{0} holomorph und injektiv
G:D—a— C\{0} mit Go ()2 =1id

Wiéhle c € G(D — a) Of%n C\{0} nach Max.-Prinzip
= c¢#0,3r >0, B.(¢c) C G(D — a)

Beh: V(€ G(D —a), |(+c|>r(=2|c| >, (=¢)

Widerspruchsannahme:

65

3 € G(D—a), |[(+¢| <r= —C € By(c¢),denn | -(—¢| = |(+a| <r= —( € G(D—a) =

dzeD—-a>w: G(z) =( Gw) =—-( € C\{0}
= G(2) = —-G(w) # Glw) = z#w

andererseits:

z=G(2)? = (-G(w))? = G(w)? = w Widerspruch !
Also gilt: ( € G(D —a) = | +¢| > 1 < 2|¢]

¢ : G(D — a) — B holomorph und injektiv

p(Q) = 5(zz —20) = 9O <1 = w(G(D ~a)) CB

id—a:D—D—-—a; G:D—-—a— G(D—a), p:GD —a) — o(G(D —a)) >0

F:p(GID—-a)—B

¢(c)

FopoGo(id—a) ist also als Verkettung holomorpher Funktionen wieder holomorph von D

nach B

0



