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Ines David: Unendlichkeit der Primzahlen

1  Einleitung

Die Primzahlen sind natirliche Zahlen wie 2,3,5,7,11,13,..., die nur von sich selbst
und der 1 geteilt werden. Jede andere Zahl, die ungleich 1 und keine Primzahl ist,
nennt man zerlegbar. Die Primzahlen spielen in dieser Zerlegung eine elementare Rol-
le. Nach dem Fundamentalsatz der Arithmetik lasst sich jede natlrliche Zahl gréRer als
1 auf eine eindeutige Weise als Produkt aus Primzahlen schreiben. Aus dieser Tatsa-
che, die ich an dieser Stelle nicht verifizieren méchte, ergibt sich die Frage:

Wie viele Primzahlen gibt es?
Die Antwort ist vielen bekannt: Es gibt unendlich viele. Jedoch ist dieses nicht mit
dem Fundamentalsatz gezeigt. Man kdnnte annehmen, dass jede sehr grofRe Zahl in
Primfaktoren zerféllt. Jedoch nur auf Grundlage des Beweises der eindeutigen Zerle-
gung l&sst sich diese Aussage weder bestdtigen noch widerlegen. Im Folgenden werde
ich vier Beweise mit Abwandlungen vorstellen. Manche der Beweise deuten auf inte-
ressante Entwicklungen hin, andere sind einfach nur trickreich und elementar. Jeder
dieser Beweise ist in meinen Augen ,,schon® und hat auf seine Weise etwas Besonde-
res. Einige von ihnen sind von bekannten Mathematikern andere von vergessenen. Na-
tirlich gibt es noch viele weitere Beweise fir die Existenz von unendlich vielen Prim-
zahlen, auf die in der Literatur hingewiesen wird.
Bevor wir zu den Beweisen kommen, mdchte ich einige allgemeine Bezeichnungen
festhalten: N:={1,2,3,4,...} P={2,3,5,7,...}

2  Beweis von Euklid
Euklid von Alexandria lebte von 360 v. Chr. bis 280 v. Chr. Und bewies in seinem
Buch ,,Elemente” die Unendlichkeit der Primzahlen. Er ging dabei wie folgt vor:

Angenommen, es gibt nur endlich viele Primzahlen P={p, py,..., Pr}-

Sei P=p,*p,*..*p, , das Produkt aller Primzahlen. Wir betrachten die Zahl
P+1=(]] p)+1.
1<i<r
Daraus ergeben sich zwei Falle, (a) P+1 ist eine Primzahl oder (b) P+1 ist keine Prim-

zahl. Im Fall (b) sei nun peN eine Primzahl mit p|P+1, daraus folgt, dass p¢ P denn
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sonst wurde p|P—-p,*p,..*p, =1 , was ein Widerspruch ist. Im Fall (a) haben wir

r

auch eine weitere Primzahl gefunden, weil P+1gP sein kann, da
pi <P+1Vie{l,2,..r}. Dies zeigt, dass es unendlich viele Primzahlen gibt.

Dieser Beweis liefert leider kein zuverldssiges System Primzahlen zu erzeugen, aber es
wirft die Frage auf: Gibt es unendlich viele Primzahlenprodukte P, wobei das zugeho-
rige P+1 eine Primzahl ist? Das bis jetzt groRte gefundene Produkt aus Primzahlen
endet mit der Primzahl p,=392113. Die so erzeugte Primzahl P+1 besteht dann
169966 Ziffern (D. Heuer, 09.2001).

Eine Abwandlung dieses Beweises schrieb Thomas Jean Stieltjes 1890. Er ging wie
Euklid von der Annahme aus, dass P begrenzt ist. Er definierte auch ein Produkt aus

allen Primzahlen P=p,*p,*..*p,. Er folgerte, dass man P auch schreiben kann als
ein Produkt aus zwei Zahlen m und n, wobei p;|m oder pj |[m Vie{l,2,3,...,r}. Folglich
ergibt sich auf Grund der eindeutigen Zerlegung in Primfaktoren, dass p; fm+n. Es
gibt nun zwei Falle, (a) m+neP, was einen Widerspruch ergibt zu unserer Annahme,

(b) 3pj¢P eine Primzahl mit pj[m+n. Fall (b) ist auch ein Widerspruch zu unserer

Annahme und so muss es unendlich viele Primzahlen geben.

3  Beweis von Goldbach

Goldbach schrieb 1730 einen Brief an Leonhard Euler. Er hatte die Idee eine monoton
steigende unendliche Folge (a,) von natirlichen Zahlen zu finden, die paarweise tei-
lerfremd ist. Aufgrund der eindeutigen Zerlegung in Primfaktoren wiirden ein Primfak-
tor p;, welcher g teilt, ein Primfaktor p, welchera, teilt usw., alle verschieden sein.
Daraus ergibt sich dann die Unendlichkeit der Primzahlen. Interessant an diesem Be-
weis ist die Tatsache, dass Goldbach tber die Primzahlen an sich keine weiteren An-

nahmen oder Voraussetzungen bendtigt.

Mit dieser Idee im Hinterkopf betrachtet er die Fermat-Zahlen mit der Form

Fn =27 +1,neN . Per Induktion iiber n I4sst sich zeigen, dass
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n-1
Fe =F—2 figr n>1
k=0

Fir n=1ist Fy =3 und F; —2=3. Im Induktionsschluss n— n+1 ergibt sich

n n-1 n n
Fo=([FOF, =(F, -2)F, = (2% +1-2)(2° +1)
k=0 k=0

n n n n n n+1
=(2%)2-1=2% *2% —1=2°"" _1=2% 4+1-2=F,,-2.
Sei m ein Teiler von F, und F, ,k<n. So folgt aus der Rekursion m|F, -2 und dar-

aus ergibt sich, dass m auch die Differenz von F, und F, -2 teilt und damit die 2. Das

bedeutet aber, dass nur m=1 oder m=2 sein kann. Der Fall m=2 ist aber nicht méglich,
da alle Fermat-Zahlen ungerade sind. Somit ergibt sich die paarweise Teilerfremdheit
fir die Fermat-Zahlen und somit auch die Unendlichkeit der Primzahlen.

Wenn man die Fermat-Zahlen betrachtet, konnte man wie Fermat die Vermutung an-

stellen, dass diese alle Primzahlen seien. Fir die ersten Flnf bis F, =65537 stimmt die-
se Annahme auch. Bei der nachsten Zahl F; wurde es schon schwieriger, denn diese

ist 10-stellig. Um die Primalitat zu Gberprifen brauchte man eine Tabelle mit allen
Primzahlen bis 100000, welche es zu der Zeit nicht gab, oder man fand ein Kriterium
fur die Erkennung von Primzahlen. Dieses fand Fermat leider nicht, sondern erst Pepin
im Jahre 1877. Interessant ist zu bemerken, dass schon Euler 100 Jahre vorher die

Zerlegung von Fy herausfand. Er stellte fest, dass jeder Faktor von F, die Form

k+2™2 +1 haben muss. So entdeckte er die Zerlegung F; =641*6700417. In den fol-

genden Jahrzehnten bis heute beschaftigten sich immer mehr Mathematiker mit diesem

Phanomen. Bis heute ist F, die groRte bekannte Fermat-Primzahl, die Zahlen bis F;
sind vollstandig faktorisiert, fur die Zahlen bis F,, ist bekannt, dass sie zerlegbar sind
und die kleinste Zahl mit unbekannten Status ist Fs3.

Der Ansatz von Goldbach wurde von einigen Mathematikern Gbernommen und so
stellte beispielsweise Bellman im Jahre 1947 eine Methode vor, mit der man Folgen

von paarweisen teilerfremden Zahlen erzeugen kann.
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4  Beweis von Euler
Leonhard Euler hat um 1748 zwei verschiedene Beweise fur die Unendlichkeit der
Primzahlen aufgestellt. In seinem ersten eher indirekten Beweis zeigt er, dass ein Aus-
druck bestehend aus Primzahlen divergiert:

> -

pelP pk
In seinem zweiten Beweis greift er auf diese Erkenntnis zuriick und verwendet einen
ahnlichen Trick. Er geht davon aus, dass die Primzahlen eine aufsteigende Folge von
Zahlen sind, wobei diese bei p, < p, < p,... beginnt.
Sei #(x)=#{p <x:peP, xR} die Anzahl der Primzahlen kleiner einer festen reellen

Zahl x. Wir betrachten log(x) den natlrlichen Logarithmus und definieren diesen als

X

log(x) ::j% dt. Als Néchstes vergleicht er die Flache unter dem Graphen von f(t) :%

1

mit einer oberen Treppenfunktion. Fiir n<x<n+1 neN, gilt
A 1 1 1 1 ’
\ log(Xx) <1+ =+=+—+..+—< m
9(x) 2 3 4 n z

wobei die Reihe alle meN, die nur Primteiler

p, < x besitzt, aufsummiert. Da m wie jede natirli-

‘M]— [T.  che zahl sich eindeutig als Produkt aus Vielfachen

1 2 n n+l

der Prim-

1 . . S
Obere Treppenfunktion fiir f(t):g teiler darstellen lasst, ergibt sich

I (Zpl—k).

m p<x,peP k=0

1
Die innere Summe Z—kist eine geometrische Reihe und hat somit den Grenzwert
k>0

—. Daraus ergibt sich die Ungleichung

ol
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logx= 1 (Z—)— [1 (—)— [T -

p_l k=1 pk -1 1)

p<X, peP k>0 P p<X, peIP’ D p<x, pelP
Fur p, >k+1 folgt deshalb

LZ:L-F 1 §1+£=E (2)
Pk —1 -1k ko

Wenn man nun (1) und (2) zusammenfigt, ergibt sich

ﬂ(X) 41
log(x) < H —~=g(x)+1

k>0
Wir wissen, dass log(x) unbeschrénkt ist und somit auch z(x) unbeschrankt sein muss.

Als weitere Erkenntnis aus diesem Beweis konnen wir log(x) als eine untere Grenze

fur die Anzahl der Primzahlen kleiner einer reellen Zahl festhalten.

5 Paul Erdos

Paul Erdds greift 1938 eine Idee von Euler auf, indem er die Reihe der inversen Prim-

zahlen betrachtet. Er nimmt an, dass > - 1 konvergiert. Des Weiteren definiert er
P

die Primzahlen als eine aufsteigende Kette beginnend bei p; < p, <....Deshalb existiert

ein k e N mit zi>k+1i<%.
= Pi

Seien py,..., pg kleine Primzahlen und p,,4,...groRe Primzahlen. Fir beliebige N e N
N N
- L —<—
gilt Z|2k+1 p: 2 (1)
Sei nun Ng die Anzahl der n, 0<n<N, mit p.,,|n, I eN, fir mindestens ein |. Und
sei Ni die Anzahl der m, 0<m< N, mit P; Im,je{l,2,...,k}, und p, I mVIeN.
Sein Ziel war es Ng und Ny abzuschéatzen um einen Widerspruch fir Ng+Nyg =N zu

erzeugen.
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Bei der Betrachtung von Ng fallt auf, dass N die Anzahl der n<N wiedergibt, die

Pi
von p; fir i>k+1 geteilt werden. Mit (1) und dieser Erkenntnis erhélt man
Ng < > E<E o)
sk P 2

Somit haben wir eine Abschatzung fiir Ng gefunden.

Jede Zahl, die nur kleine Primteiler hat, schreiben wir in der Form m=a_b,%, m<N
wobei a,, der quadratfreie Teil ist. Daraus ergibt sich, dass a,, als Produkt verschie-
dener kleiner Primzahlen geschrieben werden kann. Insgesamt ubersteigt die die An-
zahl der quadratfreien Teile nicht 2%, da es k kleine Primzahlen gibt. Fur die Quadrat-

teile kann man folgende Abschatzung betrachten b, <+/m <+/N . Daraus ergibt sich

Ny <2¢*JN

Nun haben wir fur Ng und Ny eine Abschatzung. Da (2) fir jedes beliebige N gilt,
suchen wir ein N, welches 2 *\/Ws% oder anders geschrieben 2 <N .

Wir betrachten die ZahI N =22*2_ Daraus ergibt sich fur die Gleichung Ng +Ny =N

2k+2
N = 2k *\/22k+2 +% < 2k *./2(k+1)2 n 22k+1

— 2k *2k+1 + 22k+1 — 22k+2 — N ’
was einen Widerspruch darlegt. Somit ist die Annahme falsch und es wurde gezeigt,

dass ) Pi konvergiert.
< p

Eine Folgerung dieses Beweises ist die Tatsache, dass die Primzahlen dichter zusam-

men liegen als beispielsweise die Zahlen der Form n® eN, da die Reihe der inversen
Quadrate konvergiert mit

[e¢]

2
T
n?="_
6

n=1
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6  Furstenberg

Als letzten Beweis mochte ich den von Hillel Flrstenberg vorstellen, den er 1955 als
Student veroffentlichte. Sein Beweis weicht von anderen Beweisen stark ab, denn er
gibt einen rein topologischen Beweis fur ein zahlentheoretisches Problem. Bis kurz
vor Ende des Beweises fragt man sich, was dieser mit der den Primzahlen und deren
Unendlichkeit zu tun hat.

Er definiert auf Z folgende Topologie: Sei a,beZ ,b>0 und
Nop={a+nb:neZ}

Jede Menge N, ist in beide Richtungen eine unendliche arithmetische Folge. Man
kann sich diese als Punkte in einem zweidimensionalen Gitter vorstellen, welche nach
40 und —oo gehen. Zum Nachweis einer Topologie auf Z mussen folgende Axiome
erfullt sein:

(1) Die leere Menge {} und Z sind offen.

(2) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist wieder offen.

(3) Die Vereinigung unendlich vieler offener Mengen ist wieder offen
Eine Menge M cZ heilt offen, wenn M leer ist oder wenn es zu jedem

aeM einb>0 existiert mit N,,, = M . Daraus ergibt sich offensichtlich die Erfullung

des dritten sowie des ersten Axioms. Fiir das zweite Axiom betrachten wir zwei Men-

gen M, und M, beide offen und sei acM; "M, mit N, <M, und N,, = M,. Es
folgt, dass aeN,p, =M;M, ist. Damit sind die Axiome fiir eine Topologie auf

Z erfillt.
Nach der obigen Definition ist jede nicht leere offene Menge unendlich. (1)

Des Weiteren ist jede Menge N,, abgeschlossen. (2)

Das ergibt sich aus
b-1

Na,b ZZ\U I\|a+i,b ,
i=1

da N,,ein Komplement einer offenen Menge ist.
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An dieser Stelle kommen erst die Primzahlen ins Spiel. Wir wissen, dass jede Zabhl

ne N\{-11} mindestens einen Primteiler besitzt und so ne Ny , , p € P. Daraus folgt:

ZM-13=J No .

peP

Wenn wir annehmen, dass P endlich ist, folgt daraus, das U No,p nach (2) abge-
peP

schlossen ist. Das hat aber zur Folge, dass {-1,1} offen ist, was einen Widerspruch zu
(1) darstellt.

Somit war die Annahme falsch und es wurde gezeigt, dassP unendlich ist.

7 Schlussbemerkung

Es gibt, wie bereits erwahnt, viele weitere Beweise, die auf teilweise sehr dhnlichen
aber auch ganz anderen Ideen basieren. Viele Beweise haben weitere Fragen aufge-
worfen. Neben der Frage wie viele Primzahlen es gibt, wurden unter anderem folgende
Aspekte hinterfragt:

(1) Wie kann man Primzahlen erkennen?

(2) Wie sind die Primzahlen verteilt?

(3) Welche besondern Arten von Primzahlen gibt es?

Zu (1) wurden unterschiedliche Annahmen getroffen, beginnend beim Sieb des Era-
tosthenes Gber die Charakterisierung der Primzahlen von Wilson, bis hin zu Primzah-
lentest, welcher jedoch keine Faktorisierung angeben kann. Bei der Frage (2) kommt
die uns bekannte z(x) zum Tragen, welche in der Literatur unter dem Begriff Prim-
zahlenfunktion gefunden werden kann. Als Weiteres wurden arithmetische Folgen un-
tersucht, die aus Primzahlen bestehen, wie beispielsweise die Fermat-Zahlen. Zu den
besonderen Arten von Primzahlen gehdren zum Beispiel die Primzahlzwillinge, wobei

p und p+2 Primzahlen sind, Primzahlmehrlinge oder auch die Mersennen-Primzahlen.

Die bisher gréBte gefundene Primzahl ist 224%%%7 _1 eine solche Mersenne-Primzahl.
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