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1. Einleitung

Die Frage mit der alles begann war:
Ob man jede Landkarte mit vier Farben farben kann, sodass keine aneinander
angrenzenden Fldchen die gleiche Farbe haben?

Dies fragte sich Francis Guthrie, ein Londoner Student 1852, als

er die Grafschaften Englands einfarben wollte.

Da er keine Karte zeichnen konnte,
fiir die er mehr als vier Farben
brauchte schickte er die Frage an

einen Professor.

Dieser wusste ebenfalls keine Antwort und schrieb an Sir William Rowan Hamilton (irischer
Mathematiker und Physiker, Professor fiir Astronomie und koniglicher Astronom fiir Irland):

,Ein Student bat mich, ihm einen Beweis fiir eine Tatsache zu liefern, von der ich nicht
einmal wusste, dass sie eine Tatsache ist, noch weil} ich es jetzt. Der Student sagt: Wenn man
irgendeine (ebene) Figur nimmt und sie in Abteilungen aufteilt, die in verschiedenen Farben
koloriert sind, sodass zwei nebeneinander liegende keine gemeinsame Farbe haben, dann sind

vier Farben — so seine Behauptung — ausreichend.*

Doch auch dieser wusste sich nicht zu helfen.
Die Frage wurde in der London Mathematical Society gestellt, 1879 antwortete Alfred Kempe,
dass er einen Beweis habe. Die Achtung fiir ihn stieg seit dem so, dass er 1912 sogar zum

Ritter geschlagen wurde.

» 1890 fand Percy John Heawood jedoch einen Fehler.
Aber er konnte mittels des filschlichen Vier-Farben-
Satz-Beweises den Fiinf-Farben-Satz beweisen. Der
Beweis fiir den Vier-Farben-Satz erfolgte erst 124

Jahre spéter mit einem PC.




2. Ubertragung des Firbungsproblems in die Graphentheorie

Da unser heutiges Ziel der Beweis des Fiinf-Farbensatzes ist, iiberlegen wir uns nun wie man
die Bundesliander Deutschlands in einen Graphen iibertragen konnte um die Sache zu

erleichtern.

Idee: -Landeshauptstiadte verbinden

» Auch in unserem Beispiel sind wieder vier Farben die kleinste Anzahl von Farben die
bendtigt werden.



2.1. Gruppenarbeit: Minimierung von Ampelschaltungen

Dein Onkel, der bei der Verkehrsplanung gerade erst neu angefangen hat bittet dich als
Mathestudent ihm unter die Arme zu greifen. Er glaubt mindestens fiinf Ampelschaltungen zu
bendtigen, damit kein Verkehrsteilnehmer zu Schaden kommt. Nachdem du nun kennen
gelernt hast wie man Karten in Graphen iibertragen kann iibe dich doch einmal an diesem
Beispiel und versuche ihm einen Graphen aufzumalen, an dem er sehen kann, welche

Verkehrsteilnehmer nicht gleichzeitig fahren kdnnen.

Kleine Hilfe: Die Ampelanlagen sollen verhindern, dass Fullgéinger oder Fahrzeuge
gleichzeitig unterwegs sind, wenn es zu Kollisionen kommen kann. In unserem Beispiel
sollten A und C nicht gleichzeitig griin haben, wihrend sich A und D nicht stéren. Wir
beschreiben die Situation mit einem Graphen: Den Ecken entsprechen die Verkehrsstrome,

und Kanten zeichnen wir dann, wenn sich die Verkehrsstrome gegenseitig storen.
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Literaturtipp: Nitzsche, M., Graphen fiir Einsteiger. Rund um das Haus vom Nikolaus, Wiesbaden (*2009).



Losung:
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Man braucht drei Ampelschaltungen um den Verkehrsfluss zu optimieren.

Grund: Graphen die Dreiecke enthalten brauchen immer
mindestens drei verschiedene Farben.



> nun kdnnen wir schon aus einer Landkarte einen Graphen konstruieren und
ihn mit moglichst wenig Farben fdrben, aber wie hilft uns dies jetzt um zu
zeigen, dass man alle Landkarten mit fiinf Farben farben kann?

2.2. Zunichst einige Vokabeln

0 Unser Anfangsproblem lautet so: Die Knoten eines Graphen sollen so mit fiinf
Farben gefiirbt werden, dass je zwei durch eine Kante verbundene Knoten

verschiedene Farben haben:

(a) Dazu missen wir 1. wissen, dass Graphen, die aus Landkarten entstehen

planar sind.

Erinnerung:

Planare oder plittbare Graphen

Ein Graph ist planar, falls er ,,ohne Uberschneidungen* in der Ebene gezeichnet werden kann,
so, dass sich zwei Kanten hochstens in einer Ecke schneiden.

Planarer Graph
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Wir konnen jetzt den Funffarbensatz in die ..Sprache der Graphentheorie* iibertragen:

» Jeder planare Graph ist fiinffdrbbar!




(b) Was wir noch bendtigen, ist die Chromatische Zahl

0 Die chromatische Zahl eines Graphen ist die geringste Anzahl der Farben, die

Nun konnt ihr das an einem Beispiel selbst ausprobieren:

zum Férben eines Graphen verwendet werden miissen.
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Die chromatische Zahl ist demnach 3.



3. Der Fiinffarbensatz

Jeder planare Graph kann mit fiinf Farben gefirbt werden.

» Algorithmus: http://www.matheprisma.de/Module/4FP/Seite10.htm




Da der Beweis des Vierfarbensatzes wie erwihnt allerdings sehr lang und

computerlastig ist, wollen wir heute versuchen den Fiinffarbensatz zu beweisen:
Beweis per Induktion nach der Eckenzahl e:

Fire=1, 2, 3, 4, oder 5 ist die Aussage klar, da jeder Graph mit hochstens 5 Ecken

natiirlich mit 5 Farben gefdrbt werden kann

R

Was aber wenn nun e > 5, und die Aussage fiir e richtig ist. Dann betrachten wir einen

planaren Graphen G mit e+1 Ecken.

Zu zeigen: dieser Graph ist 5-farbbar

Dazu brauchen wir 3 Satze:

Hilfssatz 1: Erinnern wir uns an die Eulersche Polvederformel aus der letzten Stunde:

Sei G ein zusammenhédngender planarer Graph mit ¢ Knoten, k Kanten und f Flachen. Dann
gilt:
e—-k+f=2.

Hilfssatz 2: Sei G ein zusammenhéingender einfacher planarer Graph mit e > 3 Knoten und k

Kanten. Dann gilt: k <3e — 6.

An unserem Beispiel:

Knoten < 3 » Kanten — 6

Knoten = 6
Kanten =5
5 <306-6
5<12
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Beweis (durch trickreiche Abzihlungen):

0 Fiir eine Flache L eines planaren Graphen sei:

(a) g = die Anzahl der Kanten dieser Fléiche
(b) f = die Anzahl der Fléichen.

(c) X g sei die Summe der Kanten aller Flichen:

(1) Weil jede Flache mindestens drei Kanten hat,
gilt: £ g >3f.

(2) Jede Kante grenzen an hochstens zwei Fliachen an: X g (Summe
aller Flachenkanten) < 2k. (jede Kante wird maximal zweimal gezéhlt)
Zusammen folgt: 2k > ¥ g > 3f, d.h. £ < 2k/3.

Einsetzen in die Eulersche Polyederformel liefert: e —k + 2k/3 >e —k + f=2, also k < 3e — 6.

Hilfssatz 3: Jeder einfache, planare Graph enthélt eine Ecke, deren Grad hochstens fiinf ist.

Widerspruchsbewelis:

Annahme: Der Graph ist planar, zusammenhdngend und enthédlt mindestens drei
Knoten
Hatte nun jeder Knoten mindestens den Grad sechs, so gilt:
(a) Jede Kante grenzt an hochstens zwei Flachen an: X g < 2k.
(b) Die Summe aller Kanten ist groRer gleich der sechsfachen Anzahl der
Ecken: X g > 6e.
6e <X g <2k (also 3e<k)
Nach Hilfssatz 2 gilt: 3e <k <3e—-6 Widerspruch!

Genau diese Ecke e* — deren Grad hochstens fiinf ist - wollen wir nun betrachten. Wir
entfernen e* zusammen mit allen Kanten an e* und erhalten einen Graphen G*. Dies ist ein
planarer Graph mit nur e Ecken.

Nun haben wir einen planaren Graph mit nur e
Ecken. Also kdnnen wir diesen nach
Induktionsannahme mit 5 Farben farben. Wir
wollen nun diese Farbung zu einer Farbung

von G ergéinzen.
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Einfacher Fall: Wenn e* den Grad 5 hat, aber seine Nachbarecken zufillig mit hochstens

vier Farben geférbt sind:

€ €

Schwieriger Fall:

Dieser tritt ein, wenn der Grad von e* = 5
ist und alle Nachbarecken von e* in G*

verschieden gefarbt sind.

Die Ecken sind mit den Farben schwarz, rot, gelb, griin und blau geférbt. In diesem Fall bleibt

keine Farbe flir e* iibrig.
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Was konnten wir also tun?

(a) G* umfirben

(b) G* umordnen (dndern der Reihenfolge der Knotenfarben)

Losung: Wir firben G* um!

Dazu schauen wir uns die Ecken el und e3, die mit den Farben rot und griin geférbt sind
genauer an:
Wir betrachten nun alle Ecken, die wir von el aus erreichen konnen, indem wir nur Ecken mit

den Farben griin und rot verwenden. Dabei gibt es 2 Mdglichkeiten:

1) ,,Gliick gehabt*
Es gibt keinen Weg, der nur die Farben griin und rot benutzt, auf dem man von el zu e3

kommen kann.
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Dann farben wir alle Ecken der Farben griin und rot, die wir von el erreichen kdnnen um; aus
griin wird rot, aus rot wird griin.

» Was erreichen wir dadurch? = eine Farbung von G*

el ist jetzt also griin und e3 auch:

Das heifit wir haben nun die
Farbe rot iibrig um e* zu

farben.

2) Aber es gibt auch einen 2. Fall: ,,Pech gehabt*

Es gibt einen Weg, der nur die Farben griin und rot benutzt, auf dem man von el zu e3

kommen kann.

Das bedeutet, dass uns das umfarben gar nichts bringt, denn el wiirde zwar rot werden,

aber €3 auch automatisch griin und so hitten wir wieder die gleiche Ausgangssituation.
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Also fangen wir anders an:
Statt griin und rot konnen wir auch gelb und blau tauschen, der Ablauf ist dabei wieder der
gleiche. Wir schauen uns erneut zwei Ecken der Farben gelb und blau an, die wir von e2

aus erreichen konnen und unterscheiden die 2 Fille:

1) ,,Gliick gehabt*
Hier kommt man wieder nicht von e2 zu e4 und wir konnen demnach alle Ecken der
Farben gelb und blau, die wir von e2 erreichen konnen umférben: aus gelb wird blau, aus

blau wird gelb. E2 und e4 sind danach beide blau gefarbt und fiir e* kann man die frei

gewordene Farbe gelb verwenden:

2) ,,Pech gehabt*
Es gibt wieder eine Moglichkeit von €2 zu e4 zu kommen und dabei nur die Farben gelb

und blau zu verwenden.
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Dabei miissen wir uns die Frage stellen ob man wirklich zweimal hintereinander Pech
haben kann?
> Neinl
Wenn wir bei dem ersten Versuch schon Pech hatten, dann heif3t das, dass es einen Weg
von el nach e3 geben muss, der nur Ecken der Farben rot und griin ablauft. Pech beim
zweiten Versuch heift aber gleichzeitig, dass es einen Weg gébe, der von e2 nach e4 geht,
der nur die Farben gelb und blau enthilt. Irgendwo miissten sich diese Wege treffen. Da

unser Graph aber planar ist, konnen sie sich aber nur in einer Ecke treffen.

Nun miissen wir uns nach der Farbe dieser Ecke fragen:

Da sie auf Weg 1 liegt, hat sie die Farbe rot oder griin, da sie aber auch auf dem zweiten
Weg liegt hat sie auch die Farbe gelb oder blau.

—> Dies ist ein offensichtlicher Widerspruch! Also kann dieser zweite Fall nicht eintreten,

das heifit wir konnen kein zweites Mal Pech haben.

= G ist daher auf jeden Fall mit 5 Farben farbbar, also gilt die Behauptung fiir e+1

Literaturtipp: www.mathematik.uni-wuerzburg.de/~steuding/elsesser.doc
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4. Dreidimensionale Firbungen am Beispiel des Mobiusbandes

Das Mobiusband

Zweidimensionale Landkarten einzufarben ist nun hoffentlich kein Problem
| mehr, aber wie sieht das bei dreidimensionalen Karten aus?

Bastel aus dem Streifen ein Mobiusband, d.h. halte den

180° und klebe die Enden dann zusammen.

\—/

Es entsteht dabei ein Papierstreifen mit nur einer Seite.

Aufgabe: Firbe nun das Band mit mdglichst wenig Farben so ein, dass

benachbarte Gebiete unterschiedliche Farben habe.

Wie viel

Farben bendtigt man mindestens?

Literaturtipp: http://www.matheprisma.de/Module/4FP/index.htm

Papierstreifen an einem Ende fest, drehe das andere Ende um
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