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4 Martingale
4.1 Einfiihrung
Definition 4.1. Sei (Q, F) ein messbarer Raum.
(i) Eine aufsteigende Folge von Teil-o-Algebren (F,,)nen heifit Filtration.

(ii) Ein Tupel (2, F, (Fpn)nen, P) bestehend aus einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) und
einer Filtration (F)pen heilit filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum.

(iii) Ein stochastischer Prozess X = (X;,)nen mit Werten in einem beliebigen messbaren Raum
(E, &) heit adaptiert bzgl. einer Fltration (Fy,)nen (kurz (Fp,)-adaptiert), wenn fiir jedes
n € N die Zufallsvariale X,, F,,-E-messbar ist.

(iv) Ist fiir einen stochastischen Prozess X die Zufallsvariable X; konstant und jedes X, (n > 2)
Fn—1-E-messbar so heifit X (F,)-pravisibel.

Bemerkung 4.2. Wenn wir im folgenden iiber Filtrationen (F,)nen reden, so nehmen wir
stillschweigend an, dass diese auf einem messbaren Raum (€2, F) definiert sind. Fiithren wir einen
Prozess als (F,)-adaptierten (bzw. privisiblen) Prozess ein, so nehmen wir insbesondere an, dass
(Q,F, (Fn)nen, P) ein filtrieter Wahrscheinlichkeitsraum ist, auf dem der Prozess definiert ist.
Weiterhin nutzen wir (£, £) als Standardbezeichnung fiir den Zustandsraum eines stochastischen
Prozesses.

Beispiel 4.3. (i) Fiir einen stochastischen Prozess X = (X,,)nen ist (F:X )nen gegeben durch

n
Fn=0(X1,...,Xn)
eine Filtration. Wir nennen (F,X) die von X erzeugte Filtration.

(i) Sei X = (X,)nen ein (F,)-adaptierter Prozess. Sind F), : E" — E' £"-&'-messbare Funk-
tionen, so ist ¥ = (Y,)nen gegeben durch Y, = F,(Xi,...,X,) ein (F,)-adaptierter
Prozess mit Werten in (E’,&’).

Definition 4.4. Sei X = (X,,)ney ein integrierbarer (F,)-adaptierter Prozess.
(i) X heifit (F,)-Martingal, wenn fir alle n,m € N mit n <m
E[X|Fn] = X, fast sicher
gilt.
(ii) X heifit (F,,)-Submartingal, wenn fiir alle n,m € N mit n < m
E[Xn|Fn) > X, fast sicher
gilt.

(iii) X heiBit (F;,)-Supermartingal, wenn —X ein Submartingal ist.



Bemerkung 4.5. (i) Die Definition ldsst sich direkt auf Prozesse mit allgemeiner Indexmen-
ge I C R verallgemeinern.

(ii) Um zu zeigen, dass ein integrierbarer adaptierter Prozess (X, )nen ein (Sub-)Martinal ist,
reicht es zu iiberpriifen, dass

E[Xp|F] 2 X, fiir alle n € N,
(iii) Jedes (Fy)-(Sub-)Martingal ist auch ein (F:X)-(Sub-)Martingal, da

E[Xn|FX] = BIE[X ) 717X € BIX,|FX] = X,

Beispiel 4.6. (i) Sei (£,)nen eine Folge unabhiéingiger integrierbarer Zufallsvariablen mit
E[&,) = 0 fiir n € N. Dann ist X = (X,)nen gegeben durch

k=1
ein (fﬁ)—Martingal, da (Xy) (FS)—adaptiert ist und
E(| X, = E[|& + -+ &I S Ell&]] + -+ Ellén]] < oo (Integrierbarkeit)

und
E[Xn+1|Fn] = E[Xn + £n+1|Fn] =X, + E[fn-i-l] = Xn’

wegen der Unabhéngigkeit von &, 1 und (&1, ..., &), gelten. Gilt E[§,,] > 0 statt der obigen
Gleichheit, so ist (X,,) ein (F%)-Submartingal.

(ii) Ist X eine beliebige integrierbare Zufallsvariable und (F,,) eine beliebige Filtration, so wird
durch X,, = E[X|F,] ein (F,)-Martingal definiert.

(iii) Sei (2, F, (Fn)nen, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und sei @ ein endliches Maf}
auf F, welches absolutstetig bzgl. P ist. Dann ist (Z,),en gegeben mittels der Radon-
Nikodym Dichte

_ Qg

T
Fa dP]fn

" dp

ein (F,)-Martingl bzgl. P.

Definition 4.7. Ein (F,)-(Sub-)Martingal (X, )nen heiit £2-(F,)-(Sub-)Martingal (oder kurz
L£2-(Sub-)Martingal), wenn fiir alle n € N die Zufallsvariable X,, quadratintegrierbar ist.

Lemma 4.8. Sei (X, )nen ein L2-Martingal und definiere

n—1

(X)n =) Bl(Xpr1 — X’ |F]  (neN).
k=1

(X) = ({X)n)nen ist ein (F,)-privisibler Prozess und der Prozess (X2 — (X)) ist ein (Fy)-
Martingal. Der Prozess (X) heifst quadratische Variation von (Xy,).



Beweis. Es gilt E[(X),] = Zﬁ;i E[(Xp41 — X3)?] < 0o und

E[X72z+1 — (X1 |Fn] = — (X + E[Xn—i-l X'r2z = (Xp1 — Xn)2|-7:n]

=2(E[Xn 1| Ful- Xn—X2) =0

O

Proposition 4.9.  a) Sei X ein (F,)-Martingal, ¢ : R — R konver und E[|p(X,)|] < oo fiir
alle n € N. Dann ist o(X) 1= (p(Xp))nen €in (Fy)-Submartingal.

b) Sei X ein (F)-Submartingal, ¢ : R — R konvex und nichtfallend und E[|p(X,)|] < oo
fiir alle n € N. Dann ist o(X) ein (Fy)-Submartingal.

Beweis. Mit der Jensenschen Ungleichung fiir bedingte Erwartungen folgt in beiden Fallen fiir
neN

Elo(Xnt1)|[Fn] 2 (B[ Xn41]|Fn]).
Im Fall a) ist der letzte Ausdruck gleich ¢(X,,), im Fall b) > ¢(X,,) (da ¢ nichtfallend ist). O

4.2 Stoppzeiten und Stoppsitze

Notation 4.10. Wir bezeichnen
N:=NU {0}
und verwenden als Standard-o-Algebra auf N die Potenzmenge P(N). Weiterhin definieren wir

fiir eine gegebene Filtration (F,)
Foo=\ Fun.

neN

Definition 4.11. Sei (F,)nen eine Filtration. Eine Abbildung 7" : Q — N heifit (F;,)-Stoppzeit,
wenn fiir alle n € N
{IT'<n}eF,

gilt.
Bemerkung 4.12. Es ist
&
(T = o0} = (U{Tgk}) €F
keN €EFCFo
und somit ist T' Foo-messbar.

Beispiel 4.13 (Eintrittszeiten). Sei X = (X, )nen ein (E, £)-wertiger (F,)-adaptierter stocha-
stischer Prozess.

(i) Fir A € £ist T := Ty := inf{n € N: X,, € A} (mit der Konvention inf ) = co) eine
(Fn)-Stoppzeit, da

{Tgn}:O{XkeA}efn.

k=1 eFk

o



(ii) Fiir eine weitere Stoppzeit S und A € £ ist T :=inf{n > S : X,, € A} eine Stoppzeit, da

{T<n}= |J {S<k}n{XicA}eF,.
1<k<I<n

Insbesondere sind also Zweiteintrittszeiten Stoppzeiten.

Lemma 4.14. Fir eine Folge (T),)men von (Fy)-Stoppzeiten sind

sup T,, und inf T,

meN meN
wieder (Fy,)-Stoppzeiten.
Beweis.
o0
{supTr <n} = ({Tm<n}eF,
m m=1
o0
{infT,, <n} = | J{Tm <n}eF.
i m=1

g

Wir benétigen ein Konzept zur mathematischen Modellierung der Information, die man bis zu
einer Stoppzeit erlangt hat:

Definition 4.15. Fiir eine (F,)-Stopzeit T', bezeichne
Fr={AeFo :An{T <n} e F, VneN}

die von T erzeugte o-Algebra. (Es handelt sich hierbei in der Tat um eine Teil-o-Algebra von
Fs wie man leicht iiberpriifen kann.)

Bemerkung 4.16 (Konstante Stoppzeiten). Ist T'(w) =m € N (Vw € Q) so gilt

0, n<m
Q, n>m

{Tgn}:{

und somit ist T" eine Stoppzeit bzgl. einer beliebigen Filtration. Weiterhin gilt fiir eine gegebene
Filtration (Fp,)
Fr={AeFo :An{T <n} € F, Vne N} =F,.

Eine Besonderheit von Filtrationen mit Indexmenge N offenbart das folgende Lemma.

Lemma 4.17. (i) SeiT : Q — N eine Abbildung. T ist eine (Fy,)-Stoppzeit genau dann wenn

{T'=n}eF, VneN.

(ii) Fiir eine (F,)-Stoppzeit T liegt A € Foy genau dann in Frp, wenn

{(T=n}NAE€F, VneN.



Beweis.

(i) I) Sei T' eine Stoppzeit. Dann folgt {T'=n} ={T <n}N{T' <n—-1}°€ F,
IT) Umkehrung: {T' < n} = Up_{T = k} € F,.

(ii) analog.

Lemma 4.18. Fiir zwei Stoppzeiten S, T gilt:
a) {S<T}{S=T} e FsnFr.
b) Gilt S <T, so folgt Fs C Fr
c) Fsar = Fs N Fr.

d) Ist X = (X,)nen adaptiert und Xo eine Foo-messbare Zufallsvariable, bzw. T N-wertig,
dann ist X7 Fp-messbar.

Beweis.
a) S,T sind Foo-messbar und somit sind {S < T} und {S =T} in F. Da fiir alle n € N
{$<TIn{S=n}={S=ntn{TI'>n}eF, und
{S<Tin{T'=n}={S<n}n{T'=n}eF,

gelten, erhalten wir mit Lemma 4.17, dass {S < T} € Fg N Fr. Weiterhin ist {S =T} =
{S<T}n{T < S} e FsnFr.

b) AcFs=AcFound AN{T <n}=An{S<n} N {I'<n}eF,VneN.
%‘7-,—_/ T
En en

c¢) und d) Ubungsaufgabe.

g

Beispiel 4.19. Seien T4 und T¢ die ersten Eintrittszeiten in messbare Mengen A und C. Dann
ist zum Beispiel nach dem obigen Lemma

D = {TC < TA} S fTA/\TB‘
Ein wichtiges Resultat fiir Stoppzeiten ist der sogenannte Stoppsatz.

Satz 4.20 (Stoppsatz). Es seien S, T Stoppzeiten und (X,,) ein Submartingal. In allen der unten
angegebenen Fdillen gilt
E[Xr|Fs] > Xsar

mit Gleichheit, falls (X,) ein Martingal ist.

(a) T is uniform beschrinkt, d.h. Im € N mit T'(w) < m fiir alle w € Q.



(b) Die Folge der Inkremente (Xp+1 — Xy) ist uniform beschrinkt und E[T] < oo (zur Wohl-
definiertheit von Xp kann man z.B. Xo = 0 definieren).
(¢c) (X,) konvergiert in L' gegen eine Zufallsvariable Xo.
Korollar 4.21. Fir zwei Stoppzeiten S, T mit S < T g¢ilt in jedem der drei obigen Fille

E[Xs] < E[X1],
wenn (X,) ein Submartingal ist und mit Gleichheit, wenn (X,,) ein Martingal ist.

Beweis.
E[X7] = E[E[Xr|Fs]] > E[Xg].

O
Wir beweisen zunédchst den Stoppsatz unter der Annahme (a). Bemerke, dass wir nur den Fall
des Submartingals behandeln miissen, da wir fiir den Martingalfall das Resultat einfach auf X
und —X anwenden kénnen um Gleichheit zu erhalten.
Wir werden an dieser Stelle den Stoppsatz nur fiir die Félle (a) und (b) beweisen. Fall (c¢) werden
wir spiter beweisen (und im folgenden auch noch nicht nutzen), wenn wir uns £!'-konvergente
Submartingale genauer anschauen.
Beweis des Stoppsatzes, Fall (a). (i) Nach Lemma 4.18 ist Xgap Fsar-messbar und damit
insbesondere Fg-messbar. Ebenso folgt, dass X1 Fpr-messbar ist. Wegen

N
E|X <E[ X-}<E[ X-}
) < B, 1] < B[Sl < o
1=

gilt X7 € £1(9, F,P) und ebenso Xgar € LY(Q, F,P).
(ii) Zu zeigen bleibt (nach Definition der bedingten Erwartung)

/XTdIP’>/XSATdIP> (1)
B B

fiir alle B € Fg. Es geniigt dabei, die Behauptung fiir Mengen der Form A = {S = k} N B
(k € N) zu zeigen, da sie wegen der Linearitit des Integrals dann auch fiir B € Fg folgt (indem
man B = | J,cx(B N {S = k}) disjunkt zerlegt). Wir beweisen die Aussage mittels Induktion
iiber m := max,eq T'(w).

Ind. Anf. (m =1): Dann ist T =1 und (1) ist trivialerweise erfiillt.

Ind. Schritt (m —1 — m): Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, dass (1) fiir alle T
mit max,eq T'(w) < m—1 gilt. Wir zeigen, dass dann (1) auch im Fall max,ecq T'(w) = m folgt.
Wir fixieren nun k& € N und unterscheiden zwei Fille:

1. Fall: m < k.
Dann gilt

/AXT dP = E[Xr1plis—py| = E[Xraklplis—i}] = E[Xsarlpl{s—p]

A



2. Fall: m > k.
Dann gilt zunéchst

AN{T =m}=Bn{S=k}n{T'<m-—-1}°€ Fp1
und

E[X714] = E[X71pl -1y Yr<m—1}] + E[Xm1plis—iy Lir—pmy]

> B[X71plis—py Yr<m—13] + E[Xm—1151{5—1} Lyr—pm)]

Bl
= E[Xram-1)181s=r}] > E[Xram-1)as1Bl{s=k}]
E|

wobei beim ersten “>” die Submartingaleigenschaft und beim letzten “>” die Induktionsvor-
aussetzung verwendet wurde. Damit ist (1) gezeigt. O

Beweis des Stoppsatzes, Fall (b). Sei 5 > 0 eine Konstante sodass fiir alle w € Q und k € N

| Xk r1(w) — Xg(w)] < 6.

Dann gilt
ThAn TAn
[ Xopnl = X0+ ) (X = Xpo1)| < [Xa| + ) [Xe — X
k=2 k=2

<pT
und somit ist | X |+ (T nach Voraussetzung eine integrierbare Majorante fiir die Zufallsvariablen
(X7An). Wir wenden nun den Stoppsatz in der Version (a) an und erhalten mit dem majorisierten

Konvergenzsatz:
E[Xr|Fs] «— E[Xrpn|Fs] > Xrasan — Xras,

wobei die Konvergenz im fast sicheren Sinne gilt. O

Korollar 4.22. Sei (X,,)nen €in (Fp)-(Sub-)Martingal, T' eine Stoppzeit und Y, := X,ap. Dann
ist (Yo )nen ein (Fp)-(Sub-)Martingal.

Beweis. Fiir n € N folgt E[Y,,11]F,] = E[X(1)a7|Fal = Y,, aus dem Stoppsatz, indem man
dort S=nund 7" = (n+ 1) AT wihlt. O

Korollar 4.23 (Charakterisierung von Martingalen mittels Stoppzeiten). Sei (X,,) ein inte-
grierbarer (F,)-adaptierter Prozess. Dann sind dquivalent:

(1) (Xyp) ist ein (Fy)-Martingal.
(i1) E[X7] = E[X1] fir jede uniform beschrinkte (F,)-Stoppzeit T, d.h. mit sup,cq T (w) < 0.

Beweis. (i) = (ii): folgt direkt aus Korollar 4.21 mit S = 1.

(ii) = (i): Sein e N, A € F, und T(w) := nlge(w) + (n + 1)14(w). T ist eine Stoppzeit, da
{T' <n} = A° e F,. Weiter gilt:

E[Xn]lAc] + E[Xn+1]1A] = E[XT] = E[Xl] = E[Xn] = E[Xn]lAc] + E[anlA]



Also folgt
E[X,+114] = E[X,, 14]

fiir alle A € F,, und somit E[X,,4+1|F,] = X, fast sicher. O

Anwendung 4.24. Sei (Sp)nen die in 0 gestartete symmetrische Irrfahrt. Diese kann zum
Beispiel mithilfe von unabéngigen Zufallsvariablen Xs, ... mit P(X} = £1) = % mittels

o3,
k=2

definiert werden. Wir setzen T' = T(;y = inf{n € N : S, = 1}. Nach dem Gesetz des iterierten
Logarithmus ist 1" fast sicher endlich und es gilt

B[S |A]=1#0=5
=1

Es muss also E[T] = oo gelten, da sonst der Stoppsatz (Version (b)) Gleicheit in der letzten
Formel liefern wiirde.

4.3 Der Martingalkonvergenzsatz

Im folgenden wollen wir ein Kriterium fiir die Konvergenz eines Submartingals (X,,) herleiten.
Hierzu betrachten wir die Zahl der Upcrossings eines Intervalls [a, b]. Fiir gegebene reelle Zahlen
a,b mit a < b setzen wir

7 =inf{t e N: X; <a}

und fiir k=1,2,... sei
o =1inf{t > 7, : Xy > b} und 741 = inf{t > oy : Xy < a},
wobei das Infimum iiber eine leere Menge als oo definiert wird. Dann heif3t
U(a,b,N) =Ux(a,b,N) = max{k : 0 < N}

Zahl der Upcrossings des Intervalls [a,b] von X bis zur Zeit N.

Wie die folgende Abschétzing zeigt konnen wir die Zahl der Upcrossings mithilfe des ersten
Moments nach oben abschétzen.

Satz 4.25 (Doob’sche Upcrossingungleichung). Sei X ein (F,,)-Submartingal und N € N. Dann
gilt fiir a < b
E[(Xy —a)*]

E[Ux(a,b,N)] < =07~



Beweis. Wir bemerken, dass Ux(a,b, N) der Zahl der Upcrossings des Submartingals X' =
(X, — @)™ )nen des Intervalls [0, b — a] entspricht. Wir definieren die Stoppzeiten () und (o%)
wie oben und erhalten mithilfe der Nichtnegativitit von X’ und des Stoppsatzes (a):

N N
~~ k=1 k=1 ~
<E[X\]=E[(Xn—a)T] >0 (Stoppsatz)
>(b—a)-U(a,b,N)
Division durch b — a liefert nun die gewiinschte Ungleichung. O

Satz 4.26 (Martingalkonvergenzsatz). Sei (X, )nen €in (Fy,)-Submartingal mit sup,,cy E[X,[] <
0o. Dann existiert eine Foo-messbare integrierbare Zufallsgrofie X, sodass

X = lim X, fast sicher.

n—oo

Weiter gult
E[|Xso|] < liminf E[|X,,]].

Bemerkung 4.27. (a) Fiir ein (F,)-Submartingal ist n — EX,, nichtfallend. Daher gilt
E|X,| = 2EX! — EX, < 2EX} — EX).

AuBerdem gilt
E|X,| > EX'.

Daher ist die Bedingung sup,,cy F[X,7] < oo #dquivalent zu sup,,cy E[| X,|] < oo.

(b) Die Bedingung sup,,cy E[X,[] < oo ist automatisch fiir nichtpositive Submartingale erfiillt.
Daher konvergiert jedes nichtpositive Submartingal (und somit jedes nichtnegative Super-
martingal) fast sicher.

Beweis des Martingalkonvergenzsatzes. Sei a < b. Aus der Doob’schen Upcrossingunglei-
chung folgt mittels monotoner Konvergenz fiir die Gesamtzahl der Upcrossings Ux(a,b) iiber
[a, ]
E[(Xy —a)*
E[Ux(a,b)] = lim E[Ux(a,b,N)] < sup El&y —a)T]
N—oo NeN b—a

und damit ist
N i={w e Q: Uxw)(q1,q) < oo fiir alle g1 < g2,q1,¢2 € Q}°
eine P-Nullmenge. Fiir jedes w ¢ A gilt offenbar, dass

Xoo(w) = lim X, (w)
n—oo
existiert, eventuell aber oo oder —oco ist. (Dies gilt da R = RU{#+o00} versehen mit der Standard-
topologie kompakt ist und die Nichtkonvergenz in R gleichbedeutend ist mit der Existenz mehre-
rer Hiufungspunkte. Wiirde die Folge nicht konvergieren so gidbe es mindestens zwei Haufungs-
punkte a’ < &’ und jedes abgeschlossene Intervall in (a,b") hitte co-viele Upcrossings.)

10



Aus dem Lemma von Fatou folgt zusammen mit obiger Bemerkung

FE|X»| <liminf E|X,| < oco.
n—oo

Insbesondere ist also X, integrierbar und damit fast sicher endlich. Die F,,-Messbarkeit ldsst
sich gegebenenfalls nach Abdnderung auf einer Nullmenge sicherstellen. Konkret ist

lim X, (w) wenn der Grenzwert in R existiert.
0 sonst

Fso-messbar. O

Mithilfe des Martingalkonvergenzsatzes beweisen wir nun ein starkes Gesetz der grofien Zahlen.

Satz 4.28 (Starkes Gesetz der groflen Zahlen). Seien X, Xo ... unabhingige reellwertige Zu-
fallsvariablen mit endlichen zweiten Momenten und (a,) eine monoton wachsende unbeschrinkte
Folge positiver Zahlen. Falls

Zvar /a2 < oo,

so folgt

15 .
RILII;O . ;(Xz — EX;) =0 fast sicher.

Zum Beweis nutzen wir das Kronecker Lemma:

Lemma 4.29 (Kronecker Lemma). Sei (an)nen eine monoton wachsende Folge positiver Zahlen
miat limy, 00 an, = 00 und sei (by)nen eine Folge reeller Zahlen. Konvergiert Y o7 | by /ay in R,
so folgt

lim — b; = 0.
Der Beweis dieses Lemmas sei als Ubungsaufgabe dem Leser iiberlassen.

Beweis. Fiir n € N setzen wir Y, = > " | (X; — EX;)/a; und F,, = 0(X1,...,X,). Dann ist
(Y) ein (F;,)-Martingal mit

sup E[Y, —suvaar §) /a2 < oo,
neN nGNZ 1

Dasup,cy E|Ya| < 1+sup,,cy E[Y,?] endlich ist, folgt mit dem Martingalkonvergenzsatz (Satz 4.26),
dass (Y},) fast sicher konvergiert. Nun folgt die Aussage mit dem Kronecker Lemma. O

Bemerkung 4.30. Offenbar kann man bei dem starken Gesetz die Unabhéngigkeit der X; durch
die schwichere Bedingung

E[Xn+1*E[Xn+1|X17-~~aXnH =0 (TLEN)
ersetzen, ohne dass der Beweis zu #ndern ist. Man sagt, dass (X,, — E[X,])nen eine Martingal-

differenzfolge ist, da dann S, := Y |(X; — EX;) ein Martingal ist.

11



4.4 Gleichgradige Integrierbarkeit und die Konvergenz in L?

Bevor wir uns wieder den Martingalen zuwenden, wollen wir in diesem Abschnitt nochmals
néher auf den Zusammenhang zwischen der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit und der £? Kon-
vergenz eingehen. Wir haben bereits festgestellt, dass die LP-Konvergenz die Konvergenz in
Wahrscheinlichkeit impliziert und dass der Umkehrschluss jedoch im allgemeinen nicht stimmt.
Wir benétigen eine Zusatzannahme.

Definition 4.31. Eine Familie reeller Zufallsgrofien {X; : ¢ € I'} (I beliebige Indexmenge) heifit

gleichgradig (oder gleichmdfig oder gleichférmig) integrierbar, wenn

lim sup/ | X¢|dP = 0.
{IX¢|=n}

n—00 ¢eg

Bemerkung 4.32. a) Ist X eine integrierbare ZV, dann ist {X} gleichgradig integrierbar.

b) Jede endliche Menge integrierbarer ZV auf einem Wahrscheinlichkeitsraum ist gleichgradig
integrierbar.

c¢) Sind M; und Mo Mengen gleichgradig integrierbarer ZV auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum, dann gilt dies auch fiir die Vereinigung M7 U Mas.

d) Existiert zu einer Familie M von ZV eine integrierbare Majorante, dann ist M gleichgradig
integrierbar.

e) Ist X integrierbar, dann ist {Y € LY(Q, F,P) : L(Y) = L(X)} gleichgradig integrierbar.

f) Die gleichgradige Integrierbarkeit ist ausschlielich eine Annahme an die Verteilungen der
Zufallsvariablen.

Proposition 4.33. Sei {X; : t € I} eine Familie reeller Zufallsvariablen auf (Q, F,P). Dann
sind dquivalent:

(i) {Xy:t €I} ist gleichgradig integrierbar.

(11) sup;cr E|Xy| < oo und fir alle ¢ > 0 ezistiert ein § > 0, so dass fir alle A € F mit
P(A) < 6 und alle t € I gilt: E|X14| < e.

(iii) Es ezistiert eine nichtnegative nichtfallende konveze Funktion

G :[0,00) — [0,00) mit lim Glo)

r—o00 I

= 0o und sup E[G(|Xy])] < oc.
t

(iv) Es existiert eine nichtnegative messbare Funktion G : [0,00) — [0, 00) mit

lim G(z)

r—o00 I

= 0o und sup E[G(|Xy])] < oc.
t

12



Beweis. (i)=-(ii): Sei n € N so gewihlt, dass sgp f{\Xﬂzn} | X¢| dP < oo. Dann folgt sgp E| Xy <
81t1p E(1qx,)>n} | Xt|)+n < 0o. Sei weiter ¢ > 0. Wihle n = n(e) € N, so dass 81t1p By x,>n 1 Xe]) <
5 und § = d(¢) = 5. Dann folgt fiir A € F mit P(A) <J:

B X4l = E[| Xe|Lgngx,)>n] + EIXe Lang x,j<n}]

€ € €
— —_— _——=
<2—i-n]P’(A)<2—i-2 £

(i)=-(iii): Sei (Ng)ren eine wachsende Folge positiver Zahlen, so dass N; = 0,

N 7 oo und C = Sltlp ZkE[|Xt| x> w51 < 0o
k=1

Definiere die stetige Funktion G durch G(0) = 0 und G'(z) = (k - %) fir £ € N und
x € [Nk, Ni41]. Dann ist G konvex, nichtfallend und erfiillt lim, .., G(z)/x = oo. Weiter folgt

G(|X))] // G (y) L1 x 2y dy AP

Ni4 1
/ / ]1{|Xt|>y} dy dP
Q =1
/ Z (1Xe] = Ni) - Iy x> vy AP
k=
<D EE[X] - gx,>n0] < C < oo
k=1

(iii)=(iv): klar.
(iv)=(i): Sei n € N und M,, :=inf,>, ; %) Dann folgt

1
Sup/ |Xt|d]P’§Msup/G(|Xt|)dIF’
t o J{IXe|>n} not JQ

(ii)=>(i): Sei € > 0 und n = n(e) > 3 sup;e; E|Xy|,n < oc.
Wegen E|X;| > nP{|X;| > n} folgt P{|X:| > n} <4, also folgt aus (ii) E[lyx,|>n}|Xtl] <e. O
Bemerkung 4.34. a) Ein wichtiger Spezialfall ist G(z) = «P fiir p > 1.

b) Aus sup;c; E|X¢| < oo folgt nicht die gleichgradige Integrierbarkeit der Familie {X; : t €
I'}! Ein Beispiel dafiir ist I = N, (Q, F,P) = ([0, 1], Bjp,1}, A) und X, = nljg 1 /p)-

Fiir den Beweis des folgenden Satzes wird sich das folgende Lemma als niitzlich erweisen, dessen
Beweis dem Leser iiberlassen ist.

Lemma 4.35. FEine Folge reeller Zufallsvariablen (X, )nen ist gleichgradig integrierbar genau
dann wenn alle Xy, integrierbar sind und lim. .o limsup,,_, ., E[|Xn|1qx,>] = 0.

13



Der folgende Satz zeigt (auch auferhalb der Martingaltheorie) die Niitzlichkeit des Begriffs der
gleichgradigen Integrierbarkeit.

Satz 4.36 (Charakterisierung der £P-Konvergenz). Seien p € [1,00), (Xp)nen eine Folge in
LP(Q, F,P) und X eine Zufallsvariable auf (Q, F,P). Dann sind dquivalent:

(i) X, =% X in LP(Q, F,P)

n—oo

(ii) «) X, — X in Wahrscheinlichkeit und
B) {|XnP : n € N} ist gleichgradig integrierbar.

n—oo

(i1i) o) X, — X in Wahrscheinlichkeit,
B) limy, o E| X, [P = E|X|P und
v) X € LP(Q, F,P).

Beweis. (i)=-(iii):
a) und 7) sind klar.
() Aus der Dreiecksungleichung fiir die LP-norm folgt

(BIX DY = (BIXP)Y?] < [|X0 — Xl "= 0.

(iii)=-(ii):
Fiir £ > 0 folgt:

Bl XalPIyx, psky] < ElXal?] —E[|XalP A (k — | Xa[P)*]
N——
—E[|X|P] beschrénkt
E BIXP — (XA (k— | X[P)T] X0,

wobei wir fiir den 1. Term die Annahme und fiir den zweiten den majorisierten Konvergenzsatz
verwandt haben. Mit Lemma 4.35 folgt nun die Behauptung.

(il)=(i):

Wegen E(|XP) < liminf, . E(|X,[P) (Fatou!) ist M = {|X|P} U {|X,,|P : n € N} gleichgradig
integrierbar. Also existiert zu e > 0 ein § > 0, so dass E(14]Y]) < (%)p fiir alle Y € M und
P(A) < 6. Weiter existiert ein N € N, so dass P{|X,, — X| > £} < ¢ fiir alle n > N. Damit gilt
firn> N

g
1% = Xllp < 103, x5/ (Xl + XDl + 105, —xi<e/apl Xn = X]lp <3+ 5 =

E.

w

O
Proposition 4.37. Seip > 1 und X € LP(Q, F,P). Dann ist {|E(X|G)]P : G C F Teil-o-
Algebra} gleichgradig integrierbar.

Beweis. {|X|P} ist gleichgradig integrierbar, also existiert eine konvexe Funktion G, wie in (iii)
von Proposition 4.33 mit E[G(|XP)] < co. Da z — H(z) := G(|z|P) konvex ist, folgt mittels
Jensen fiir jede Teil-o-Algebra G C F

E[G(E[X|G]P)] = E[H(E[X|F])] < EIG(|X]")].

Die Aussage folgt mit Proposition 4.33. g

14



4.5 Regulidre Martingale

Eine Frage, die oft interessiert, ist die folgende: Unter welchen Bedingungen konvergiert (X,,) in
L' gegen Xo? Wir haben bereits gesehen, dass dies nicht immer gilt.

Definition 4.38. Ein (F,)-Submartingal (Supermartingal, Martingal), das in £! konvergiert,
heifit requldr.

Satz 4.39. Sei (X,,) ein regulires (Fy,)-(Sub-)Martingal. Dann konvergiert (X,) auch fast si-
cher, und fiir den Grenzwert X, gilt fiir alle n € N

©

Xn = E[X|Fn]| fast sicher.

Beweis. Aus der £!-Konvergenz von (X,,), folgt sup,cy E|Xn,| < 0o. Somit konvergiert nach
dem Martingalkonvergenzsatz (X,,) fast sicher gegen eine Zufallsvariable X . Diese ist auch der
L'-Limes der Folge, da beide Konvergenzarten die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit implizieren
und der Limes (in Wahrscheinlichkeit) bis auf P-Nullmengen eindeutig ist.

Sei § > 0. Dann gilt fiir m > n

P(E[Xoo|Fn] = Xy < =6) < P(E[Xoo|Fn] — E[Xin|Fn] < —6)

< P(|E[Xoo|Fr] = E[Xm|Fn]| > 6)

< E|E[Xoo — Xmu:n” < E(EHXOO — mHFnD

- ) - )

E|Xoo - Xm‘ m—00
= 2o = Am| moge
J

Also folgt F[Xoo|Fn] > X,, fast sicher. Ist (X,,) ein (F,,)-Martingal, dann sind (X,,) und (—X,,)
(F,)-Submartingale, und somit gilt

X, = E[X|F,] fast sicher.

0

Als notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Regularitit eines Martingals wird sich die
gleichgradige Integrierbarkeit von X = (X,,) herausstellen.

Satz 4.40 (Charakterisierung reguldrer Martingale). Sei (X,,) ein (F,)-Martingal. Die folgen-
den Aussagen sind dquivalent.

a) (Xp) ist requldr.

b) sup,ey E|Xyn| < oo und fiir den fast sicheren Limes Xoo gilt Xoo € L' und X,, = E[Xoo|F)
fast sicher fiir alle n € N.

c) Es existiert X' € LY(Q, F,P) mit X,, = E[X'|.F,] fast sicher fiir alle n € N.

d) {X, :n € N} ist gleichgradig integrierbar.

15



Beweis. a) = b): gilt nach Satz 4.39
b) = c): klar.
c) = d): dies wurde bereits in Proposition 4.37 gezeigt.

d) = a): Die gleichgradige Integrierbarkeit impliziert sup,,cy £|X,| < 00, also konvergiert X,
fast sicher gegen eine Zufallsgrofie X, (nach dem Martingalkonvergenzsatz). Aus dem Charak-
terisierungssatz der £P-Konvergenz (Satz 4.36) folgt, dass (X,,) regulér ist. O

Bemerkung 4.41. Ist (X,,) ein (F,)-Submartingal, und ersetzt man im vorhergehenden Satz
alle “=" durch “<”, dann gilt a) < d) = b) & ¢).
Satz 4.42. Seip > 1 und (X,,) ein (F,)-Martingal. Gilt sup,,cy E[| X|P] < o0, so ist (X5,)

requlir und (X)) konvergiert in LP.

Beweis. Wihlt man G(z) = 2P so folgt die gleichgradige Integrierbarkeit mittels Proposi-
tion 4.33. Sei Xo der (fast sichere und £!) Grenzwert von (X,,). Dann gilt X,, = F[Xs|F,].
Nach Fatou folgt E[| X |P] < liminf, ey E[|Xy|P] < oo und mit Jensen (angewandt auf z — |z|P)

E[|[Xnl"] = Bl E[Xeo| F4l["] < E[E[[Xoo|’|Fn]] = E[|Xool"].

Somit folgt lim,, oo F[|Xn|P] = E[|Xs|] und aus dem Chaharakterisierungssatz der £P-Konvergenz
(Satz 4.36) folgt die LP-Konvergenz. O

Bemerkung 4.43. Die vorhergehende Aussage ist falsch fiir p = 1 bzw. fiir den Fall, dass (X,)
nur ein (F,)-Submartingal ist. Als Beispiel mit p = 2 wihle X; = —2'/2 und

P(Xpy1 = —27D2|X, < 0) = P(X,41 = 0| X, < 0) =1/2 und P(X,,41 = 0/X,, = 0) = 1.
Es folgt E[X2] = 2 fiir alle n € N und E[X,41]|X, = —27/?] = —20+1)/2.1/2 > —27/2 ynd

somit ist (X,) ein Submartingal. (X,,) konvergiert fast sicher gegen X, = 0, aber nicht in £2!

Proposition 4.44. Sei (0, F, (F,),P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum, X € L*(Q, F,P)
und X, := E[X|F,]. Dann gilt

lim X, = E[X|F] fast sicher und in L .

n—oo

Beweis. (X, )nen ist nach Proposition 4.37 ein gleichgradig integrierbares (und damit reguléres)
Martingal. Damit konvergiert (X,,) fast sicher und in £ gegen eine F.,.-messbare integrierbare
Zufallsvariable X .

Es verbleibt zu zeigen, dass Xo, = E[X|Fs], d.h. dass fiir alle A € F

/XOOdIP’:/Xd]P’
A A

ist. Sei A die Menge aller A € F, fiir die dies gilt. A ist ein Dynkinsystem. Weiterhin folgt aus
Xn = E[Xx|Fn] = E[X|F,], dass fir A € F,

/XoodIP’:/Xnd]P):/Xd}P’
A A A

gilt und somit A den N-stabilen Erzeuger M := J F,, von F enthilt. Es folgt A = Foo. O

n=1
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4.6 Beweis des Stoppsatzes fiir regulire Martingale (Satz 4.20)

Zum Beweis nutzen wir das folgende Lemma.

Lemma 4.45. Sei (X,)nen ein regulires (Fy)-Submartingal und T eine Stoppzeit, dann ist
{X1rn,n € N} gleichgradig integrierbar.

Beweis. Sei X, der (fast sichere und £!) Limes von (X,,). Wir zeigen zunichst, dass X7 eine
integrierbare Zufallsvariable ist. Nach Fatou gilt

E[|Xr(] < liminf B[ Xuur]] (2)

Nach Proposition 4.9 ist (X, ),en ein (F,)-Submartingal und wegen des Stoppsatzes fiir be-

n

schrankte Stoppzeiten gilt
ElX, 7] < E[X]] < B[|Xn]] < C < o0

fiir eine von n unabhéngige Konstante C' (da (X,,) regulér ist). Weiterhin ist wegen des Stopp-
satzes (Xpa7) (Korollar 4.22) wieder ein Submartingal, sodass

El|Xpar]] = 2E[Xpnr] — E[Xnnr] < 20 — E[X1].

Wegen (2) ist nun X7 in £!.
Somit ist {X7} U {X, : n € N} gleichgradig integrierbar und fiir eine Funktion G wie in
Proposition 4.33 folgt

ilelgE[GﬂXTAnm < BE[G(|X7|)] + EEEE[G(!XTLI)] < oo.

0

Beweis des Stoppsatzes, Teil (c). Sei (X,,) ein reguléres (F,)-Submartingal und S und 7'
Stoppzeiten. Fiir n € N wenden wir den Stoppsatz fiir 7/ =T An und S an:

E[X7am|Fs| > Xsaran fast sicher. (3)

Nach dem vorhergehenden Lemma, ist (X7, )nen gleichgradig und konvergiert damit in £! gegen
X7. Da die bedingte Erwartung eine Kontraktion auf £! ist, folgt dass lim, .o E[X7an|Fs] =
E[X7|Fs] in £'. Andererseits konvergiert (Xsa7an)nen fast sicher gegen Xg 7. Beide Konver-
genzarten implizieren Konvergenz in Wahrscheinlichkeit und damit gilt (3) auch fiir die Limiten,
d.h.

E[X7|Fs] > Xsar fast sicher.
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4.7 Doobs Maximalungleichungen

Wir werden in diesem Abschnitt noch zwei sehr hilfreiche Abschéitzungen herleiten, die Maxi-
malungleichungen von Doob.

Satz 4.46. Sei (X,,) ein (Fy,)-Submartingal und N € N. Dann gilt fir alle x > 0

. 1 1 +
(Z) P (glga]zf(Xn Z 1‘) § EE [XNﬂ{%aﬁXan}(w) § EEXNf

(ii) P (}E]% X, < —x) <l(EX}-EX)).
Beweis.

(i) Sei S :=inf{n < N : X,, > x} mit der Konvention inf() = N. S ist eine Stoppzeit mit
S(w) < N fiir alle w € Q und A := {m<a]ifc X, >z} € Fg. Anwenden des Stoppsatzes mit
n<

Stoppzeiten S und T := N liefert:

xIP’({maxanx}> g/XSdIP’g/XTd]P’gE[X]\}].
n<N A A

(ii) SeiT :=inf{n < N : X,, < —z} mit der Konvention inf ) = N und sei A := {min,<y X,, <
—z} € Fr. Wenden wir nun den Stoppsatz fiir die Stoppzeiten S := 1 und T" an so folgt

x]P’({miang—x}> §—/XTdIP’:—EXT+ XpdP
n<N A Ac

<-EXr+ | XydP<-EX;+ EX}.
Ac

O

Satz 4.47 (Doobs LP-Ungleichung). Sei (X,,) ein (F,)-Martingal oder nichtnegatives (Fy,)-
Submartingal, N € N und 1 < p < o0o. Es gelte E[|Xy|P] < oo fir alle k € N. Dann gilt

E[ max \Xn|p] < <pfl>pE[|XN|p].

1<n<N
Beweis. In jedem Fall ist (|.X},|)nen ein (Fy,)-Submartingal. Sei

V= max |X,| und U :=|Xy|.

1<n<N
Es gilt

E[VP]<E

N
Z \Xn]p] < o0

n=1
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und

1 VP - Fubini [ ,_
HVH,€=E[]=// P sy (@) dy dP(w) 2 / P BV > y) dy
p p 0Jo 0

& Fubini Vi(w)
<[Twr ] v@ewa™ [ ve [ ety dee)
0 {V>y} Q 0
Vp—l] Holder
<

p—1] —

1 1
=E — p-1 =— p-1
[U p— 1Tl IV lppp-1 = 1 7pHUIIpHV||p )

woraus [[V|, < 225 [|U]|, und somit die Behauptung folgt.
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