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Aufgabe 27 (miindlich). Sei (E,||.||) ein normierter Vektorraum. Zeigen Sie, dass mit

foy) = lle =yl = llyll, =y € E,
die (nicht-lineare) Abbildung
¢ (E 1) = (Co(B); [ +]l), = fa

eine Isometrie ist, und begriinden Sie damit, dass sich E vervollstdandigen lésst.

Aufgabe 28 (4 Punkte). Seien H ein Hilbertraum und S, T" dicht definierte Operatoren
in H. Zeigen Sie:

a) (ST)*DT*S*und (S+T1)* D S*+ T

b) Ist S € Z(H), so gilt in a) jeweils die Gleichheit.
Aufgabe 29 (4 Punkte). Sei G C R" offen, g € C(G), Dy, := {f € L*(G) | f-g € L*(G)}
und

My : Dy, — L*(G), f—f-g

der Multiplikationsoperator mit g.

a) Zeigen Sie, dass M, dicht definiert ist und abgeschlossen, und bestimmen Sie M.

b) Zeigen Sie:

op(My) = {X € K | {g = A} ist keine Nullmenge}.

Aufgabe 30 (4 Punkte). Sei K : L?(A) — L*(A) ein Hilbert-Schmidt-Operator,
Kf— /k(.,t)f(t)dt
A

mit k € L*(A x A), A C R" messbar. Zeigen Sie:

a) K* ist ebenfalls Hilbert-Schmidt-Operator. Geben Sie K* an.

b) K ist ein abstrakter Hilbert-Schmidt-Operator — das heift, fiir jede ONB (g;) von
L?(A) existiert folgende Summe — und es gilt

2 2
ZHng” = Hk“m(AxA)-
J

Bemerkung. Genauer kann man zeigen, dass der Ausdruck rechts nicht von der Wahl
der ONB abhéngt. Er definiert die sogenannte Hilbert-Schmidt-Norm || K[|, des Operators
K. Die Aussage in b) ist dann einfach

1Tl = Al



