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Zusammenfassung

Diese Vortragsausarbeitung zum Semiiasmetrische Analysis im WS 2004/05 mit

dem Thema Super-Gravitation stellt einige Grundbegriffe der Differentialgeometrie be-
reit, die fur die (allgemeine Relatiatstheorie derjsravitation berbtigt werden. Das
Gravitationsfeld wird dort beschrieben als Eigenschaft des Raumes, die letztlich in ei-
nerMetrik auf der Raumzeit kodiert ist. In définstein-Feldgleichungedes Gravitons

mit der Metrik als dynamischer Variable geht diese zudem in zweiter Ordnung ein, ge-
nauer als (Ricci- und skalardyimmungstensater Metrik. Diese Kimmung ist die
Krimmung des Metrikusammenhangsuf dem Tangentialndel, auch_evi-Civita-
Zusammenhang genannt.
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2 1 DIFFERENTIALGEOMETRIE

1 Differentialgeometrie

1.1 Tangentialkindel und Vektorbtindel

In diesem ersten Abschnitt werden einige Grundbegriffe aus der Theorie glatter Mannig-
faltigkeiten rekapituliert, welche eigentlich vorausgesetzt wird und etwaani¢h] oder
[Hicks] sowie in [Bocker/&nich] alsUbersicht nachgeschlagen werden kann. Daher ist die-
se Darstellung kurz gehalten und dient eher demitirégn der Notation. Dennoch werden
alle wichtigen Eigenschaften genannt.

Die Raumzeifspace-timgin physikalischen Theorien wird beschrieben als glatte (4-dimen-
sionale)Mannigfaltigkeit Mmit Karteno, y,
M>U—VCR"

und Punktero, p € M. In physikalischen Texten wird dabei oft nur von Punkten

50
x(x“)u€n< ; )GVCRn
x—1

gesprochen, verbunden ntibergangsregeln in eine andere Karte (desselben Puoktes
¢~ 1(x)). Raumzeit-Indizes sind per Konvention griechische Buchstahen um sie von
Indizes anderer, gper auftretender Objekte zu unterscheiden.

Die lokale Beschreibung einer Mannigfaltigkeit (&S8) wird fir jedes Objekt auf und im
Zusammenhang mit Mannigfaltigkeiten eine lokale Beschreibung desselben erfordern oder
nahelegen, die auch im Folgenden stets gegeben werden soll. Dedas Versindnis

eines Objektes sind beide Darstellungen hilfreich, die lokale wie die globale, welche oft
ubersichtlicher und geschlossener ist. In der lokalen Beschreibung ist jeweils anzugeben,
»wie sich ein Objekt transformiert‘, das hei3t wie sich seine DarstellungdriR" unter
Kartenwechsely o ¢~ aufx' = y(¢(x)) andert.

Definition. Der TangentialraunmanM im Punkto € M ist
ToM = {X,:C*(M) — R | X, linear und derivatiy,
wobei dieDerivatiorseigenschaft
Xo(fg) = (X f)g(0) + (0) (%)
fur f,g € C*(M) einfach die Produktregel bedeutet. Zum Varginis folgende

Remark. 1. Diese Definition gibt eine praktischegamlich (algebraisch) bequeme Beschrei-
bung der Linearisierurigeiner Mannigfaltigkeit in einem Punkt oder anders gesagt dem
tangentialen Anlegen eines linearen Raums. Genauéiristrie HyperficheM c R"

ToM = {7(0) | v glatte Kurve inM durcho},

wobeiy ,Kurve in M durcho* heifdt, wenny : |—&,e[ — M fur eing > 0 ist mit y(0) = o.
Hier isty = ¥ die gewbhnliche Ableitung der Kurve inR". Das heif3t, der Tangentialraum

Lliineare Approximation
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ist die tangentiale Hyperebene. Vergleiche insbesondanedd] zur Nebeneinanderstellung
verschiedener Beschreibungen des Tangentialraumes.

2. Warum eine Derivation?F einen VektoiX € R" (ano) und f € C*(R") ist X, mit
Xof := X (Of)(0) = dx f(0)

gerade eine Derivation a@™(R"), namlich schlicht die Richtungsableitung na¥haus-
gewertet ino. Umgekehrt ist jede solche Derivation schon die Ableitung in Richtung eines
VektorsX.

Diese Identifikation vorX und dx entspricht einem allgemeinen Konzept: oft wird Geome-
trie, genauer werden geometrische (oder auch andere) Objekte, behandelt/derghng

von den Elementen zu Operatoren auf Funktionenalgeltiteer diesen Objekten), hier die
Richtungsableitung. Und zwar weil diese oft 8okre Eigenschaften haben: algebraischer,
vollstandiger etc. oder einfach weil diese analytischer zu behandeln sind. Gleiches findet
etwa beim Dualraum eines Vektorraumes statt, der im Endlichdimensionalen isomorph ist,
sonst der,Abschluss®; oder auch bei Homotopie und Homologie, die nicht 1:1 aber doch
wichtige Eigenschaften der Topologie abbilden.

Proposition. Eine Kartep : U — V induziert n Tangentialvektore&“\o = d/deH|, €
ToM fur u =0,...,n—1, kurzu € n, durch
0 d (f o q)_l)

f:=

Joi i (p(0)) eR, feC”(M).

Diese Vektoren bilden eirBasis des TangentialraunigM, welcher insbesondere wie die
unterliegende Mannigfaltigkeit M Dimension n besitzt.

Manchmal wird auch veikzendd /dx* geschrieben, weil die Karte selbst alsit Kompo-
nenterx! bezeichnet wird, diese mit ihrem Bildpunkt identifizierend, und zudem der Punkt
o mit x identifiziert und gleichzeitig unterschlagen beziehungsweise als in der Not&tion
enthalten angesehen wird. Solch itefende Bezeichnungen sollen hier aber nicht verwen-
det werden.

Definition. DasTangential-BindeliberM ist nun definiert als

™= ] ToM

oeM

mit KartenTU — V x R" (fur eine Kartep : U — V von M), gegeben durch die Zerlegung
beZiglich obiger Basis:

TUSXo=: 5 w % — (9"(0),W*)uen = (9(0),w) €V x R". (1.2)

[en

Insbesondere iStM 2n-dimensional.

Remark. Zur Vereinfachung der Schreibweise soll im Folgenderiinsteinsche Summen-
konventionzugrunde gelegt werden, in déber Indizes, die obeand unten vorkommen,
stets summiert wird. Damitakst sich etwa der Vektoft, € ToM aus (1.1) schreiben als

Xo =WH dy |,
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Remark. WegenV x R" =TV ist die Karte einfacilp : TU — TV, das Tangential der
Kartenabbildungp : U — V aufM (welches hier nicht eingahrt wurde).

Das Tangentialindel TM ist ein Spezialfall von allgemeinen Vektanbdeln, deren Be-
schreibung zum Verahdnis vonTM selbst beitragen kann, zuglich riitzlich ist fur im
Folgenden weitere @hdel sowie wichtig wird in defyang-Mills-Feldtheoria, wo dieFel-
der (als Modellierung der physikalischen Teilchen) Werte atlig anderen Vektortindeln
annehmen.

Definition. EinVektor-Bindeluber einer Mannigfaltigkei¥l, demBasisraumist eine Man-
nigfaltigkeit E, derTotalraum mit einer glatterBundel-Projektionz : E — M undlokalen
Trivialisierungen

El, =7 %(U) —UxK",
die gegeben sind in der Forfm|, ,hy), so dass auf eindfaser E := n~1(0) C E iiber
o € M der zweite Teil ein linearer Isomorphismus &IT ist, insbesondere die Fasern (iso-
morphe) Vektoraume sind.

Die letzte Bedingung ist etwas venkzt, da die Faser noch keine lineare Struktagty und
kann pazisiert werden zu der Bedingung, dasszwei offene Teilmenged,V C M, dieo
enthalten, di&Jbergangsfunktionen

v (0) == hv|g, o h'|g, € GL(K™) (1.2)

lineare Isomorphismen sind. Dabei sollen die Menlgeaine offeneUberdeckung voM
bilden.

Example. Im Fall des TangentiallindelsE = TM ist die Bindelprojektiont einfach
TMDTM 2 Xs—0eM

und die lokalen Trivialisierungen sind gerade die Karten-Abbildungen (1.1), wori¥ nur
durchU ersetzt, also in erster Komponente k@irangewandt wird. Die Standardfaser ist
R", alsom= n, und eine einzelne Faser notationskonfdgil.

Remark. Die Ubergangsfunktionegtj eC”® (U nv, GL(K"‘)) aus (1.2) eiillen dieKozy-
kelbedingung

w O = g und gy = 1m. (1.3)
Umgekehrt definiert ein Kozyke(IgVU) von Ubergangsfunktionen mit (1.3) bereits ein Vek-
torblindel iberM mit StandardfaseK™, das bis auf Isomorphie eindeutig ist. Dutber-
gangsfunktionen kodieren also die Struktur eines Vekitodels — ein Resultat, das in der
Algebraischen Geometrie als Zugang genutzt wird.

Example. Der einfachste Fall eines Vektdrbdels ist dagriviale Bindel E:= M x K™ mit
Projektion auf die erste Komponente algriglelprojektion und globaler Trivialisierungdd

Example. DasMobiusband E= [0,1] x R/~ mit Twist (0,Vv) ~
(1, —v) ist ein nicht-triviales Vektorindel mit Bindelprojektion
auf die,erste KomponenteM := St = [0,1]/0~1 und lokalen
Trivialisierungen gegeben durdly = idg|, g furU c [0,1]
offen und eingebettet ifi* (auchU = [0,1]\ [a, b]).
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Definition. Ein weiterer Spezialfall eines Vektdihdels ist dagotangential-Bindel

T"M = (TM)* = | ] TiM

0eM
mit dualen Fasern JM = (ToM)# = Hom(ToM, R).

Remark. Allgemein lassen sichif ein VektorliindelE faserweiseeue Bindel konstruie-
ren, etwa die Summe von zwei Vektditdeln, Tensorprodukte, dann auch das zigge
Endomorphismen-iBdel EndE) = E* ® E etc. Rir ein (allgemeinesjluales Bindel E*

werden die lokalen Trivialisierungen tﬁ = ((hu)#)*l und ebenso ditlbergangsfunktio-
U # —1
neng’y = ((ov)") = (@))" = ()"

Lokal lasst sich das Kotangentidilbhdel beschreibeiiber dieduale Basisron Kovektoren

do* := 9}, das heilt

Y 0 u#v’

Wie oben en@hnt, wird insbesonderéirf diese in der Literatur ofix* geschrieben, auch
auf Mannigfaltigkeiten.

1.2 Schnitte und Vektorfelder

Definition. Als Schnittin einem VektorfindelE GiberM bezeichnet man eine (glatte) Ab-
bildung s vom BasisraunM in das Bindel E, welche jeden Punkb € M in seine Faser
abbildet, alsa, := s(0) € Eo:

F(E):=T(M,E):={seC”(M,E) | tos=idu}.

Dabei heil3tf : M — N fur zwei MannigfaltigkeiterM, N glatt, f € C*(M,N), wenn iir je
zwei Kartengy, oy von M undN die Abbildungey o f o ¢yt glatt ist (inR™).

Remark. Die Schnittel" (E) bilden einerC®(M)-Modul mit punktweisem Produkt
(fs)o:= f(0)s fUr f € C*(M,R) undse(M,E).
Denn weger(fs), € E; ist fswieder ein Schnitt.

Definition. Wichtigstes Beispiel von Schnitten sind (TangentMgRtorfelder das heil3t
Schnitte im Tangentialindel:

Z'(M):=T(TM) > X: 0 Xo.
Proposition. Lokal lasst sich ein Vektorfeld X I'(TM) schreiben als
Xy =XH9, mit Xt eC®(U,R),

wobeidy, € I'(TM) das Vektorfeld e~ d, |, sein soll. Das hei3tg= X* (o) d |, (Einstein-
sche Summenkonvention verwendet).
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Remark. IstX e [ (TM) undf € C*(M,R), so erfalt man eine neue Funktioff € C*(M,R)
durch

(Xf)(0) :=Xf € R.

Anders gesagt operieren die Vektorfelder auf den Funktionen,
M(TM) x C*(M) — C®(M), (X, f) — Xf.

Wendet man auf diese Funktion ein zweites Vektoriekh, so ergibt sich aber nicht wieder
ein Vektorfeld, so dass auf diese Weise kein Produkt auf den Vektorfeldern zu definieren ist.
Denn einerseits ist

X(Y(fg)) = X((YDg+F(Yg) = (X(Y ) g+ (YH)(Xg) + (XF) (YD) + f(X(Yg),
was abetibereinstimmen iinsste mit
(XY)f)g+ f((XY)g) = (X(Yf))g+ f(X(YQ).
Wegen der Symmetrie der mittlererb&erme zeigt dieselberlegung jedoch folgende
Proposition. Durch daskommutator-VektorfeldX, Y] mit
X, Y]f = X(Yf) =Y (XF)

lasst sich ein Produkt auf den Vektorfeldern definieren — welches geh&tikt) zu einer
Lie-Algebramacht, also nicht assoziativ ist, sondern daeobi-Identit erfullt:

[1X,Y],2] +[[Y,Z),X] +[[Z,X],Y] = O.

1.3 Affine Zusammenlange

Definition. Ein (affiner)Zusammenhan@onnectiof auf einem VektorlindelE tiberM ist
eine bilineare Abbildung

O:T(TM) xT(E) — T (E), (X,s) — ks,
so dass
1. Ox fur jedesX € I'(TM) eineC”(M)-Derivation ist, das heif3t
Ok (fs) = (Xf)s+ fxs
furallef e C*(M),seTl(E), und
2. O sfurjedesse I'(E) linear istiiberC”(M), das heif3t
Cixs= flks

fur f e C*(M) undX e '(TM).
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Remark. 1. Die beiden Bedingungen sitddjuivalent dazu, da$s herkommt von derivati-
ven linearen Abbildungen

0:ToM x T (E) — Eo, (Xo,S) — xS,

die ,glatt zusammengesetzt‘ sind (was in der lokalen Darstellung ersichtlich werden wird).
Zum Verstndnis von Zusammeghgen folgende zwei Punkte:

2. Ein Zusammenhang auf einem VektortindelE liefert einen (fast) kanonischen Isomor-
phismus (also eingfZzusammenhang*) ziwschen den Fasern, und zwar deachlleltrans-
portvonv, € E; nachvy € Ep langs einer Kurve in M von o nachp, kurz

Eo &, Ep.

Dieser Paralleltransport wird folgendermaf3en konstruiert: Zu einer Kurj@ 1] — M mit
¥(0) = oundy(1) = p sowie einem Bndelvektown, € E, liefert die Parallelitatsbedingung

D/S = 07 S0 = Vo,
an einen Schnit € I' (E) entlang der Kurve das Anfangswertproblem

dv  dy* i
T T () VO =0, v(0) =,

und dessen &sungs mit v = so y den, parallel verschobenen” Vektep := v(1) (Liftung).

3. Ein Zusammenhang lasst sich auch auffassen als eine Art Richtungsableiitusgon
Schnittens € I (E) langs eines Vektorfeldes € ' (TM), woher auch die Schreibweigé
stammt. Dies wird ersichtlicher aus der lokalen Darstellung (1.5) und noch eingtak sp

auf eine geometrische Weise (siehe (1.6)). Und aus diesem Grund wird ein Zusammenhang
auchkovariante Ableitungon Vektorfeldern genannt.

4. Manchmal wird ein Zusammenhang auch in Tensorprodukt-Schreibweiseigirtgb
lineare Abbildundl: T (TM)®TI (E) — I'(E), was dasselbe ist, da das TensorproiukiV
von zwei VektordaumerV,W gerade die universelle Eigenschaft hat, zu jdulanearenAb-
bildungV xW — F genau eingpassendefineare AbbildungV @ W — F bereitzustellen.

5. Eigentlich sind wir hier nur an Zusammegen auf dem Tangenti@gibdelE = TM in-
teressiert, welche oft einfach als Zusammenhandvabézeichnet werden. Die allgemeine
Darstellung macht aber die unterschiedlichen Rollen der einzelnen Vektorfelder deutlicher
und wird daher noch beibehalten.

Lokale Beschreibung

Zur lokalen Beschreibung eines Zusammenhangasaf einem VektorindelE wahlen wir
eine Basis(frame) im Biindel, also Schnitt¢eg)icm C I'(E|), die punktweise Basis der
Fasern sind, das hei&§(0),...,eyn_1(0) ist Basis vorE,. Dann Bsst sichijberU)

kg =5 M@

iem

punktweise in diese Basis entwickeln und spezi@l{ = d,, erhalten wir folgende
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Proposition. Die Christoffel-Symbole
ru} =€, g =€(0,§) €C°(M,R), (1.4)

also die Koeffizienten der Basiszerleguge; = Fu} &, bestimmen den Zusammenhang
bereits eindeutig.

Beweis.Mit X = X#d, € [(TU) unds=slg € I'(E|,) ist
Oxs= Oxug, (56) = X ((9us) g + 5T, §) = XM ((9u8) + Ty} )& (1.5)
nach Definition der Koeffizienten. ]

Remark. Insbesondere ist mif}, := b, (und Summatioriiberi auf beiden Seiten)
u(sSa) = (dus +ruji' e,
alsol}, = dy + Ty = dy-1Im+ Ty als Matrizen oder aushrlicher

9 &$

dysmt gn-1

Das heil3t[], ist eine verallgemeinerte partielle Ableitung, weshalb oft Im[séa =: sfu 6
geschrieben wird, also _ o

Solche Notation ausschlief3lich in Komponenten (und Einsteinsche Summenkonvention)
wird Ricci-Kalkiil oderTensor-Kalkil genannt und soll zu den einzelnen Objekten hier auch
stets noch einmal angegeben werden.

Remark. Umgekehrt zur Aussage der Proposition bekommt man die Existenz von Zusam-
mentangen mit dieser lokalen Darstellung der Christoffel-Symbole (1.4) und glatter Partiti-
on der Eins

(xu) CC*(M,[0,1]), suppru C U, g'xU =1,

wobei die Summe lokal endlich sein solliFX, € ToM unds e I'(E) ist Ox,s in E, anzu-
geben. Schreibe daa=1-s= Sy yus= Su (xUs)jej und setzéJrui. := 0. Die endliche
Summe &uft dabei nuriber dieU C M, die o enthalten. Der so konstruierte Zusammen-
hang hat allerdings keine interessanten Eigenschaften; vergleiche jedoch den Levi-Civita-
Zusammenhang in (1.7) weiter unten.

Zusammenhangs-1-Form

Neben der globalen sowie der lokalen Darstellung in Christoffel-Symbolen soll hier eine
weitere (ebenfalls lokale) Beschreibung vorgenommen werden, welche vor allem aus physi-
kalischer Sicht und zur Formulierung von Lagrange-Funktionalgriich ist. Doch ist diese
sogenannt€artan-Sichtweisauch vom mathematisch-geometrischen Standpunkt vorteil-
haft, worauf hier aber nicht weiter eingegangen veird.

2Vergleiche [SharpePifferential Geometry — Cartan’s Generalization of Klein's Erlangen Program
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Definition. DurchA'(X) :=Tx], also

kg = A(X)e,

ist (lokal) eine (globale) Matrix-wertige, genauer ERg-wertige 1-Form gegeben, die so-
genannt&Zusammenhangs-1-FormzA einem Zusammenhang Das heil3t

AcT (M, TM*QENdE)) =: A'(M, EndE)),

wobei EndE) das punktweise gebildete VektandeliberM ist mit Faser En(E,) tibero.
Anders gesagt ighy(Xo) € EndEy) furo € M undX, € ToM, und fur alle glatten Vektorfel-
derX e ['(TM) unds e I'(E) ist die AbbildungM > 0+— Ag(Xo)So = (OxS)o € E glatt.

Differentialgeometrie
Bisher bewegte sich die Darstellung lediglich in der Differetdjablogie Nun wollen wir
zur eigentlichen Differentigieometrielibergehen.

Definition. Eine Metrik g= (go) auf einer MannigfaltigkeiM ist eine glatte Familie von
nicht-ausgearteten symmetrischen Bilinearformgauf ToM fur alleo € M. Dabei bedeutet
»glatte Familie*, dass die Funktion

M S0+ go(Xo,Yo) €R

glatt ist fur alle glatten VektorfeldeX,Y € (TM). Also istg € I'(M, ®°TM#) =: T?M ein
symmetrischer 2-Tensor alf.

Remark. 1. Istuiberallg, sogar positiv definit, also ein inneres Produkt &M, so schreibt
man auch((X]Y)), = (Xo|Yo)o und nennt die Metrilg = (.| .) eine Riemannsche Me-

trik nach dessen Habilitationsschrift [Riemann]. Im indefiniten Fall werden solche Metriken
auchsemi-Riemannsche Metrdenannt mitSignatur(p,q) (wobei p+ q = nist) und bei
Signatur(1,q) auchLorentz-Metrik

2. Lokal lasst sich eine Metrikiber dieMetrik-Komponenten
Ouv :=0(du,dv) € C*(U,R),

das heil3f,v(0) = go( dy |O, dv|,), beschreiben,amlichg(X,Y) = g, X*YV fur X = X#9,
undY =YVd,. Also hat man auch

dly = guvde! @de¥ = %g#vdqo“ vde".

Beispielsweise heift die Lorentz-Metrik a&f mit den (hier globalen) Koeffizienteg),, =
Nuv := £,y Minkowski-Metrik und man schreilR?, ) =: R13. Als Matrix notiert ist

1 0 0 O
(0 -1 0 O
n=1o0 o -1 0|

0 0 0 -1

3. Allgemeiner erkdrt man auch Metriken in beliebigen Vektarideln. Doch wollen wir
hier eine Metrikd (im topologischen Sinn) auf der Mannigfaltigkdit konstruieren, um
ebenauf ihr Langen, Absinde und Winkel angeben z@hknen. Nur technisch geht man
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dazu in das Tangentidlindeltiber. Die dortige Metrik (im obigen Sinig)ist dabei zu sehen
als ein Hilfskonstrukt, das algebraisch 6ok Eigenschaften hat und aus dem die eigentliche
Metrik leicht gewonnen werden kann: und zwar x,y € M durch

d(x,y) :=inf{L(y) | ¥ Kurve vonx nachy},

wobei dieBogenéinge L(y) einer Kurvey : [0,1] — M bed4iglich der Metrikg gegeben ist
durch
1 o 1/2

L) = (| oo (310, F0))at)
Das Infimum wird angenommen in ein@eodite (geodesiy, welche dann depkiirzesten
Weg* zwischen den beiden Punkten beschreibt. Eine Kyrveil3t geodtisch, falls sie die
Bedingung

y=0 (1.6)

erfullt. Dabei ergibt diese Bedingung in der Ebene mit dem flachen Zusammenhang einfach
Geradenkurven als Geatkn (Kirzeste Verbindungswege).

Definition. Ein Zusammenhang auf TM hei3tmetrisch(odervertraglich mit der Metrik
oderkompatibe), wenn fir alle VektorfeldeiX,Y,Z € I'(TM) qilt

Xg(Yv Z) = g(DXYa Z) + g(Y? DXZ)

Remark. 1. Liest man das erst€ wieder als Richtungsableitung in RichtuXg hier von
der Funktiono — go(Yo,Zo) =: f(0), welche man ebenddx nennen knnte, so wird diese
Bedingung algebraisch wieder zu einer Produktregehlich des Produktes-Z :=g(Y, Z),
ausgeschrieben

Xo(9(Y,2)) = Go(Dx,Y; Zo) + Go(Yo, U, 2)-

2. Geometrisch bedeutet sie, dass jeder Paralleltransport Metrik-invariant ist, also alle Iden-
tifikationenen
ToM 22, T,M

sogar Isometrien sind. Anders ausgéetkt ist fur einen VektorX, € ToM und seinen Pa-
ralleltransporX, ;) entlang einer Kurver in M durcho tberall||X, )|, konstant int mit

%012 = go(Xo, Xo) —was allerdings nur im positiv definiten Fall als Norm geschrieben wird.
Also bedeutet die Bedingungnetrisch* an einen Zusammenhang, dass jeder von ihm er-
zeugte Paralleltransporéingen- und Winkel-erhaltend ist (im Sinn der Mefg)k

Diese geometrische Interpretation &thman durch Einsetzen voargsy parallelen Vek-
torfelderny, Z, womit [l Y = O wird, also die rechte Seite verschwindet. Denn dann gilt mit
Xo := 7(0) (wobeiy(0) = o sein soll)

0=%(a(¥.2)) = #0) = (11/(0) = G| (t= 7o Z0):
Die Umkehrung bekommt man durch Einsetzen ge@rthonormalbasen.
Definition. Ein Zusammenhang auf TM heil3stsymmetriscloder auchorsionsfrej falls
OkY — Oy X = [X,Y]
ist fur alle VektorfeldeiX,Y € I'(TM).
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Remark. Diese Bedingung is&quivalent zul'ﬂ} = I‘,'u weshalb von nun an die Unter-
scheidung der Indizes fallen gelassen werden soll und wir nur noch lateinische Buchstaben
schreiben wollen. Zudem soll dann der ehemaligindex hinten stehen, um eine einheit-
lichere Notation zu erhalten (was aber eine Frage der Konvention ist und unterschiedlich
gehandhabt wird). Das heif3t im symmetrischen Fall

de' Tpd) = Ml = ;.

Proposition. Besitzt M eine (semi-Riemannsche) Metrik g, so existiert genau ein metrischer
und symmetrischer Zusammenhdn® der sogenanntéevi-Civita-Zusammenhangder
Metrik-Zusammenhang. Dieser ist gegeben durch die Gleichung

29(0§Y,Z) = Xg(Y,Z) + Y9 Z,X) — Zg(X,Y)

a.7)
fur alle Vektorfelder XY, Z € I'(TM) oder lokal durch die Christoffel-Symbole
r}k = 19" (9K + kg — Agik)- (1.8)

Remark. 1. Die definierend&Gleichung (1.7) enthit zwei Speziatille: fur g-orthogona-
le VektorfelderX,Y,Z entfallt die erste Hilfte der Summe undif sogenanntéolonome
Vektorfelderdie zweite (wie in (1.8)). Dabei heiRen Vektorfeldgy, . . ., X, holonom, wenn
lokal Xj = d /el ist fir eine Kartep von M. Insbesondere ist dari;, X;] = 0 wegen der
Vertauschbarkeit partieller Ableitungen nach Schwarz, was auf (@h8). f

2. In der lokalen Beschreibung (1.8) des Levi-Civita-Zusammenhangg/sidig Koeffizi-
enten der dualen Metri”, welche gegeben ist durch

g#(g(X7 ')7 g(Y7 ')) = g(qu)a
das heiRy’ = g#(dX,dx!). Diese Koeffizienten eiilen dann einfach die Bedingung
' gj = &,

das heiRt, dieMatrix** mit Koefﬁzienteng_ij ist die Inverse zu der mit Koeffizientem,
weshalb auch oft von demversen Metrikg"“ gesprochen wird.

3. Kurz gelesen, ist der Levi-Civita-Zusammenhang (lokal) so etwas wie die logarithmische
Ableitung der Metrik, @mlich

09 =g ldg= %’ —=d(Ing).

Beweis der PropositionSoll (1 = 09 metrisch sein, so gilt

Xg(Y,Z) = 9(0OxY, Z) +9(Y,0x2),
YQZ,X) =g(0yZ,X) +9(Z,0vX),
Zg(X,Y) =g(0zX,Y) +g(X, Y).

3Die Gleichung ist definierend, wel nicht ausgeartet sein soll.
“Genauer risste es heiBeh ' = Bmit Al := g;j undBj :=g'.
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Bildet man alsoXg(Y,Z) +Y o Z,X) —Zg(X,Y), so lassen sich rechts diagonal jeweils zwei
Terme zusammenfassen, etg@lZ,X) — g(X,0zY X) = g(vZ — %Y, X) = 9([Y, Z], X)
wegen geforderter Symmetrie vaih und man erélt zusammen

9(EkY + v X, 2) +9([Y, 2], X) +9([X, Z],Y).

Addiert man nun die restlichen Terngé[X,Y],Z) — 9([Y,Z],X) +g([Z,X],Y) aus der Be-
hauptung, so heben sich die jeweils letzten Summanden auf und es bleibt — wieder wegen
Symmetrie

g(CkY + X, Z) +9([X,Y],Z) = g(OxY + Oy X + OxY — Oy X, Z) = 29([XY, Z).

1.4 KrUimmung

Definition. Die (Riemannscheriummung(curvature eines Zusammenhangsauf einer
Mannigfaltigkeit ist definiert als

R(X,Y)Z = Ok By Z — OyxZ — Ox v Z
fur VektorfelderX,Y,Z € I'(TM), also punktweise eine trilineare Abbildung
R:ToM x ToM x ToM — ToM,
oder auctR(X,Y) € EndToM), das heifdt
R: ToM x ToM — End(ToM)
ist ein,,matrixwertiger 2-Tensor*, défriimmungs-TensaderRiemann-Tensor

Remark (Geometrische Interpretatior?). Diese Definition ist eine Verallgemeinerung von
Hyperflachen irR", genauer sogar von#&then inR3, wo ,elementare” Kiimmungsbegriffe
gerade aus diesem (technischen) Tensorobjekt ableitbar sind: Dort ist die sogenannte zweite
Fundamentalfornil (X,Y) = (LX|Y) mit LX = OxN € ToM und demNormaleneinheitsfeld
N zu X. Nun ist

R(X,Y)Z = (LY |Z)LX — (LX | Z)LY

und (punktweise) die

e totale Krimmung K= detl = (R(X,Y)Y | X) = [14;(L),
e mittlere Kimmung H=trL = 5 4;(L),
e Haupt-Krtummungn (L), die Eigenwerte voih.

Dabei sind die Hauptimmungem;(L) gegeben alSchnitt-Kiimmunegn, das heil3t als
Kriummung der Kurvery,, welche durch Schnitt der &he mit den Ebenen entstehen, die
von den jeweiligen sogenannt&miimmungsvektoremlso den zugeirigen Eigenvektoren

SSiehe dazu auch [Lang, Seite 235] sowie [Hicks, Seite 154].



1.4 Kriimmung 13

vj(L), und dem Normalenvektor aufgespannt werden. Und diarnung einer Kurvey
schlie3lich er&lt man als reziproken Radilsdes sogenannteéBeriihrkreises,

K, (t) = % — 7). \

——

welcher als Limes an der Stellénfinitesimal wie Tangenten konstruiert wird. Dieser Radi-
us stimmt gerade mit der Norm der zweiten Ableitung der Kiirverein. (Genauer ist das
der Krummungbetragder Kurve, unabéingig von der Durchlaufrichtung.)

Proposition. Wieder punktweise erhalten wir
R:T(TM) xT(TM) — I'(EndTM))

als C*(M)-lineare Abbildung (Tensot), die schiefsymmetrisclst.

Beweis.Nach Definition istR R-linear und
R(X,Y)Z=—-R(Y,X)Z,

so dass Homogetdit beziglich f € C*(M) nur in der ersten und dritten Variablen nachzu-
rechnen ist. Wegen

[FX,Y] = (FX)Y =Y (fX) = £ (XY) = (Y )X = F(YX) = f[X,Y]— (Y )X
undOsx = fOx ist dann tatachlich

R(FX,Y)Z = fOxByZ — (Y )IkZ — Oy DxZ — fOy v Z + (Y f)xZ
= fR(X,Y)Z.

Zudem gilt

ROX,Y)(fZ) = Ok ((Y HZ + F0Z) — By (X )Z+ FxZ) — (X, Y]F)Z - fOx v Z
= (XY )Z+ (Y {)IxZ+ (X )y Z+ Ok By Z
—(YXH)Z— (XF)yZ— (Y f)IxZ — f Oy OxZ
—([X,Y]F)Z~ fOxyZ
= fR(X,Y)Z.

Definition. Dann ist wiedeR eindeutig bestimmt durch die Tensor-Koeffizienten

R}H = d@'R(d, A3},

alsoR(dk, d)dj = R}kl di.
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Remark. In Cartan-Sichtweiseder Formenschreibweise ist mit
R(X,Y)dj = F/(X,Y)a, (1.9)

eine (glatte) 2-ForfF gegeben, di&rimmungs-2-Form Fund es gilt die Zweit€artan-
Strukturgleichung _ o

Fl = dA +ANAS
was physikalisch aleldstirke F = dA+AAA= (d+A)A =: daA gelesen wird, amlich
die kovariante Ableitung der Zusammenhangs-1-FéwnDas heildt, die (geometrische)
KrimmungR ,,ist* die (physikalische) FeldatkeF (via (1.9)).

Beweis. Mit Ox o), :A} (X)) ist

F/(X,Y)d = DxOyd) — Oy Ox ) — Ox v
= O (A(Y)ah) — D (A(X)a) = A{(IX,Y))a)
= X(A[(Y))a +A VA X)A—Y (A (X)) d — AX)A(Y ) ok — A (X, Y])a
= dA (X,Y)d + (AN AN,

durch Tausch der Summationsindizesdk im letzten Schritt. ]

Corollary. Mit Al(X)d = Al (d@®(X)ds)d; = dpS(X)Al (ds) ok = deS(X) Ty, d) = dS(X)soh
lasst sich auch A= Tl dg® schreiben, so dass
R}kl = (dA + @ ATl dg") (k. )
= A (d) — AA (k) — A [0k, A]) + T — Ty T

ist, das heif3t wegej@, d] = 0
R

Jk| - 8kr}| - 8| r;k ‘l‘ r:,krh - r:,| rIk

Definition. Nun definiert man noch diRicci-KrummungRic als sogenanntericci-Tensor
mit den Koeffizienten _
Ri = Ri;-

Global geschrieben heil3t ddgy = Ric(dj,dx) und
Ric(Y,Z) = trR(Y, .)Z = tr(X — R(Y,X)Z),

wobei die Spur punktweise zu lesen ist, auf jedem Tangentialiain Desweiteren defi-
nieren wir dieSkalare KilmmungScal durch Kontraktion des Ricci-Tensors,

Scal = Rl := g*Ry,

wobei allgemein das sogenanktmaufzieherfraising) bzw.Herunterzieherflowering) von
Indizes im Ricci-Kalkil auf diese Weise definiert ist: Zu einem Ten3p¢hier ein Vektor)
soll (der duale) TensdF' := g/ T; sein, das heiRt digMultiplikation* mit (inverser) Metrik
oder genauer ddgbergangl — g(T,.).

Balternierend und linear
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In globaler Fassung ist die Skalaretlinmung Scal, die im Tensor-Kalkoft auchR = Rj:
genannt wird (was vorsichtig von der Bezeichnung dasnungstensors zu unterscheiden
ist),

Scalo) =tr&

mit dem Operatols,, der eindeutig gegeben ist als Kovarianz-Operator der Bilinearform
Ric(X,Y) =:g(X,SY) (ano € M), also genaue®, € EndToM) oderSe I'(M,End TM)).

Man beachte, dass im Fall von metrischen Zusamr@aegén der Ricci-Tensor Ric symme-
trisch ist.

Remark. Durch zweimalige Spurbildung wird letztlich die Skalarelkimung zu einem
,Skalar‘, das hei3t unter Koordinatenwechsel X' = ¢(x) transformiert sich das Objekt
in lokaler Darstellung als

Scalx) = Scal(x') = (Scalo¢) (x).

Diese Eigenschatibertagt sich auf die Operation der zugelygen Symmetriegruppe und
wird so eine Invarianz der im folgenden beschriebenen Aktion unter dieser Gruppen-Ope-
ration erzeugen, welcheif die physikalische Beschreibung essentiell ist. Vergleiche die
Bemerkung auf Seite 16.

2 Feldtheorie der Gravitation

Wir wollen nun dieFeldtheorieder Gravitation beschreiben, di&instein-Hilbert-Theorie
Albert Einsteinund David Hilbert entdeckten fast zeitgleich 1915/16 [Todorov] diejenige
invariante Aktion, deren Minima gerade die Einstein-Gleichungeillert.

2.1 Einstein-Hilbert-Aktion und Einstein-Feldgleichungen

Beginnend mit einer Metrilg auf der RaumzeiM haben wir nun den zugéhgen Levi-
Civita-Zusammenhan@? konstruiert und dessen KmmungstensoreR?, Ric und Scdl
und erhalten damit als Eich-invariafntéktionoderWirkungauf denGravitations-Felden

A/ = {Lorentz-Metrikeng aufM }

der Lorentz-Metriken auf der Raumzeit, welche die Gravitation dRabmzeit-Kilmmung
modellieren, dieEinstein-Hilbert-Aktiof Sey : .7 — R,

S=n(0) ::/MScan\@.

Nach demPrinzip der minimalen Wirkundur ,echte®, sprichphysikalische Feldefiihrt
diese durch Variation der Feldvariablgn

Sh(g)h= —/ <Ric9—%8ca9-g|h>d\@ L 0 fur allehe Ty,
M

’siehe Bemerkung unten
8Zur Einstein-Hilbert-Aktion siehe im Anhang den Vergleich fitiichen Aktionen (Seite 18).
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(siehe hierzu [Bertschinger, Seite 15] oder [Ammarar]Bauf die Feldgleichungerder
Gravitation, dieEinstein-Gleichungen

. 1
EY9 :=RicY -5 Scaf .g 2 0.

Hier heiRtE = E9 Einstein-TensooderEinstein-KiimmungDie wirklichen Feldgleichun-
gen der Allgemeinen Relatidtstheorie erélt man allerdings erst, wenn die Wirkung der
Metrik g auf dieMaterie-Felderbericksichtigt wird. In dekiblichen Aktion dieser Materie-
felder¢ (je nach Theorie)

$0)= | L0y

ist nun die Metrikg zu beficksichtigen, die noch die Einstein-Gleichungeriibeh muss.
Die volle Aktion S(g,¢) := Sen(g) + Sy (¢) fuhrt dann &r g auf die Feldgleichungen (in
Koordinaten und mit Konstanten)

Eik = Rk — ;gjk = 8ﬂc—(i'ﬁk,
wobeiG die Gravitationskonstantee die Lichtgeschwindigkeitind Ty, der Energie-Impuls-
Tensor(stress-energyist, welcher die Masseverteilung auf der Raumzeit angibt. Hier schrei-
ben wir wiederR fur die Skalare Kiimmung, um didibliche Form der Gleichungen zu

erhalten.

Remark. Die Feldgleichungen beschreiben jedoch noch immer nicht die physikalischen
Felder. Die Formulierung irhagrange-Kalkil hat ramlich zur Handhabung der Rechnung
verschiedene Symmetrien unterschlageniieherweise durch die Operation eirgmm-
teriegruppe(auchEich-Gruppe(gauge group) ¢ auf dem Feldern# ausgedickt werden.
Um also eine Abbildung

SEH ,////% — R
auf dem wirklichen Feldraunv# /% zu erhalten, muss dieagrange-Aktion &y invariant
sein unter der Aktion der Grupp£. In diesem Fall ist

@ = Diff +(M)

die Gruppe der orientierungserhaltend@iffeomorphismerauf der RaumzeiM, welche
durchPullbackauf den Metriken operiert:

GxM— M, (0,9 — ¢'g

(siehe folgende Tabelle).UF die Eich-Invarianz(gauge invarianck oder Kovarianz der
Einstein-Hilbert-Aktion unter dieser Gruppen-Operation, das heif3t

S(¢*g) =S(g) oderkurz ¢*S=S§

geriige hier eine Auflistung der transformierten differentialgeometrischen Objekgg st
(071 *gund® ;= Top, also® = Ty, (¢ 1), so gilt:

Transformiertes Objekt Transformationsformel

Metrik ¢ g = ((9759)o(X,Y) = Gy() (DX, BY)
Levi-Civita-Zusammenhang?  (AL(X)Y = CD*1A¢(O) (OX)DY + D~ 1d,P(X,Y)
Riemann-TensoRY F5(X,Y) = ®71F, ) (PX, DY) D

Skalare KtimmungScaP Scal = Scab¢

Volumen-Element ¢/ dVy = |detd|,/| detg| o pdx
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Dann liefert die Trafo-Formel die behauptete Invarianz der Aktion:
SH(d) = / Scafl dVy = / (Scaf /| detg|) o ¢|detd|dx = Sen(9).
M M

Genauere Ausihrungen zu Invarianz und Symmetriegruppe finden sich in der separaten
(englischen) Ausarbeitungymmetries of the Einstein-Hilbert actifieckert].

2.2 Losungen der Feldgleichungen

Im weiteren Verlauf des Seminars sollen nuiissingerg der Einstein-Gleichungen ange-
geben werden, das heil3t Metriken o&anstein-Feldeibzw. Gravitationd=elderjeweils fur
bestimmte Situationen von Raumz®ltund Energie- bzw. Masse-Verteilufig (Energie-

Impuls-Tensor). Diese sind im einzelnen:

Name der Metrik Raumzeit-Situation

Robertson-Walker M= S® ¢ R* homogenes Universumit konstanter Expansion
Friedman-Lemdre Erweiterung auf nicht-konstante Expansion

Schwarzschild M= S? x R*  R* Schwarzes Loch

Kerr Erweiterung um eine Rotationssymmetrie

Zudem soll gezeigt werden, dass im Rdl= R1*1 alle Metriken die Einstein-Gleichungen
erfullen, was zwar nur eitoy modelist, doch spielt dieses Resultat in der String-Theorie
wiederum eine wichtige Rolle.

Zuletzt soll eine Einfihrung gegeben werden 8pinor-Felder welche fir die Formulierung
von Super-Gravitationstheorieidtig sind.


http://www.mathematik.uni-marburg.de/~eckert/Scripts/SymmetriesEH.pdf
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A Vergleich von Einstein-Hilbert-Aktion und Ublichen Ak-
tionen

Bei deniblichenbosonischemktionen wie derYang-Mills-Aktionwird die (kovariante)
AbleitungDA = DaA des Felde# gebildet und desserdngeliber die Raumzeit integriert:

A— DA — /M||DAH2 — S (A).

Im Gegensatz dazu wird bei der Einstein-Hilbert-Aktion aus dem gretdt der Levi-Civita-
Zusammenhangl gebildet, der als Zusammenhangs-1-Form nun damg-Mills-Feld A
entspricht. Jedoch wird nun nicht die Norm dessen (kovarianter) Ableitung benutzt, sondern
der skalare Kimmungstensor al®= DI" gebildet und integriert:

g—T ~ %g — R= DI — Scal— / Scal= Sn(9).
M

Diese Konstruktion ist einerseits analog, andererseits jedoch auch wiederum verschieden:
es treten nun zweite Ableitungen des Feldes auf und es wird auch nidittldiee, Norm*
integriert sondern ein skalarer Tensor. Um diese Unterschiedibewinden und eine ein-
heitliche Beschreibung aller (bosonischen) Felder zu finden, einschlie3lich des Gravitons,
fuhrt Alain Connes zusammen mit John Lott und Ali H. Chamseddine einen verallgemei-
nertenDirac-Operator[)q ein, der beide bosonischen Theorien einbettet in eine eigentlich
von denFermionenFeldern bekannte Beschreibung. Siehe hierzu [Tolksdorf].
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