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Zusammenfassung

Diese Vortragsausarbeitung zum SeminarGeometrische Analysis im WS 2004/05 mit
dem Thema Super-Gravitation stellt einige Grundbegriffe der Differentialgeometrie be-
reit, die f̈ur die (allgemeine Relativitätstheorie der)Gravitation ben̈otigt werden. Das
Gravitationsfeld wird dort beschrieben als Eigenschaft des Raumes, die letztlich in ei-
nerMetrik auf der Raumzeit kodiert ist. In denEinstein-Feldgleichungendes Gravitons
mit der Metrik als dynamischer Variable geht diese zudem in zweiter Ordnung ein, ge-
nauer als (Ricci- und skalarer)Krümmungstensorder Metrik. Diese Kr̈ummung ist die
Krümmung des Metrik-Zusammenhangsauf dem Tangentialb̈undel, auchLevi-Civita-
Zusammenhang genannt.
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2 1 DIFFERENTIALGEOMETRIE

1 Differentialgeometrie

1.1 Tangentialb̈undel und Vektorbündel

In diesem ersten Abschnitt werden einige Grundbegriffe aus der Theorie glatter Mannig-
faltigkeiten rekapituliert, welche eigentlich vorausgesetzt wird und etwa in [Jänich] oder
[Hicks] sowie in [Br̈ocker/J̈anich] alsÜbersicht nachgeschlagen werden kann. Daher ist die-
se Darstellung kurz gehalten und dient eher dem Einführen der Notation. Dennoch werden
alle wichtigen Eigenschaften genannt.

Die Raumzeit(space-time) in physikalischen Theorien wird beschrieben als glatte (4-dimen-
sionale)Mannigfaltigkeit Mmit Kartenϕ,ψ,

M ⊃U −→V ⊂ Rn

und Punkteno, p∈ M. In physikalischen Texten wird dabei oft nur von Punkten

x =
(
xµ

)
µ∈n =

 x0

...
xn−1

 ∈V ⊂ Rn

gesprochen, verbunden mitÜbergangsregeln in eine andere Karte (desselben Punkteso =
ϕ−1(x)). Raumzeit-Indizes sind per Konvention griechische Buchstabenµ,ν , um sie von
Indizes anderer, später auftretender Objekte zu unterscheiden.

Die lokale Beschreibung einer Mannigfaltigkeit (alsRn) wird für jedes Objekt auf und im
Zusammenhang mit Mannigfaltigkeiten eine lokale Beschreibung desselben erfordern oder
nahelegen, die auch im Folgenden stets gegeben werden soll. Denn für das Versẗandnis
eines Objektes sind beide Darstellungen hilfreich, die lokale wie die globale, welche oft
übersichtlicher und geschlossener ist. In der lokalen Beschreibung ist jeweils anzugeben,

”
wie sich ein Objekt transformiert“, das heißt wie sich seine Darstellung inx ∈ Rn unter

Kartenwechselψ ◦ϕ−1 aufx′ = ψ
(
ϕ−1(x)

)
ändert.

Definition. DerTangentialraumanM im Punkto∈ M ist

ToM =
{

Xo : C∞(M)−→ R
∣∣ Xo linear und derivativ

}
,

wobei dieDerivationseigenschaft

Xo( f g) = (Xo f )g(o)+ f (o)(Xog)

für f ,g∈C∞(M) einfach die Produktregel bedeutet. Zum Verständnis folgende

Remark. 1. Diese Definition gibt eine praktische, nämlich (algebraisch) bequeme Beschrei-
bung der Linearisierung1 einer Mannigfaltigkeit in einem Punkt oder anders gesagt dem
tangentialen Anlegen eines linearen Raums. Genauer ist für eine Hyperfl̈acheM ⊂ Rn

ToM ∼=
{

γ̇(0)
∣∣ γ glatte Kurve inM durcho

}
,

wobeiγ
”
Kurve in M durcho“ heißt, wennγ : ]−ε,ε[ −→ M für einε > 0 ist mit γ(0) = o.

Hier ist γ̇ = γ ′ die geẅohnliche Ableitung der Kurve imRn. Das heißt, der Tangentialraum

1lineare Approximation
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ist die tangentiale Hyperebene. Vergleiche insbesondere [Jänich] zur Nebeneinanderstellung
verschiedener Beschreibungen des Tangentialraumes.

2. Warum eine Derivation? F̈ur einen VektorX ∈ Rn (ano) und f ∈C∞(Rn) ist Xo mit

Xo f := X · (∇f )(o) = ∂X f (o)

gerade eine Derivation aufC∞(Rn), nämlich schlicht die Richtungsableitung nachX aus-
gewertet ino. Umgekehrt ist jede solche Derivation schon die Ableitung in Richtung eines
VektorsX.

Diese Identifikation vonX und∂X entspricht einem allgemeinen Konzept: oft wird Geome-
trie, genauer werden geometrische (oder auch andere) Objekte, behandelt durchÜbergang
von den Elementen zu Operatoren auf Funktionenalgebren (über diesen Objekten), hier die
Richtungsableitung. Und zwar weil diese oft schönere Eigenschaften haben: algebraischer,
vollständiger etc. oder einfach weil diese analytischer zu behandeln sind. Gleiches findet
etwa beim Dualraum eines Vektorraumes statt, der im Endlichdimensionalen isomorph ist,
sonst der

”
Abschluss“; oder auch bei Homotopie und Homologie, die nicht 1:1 aber doch

wichtige Eigenschaften der Topologie abbilden.

Proposition. Eine Karteϕ : U −→ V induziert n Tangentialvektoren∂µ

∣∣
o := ∂/∂ϕµ |o ∈

ToM für µ = 0, . . . ,n−1, kurzµ ∈ n, durch

∂

∂ϕµ

∣∣∣∣
o

f :=
∂
(

f ◦ϕ−1
)

∂xµ

(
ϕ(o)

)
∈ R, f ∈C∞(M).

Diese Vektoren bilden eineBasis des TangentialraumsToM, welcher insbesondere wie die
unterliegende Mannigfaltigkeit M Dimension n besitzt.

Manchmal wird auch verk̈urzend∂/∂xµ geschrieben, weil die Karte selbst alsx mit Kompo-
nentenxµ bezeichnet wird, diese mit ihrem Bildpunkt identifizierend, und zudem der Punkt
o mit x identifiziert und gleichzeitig unterschlagen beziehungsweise als in der Notationxµ

enthalten angesehen wird. Solch irreführende Bezeichnungen sollen hier aber nicht verwen-
det werden.

Definition. DasTangential-B̈undelüberM ist nun definiert als

TM =
⋃

o∈M

ToM

mit KartenTU
∼=−→V×Rn (für eine Karteϕ : U −→V vonM), gegeben durch die Zerlegung

bez̈uglich obiger Basis:

TU 3 Xo =: ∑
µ∈n

wµ ∂

∂ϕµ

∣∣∣∣
o
7−→ (ϕµ(o),wµ)µ∈n = (ϕ(o),w) ∈V×Rn. (1.1)

Insbesondere istTM 2n-dimensional.

Remark. Zur Vereinfachung der Schreibweise soll im Folgenden dieEinsteinsche Summen-
konventionzugrunde gelegt werden, in derüber Indizes, die obenund unten vorkommen,
stets summiert wird. Damit lässt sich etwa der VektorXo ∈ ToM aus (1.1) schreiben als
Xo = wµ ∂µ

∣∣
o.
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Remark. WegenV ×Rn = TV ist die Karte einfachTϕ : TU −→ TV, das Tangential der
Kartenabbildungϕ : U −→V aufM (welches hier nicht eingeführt wurde).

Das Tangentialb̈undel TM ist ein Spezialfall von allgemeinen Vektorbündeln, deren Be-
schreibung zum Verständnis vonTM selbst beitragen kann, zusätzlich n̈utzlich ist für im
Folgenden weitere B̈undel sowie wichtig wird in denYang-Mills-Feldtheorien, wo dieFel-
der (als Modellierung der physikalischen Teilchen) Werte in völlig anderen Vektorb̈undeln
annehmen.

Definition. Ein Vektor-B̈undelüber einer MannigfaltigkeitM, demBasisraum, ist eine Man-
nigfaltigkeit E, derTotalraum, mit einer glattenBündel-Projektionπ : E −→ M und lokalen
Trivialisierungen

E|U := π
−1(U)

∼=−→U ×Km,

die gegeben sind in der Form(π|U ,hU), so dass auf einerFaser Eo := π−1(o) ⊂ E über
o∈ M der zweite Teil ein linearer Isomorphismus aufKm ist, insbesondere die Fasern (iso-
morphe) Vektorr̈aume sind.

Die letzte Bedingung ist etwas verkürzt, da die Faser noch keine lineare Struktur trägt, und
kann pr̈azisiert werden zu der Bedingung, dass für zwei offene TeilmengenU,V ⊂M, dieo
enthalten, diëUbergangsfunktionen

gU
V (o) := hV |Eo

◦ h−1
U

∣∣
Eo
∈ GL(Km) (1.2)

lineare Isomorphismen sind. Dabei sollen die MengenU eine offeneÜberdeckung vonM
bilden.

Example. Im Fall des Tangentialb̈undelsE = TM ist die Bündelprojektionπ einfach

TM⊃ ToM 3 Xo 7−→ o∈ M

und die lokalen Trivialisierungen sind gerade die Karten-Abbildungen (1.1), worin nurV
durchU ersetzt, also in erster Komponente keinϕ angewandt wird. Die Standardfaser ist
Rn, alsom= n, und eine einzelne Faser notationskonformToM.

Remark. Die ÜbergangsfunktionengU
V ∈C∞(

U ∩V, GL(Km)
)

aus (1.2) erf̈ullen dieKozy-
kelbedingung

gV
W gU

V = gU
W und gU

U = 1m. (1.3)

Umgekehrt definiert ein Kozykel
(
gU

V

)
von Übergangsfunktionen mit (1.3) bereits ein Vek-

torbündel überM mit StandardfaserKm, das bis auf Isomorphie eindeutig ist. DieÜber-
gangsfunktionen kodieren also die Struktur eines Vektorbündels – ein Resultat, das in der
Algebraischen Geometrie als Zugang genutzt wird.

Example. Der einfachste Fall eines Vektorbündels ist dastriviale Bündel E:= M×Km mit
Projektion auf die erste Komponente als Bündelprojektion und globaler Trivialisierung idE.

Example. DasMöbiusband E:= [0,1]×R/∼mit Twist (0,v)∼
(1,−v) ist ein nicht-triviales Vektorb̈undel mit B̈undelprojektion
auf die

”
erste Komponente“M := S1 = [0,1]/0∼1 und lokalen

Trivialisierungen gegeben durchhU = idE|U×R für U ⊂ [0,1]
offen und eingebettet inS1 (auchU = [0,1]\ [a,b]).
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Definition. Ein weiterer Spezialfall eines Vektorbündels ist dasKotangential-B̈undel

T#M = (TM)# =
⋃

o∈M

T#
o M

mit dualen Fasern T#o M = (ToM)# = Hom(ToM,R).

Remark. Allgemein lassen sich für ein Vektorb̈undelE faserweiseneue B̈undel konstruie-
ren, etwa die Summe von zwei Vektorbündeln, Tensorprodukte, dann auch das zugehörige
Endomorphismen-B̈undel End(E) = E#⊗E etc. F̈ur ein (allgemeines)duales B̈undel E#

werden die lokalen Trivialisierungen zuh#
U =

(
(hU)#

)−1
und ebenso diëUbergangsfunktio-

neng#U
V =

((
gU

V

)#)−1 = (gV
U)# = (gV

U)t .

Lokal lässt sich das Kotangentialbündel beschreiben̈uber dieduale Basisvon Kovektoren
dϕµ := ∂ #

µ , das heißt

dϕ
µ ∂

∂ϕν
= δ

µ

ν =

{
1 µ = ν

0 µ 6= ν
.

Wie oben erẅahnt, wird insbesondere für diese in der Literatur oftdxµ geschrieben, auch
auf Mannigfaltigkeiten.

1.2 Schnitte und Vektorfelder

Definition. Als Schnittin einem Vektorb̈undelE überM bezeichnet man eine (glatte) Ab-
bildung s vom BasisraumM in das B̈undelE, welche jeden Punkto ∈ M in seine Faser
abbildet, alsoso := s(o) ∈ Eo:

Γ(E) := Γ(M,E) :=
{

s∈C∞(M,E)
∣∣ π ◦s= idM

}
.

Dabei heißtf : M −→ N für zwei MannigfaltigkeitenM,N glatt, f ∈C∞(M,N), wenn f̈ur je
zwei KartenϕM,ϕN vonM undN die AbbildungϕN ◦ f ◦ϕ

−1
M glatt ist (inRn).

Remark. Die SchnitteΓ(E) bilden einenC∞(M)-Modul mit punktweisem Produkt

( f s)o := f (o)so für f ∈C∞(M,R) und s∈ Γ(M,E).

Denn wegen( f s)o ∈ Eo ist f s wieder ein Schnitt.

Definition. Wichtigstes Beispiel von Schnitten sind (Tangential-)Vektorfelder, das heißt
Schnitte im Tangentialb̈undel:

X (M) := Γ(TM) 3 X : o 7−→ Xo.

Proposition. Lokal lässt sich ein Vektorfeld X∈ Γ(TM) schreiben als

X|U = Xµ
∂µ mit Xµ ∈C∞(U,R),

wobei∂µ ∈ Γ(TM) das Vektorfeld o7→ ∂µ

∣∣
o sein soll. Das heißt Xo = Xµ(o) ∂µ

∣∣
o (Einstein-

sche Summenkonvention verwendet).
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Remark. IstX ∈Γ(TM) und f ∈C∞(M,R), so erḧalt man eine neue FunktionXf ∈C∞(M,R)
durch

(Xf)(o) := Xo f ∈ R.

Anders gesagt operieren die Vektorfelder auf den Funktionen,

Γ(TM)nC∞(M)−→C∞(M), (X, f ) 7−→ Xf.

Wendet man auf diese Funktion ein zweites VektorfeldY an, so ergibt sich aber nicht wieder
ein Vektorfeld, so dass auf diese Weise kein Produkt auf den Vektorfeldern zu definieren ist.
Denn einerseits ist

X
(
Y( f g)

)
= X

(
(Y f)g+ f (Yg)

)
=

(
X(Y f)

)
g+(Y f)(Xg)+(Xf)(Yg)+ f

(
X(Yg)

)
,

was aber̈ubereinstimmen m̈usste mit(
(XY) f

)
g+ f

(
(XY)g

)
=

(
X(Y f)

)
g+ f

(
X(Yg)

)
.

Wegen der Symmetrie der mittleren Störterme zeigt diesëUberlegung jedoch folgende

Proposition. Durch dasKommutator-Vektorfeld[X,Y] mit

[X,Y] f := X(Y f)−Y(Xf)

lässt sich ein Produkt auf den Vektorfeldern definieren – welches genauerΓ(TM) zu einer
Lie-Algebramacht, also nicht assoziativ ist, sondern dieJacobi-Identiẗaterfüllt:

[[X,Y],Z]+ [[Y,Z],X]+ [[Z,X],Y] = 0.

1.3 Affine Zusammenḧange

Definition. Ein (affiner)Zusammenhang(connection) auf einem Vektorb̈undelE überM ist
eine bilineare Abbildung

∇ : Γ(TM)×Γ(E)−→ Γ(E), (X,s) 7−→ ∇Xs,

so dass

1. ∇X für jedesX ∈ Γ(TM) eineC∞(M)-Derivation ist, das heißt

∇X( f s) = (Xf)s+ f ∇Xs

für alle f ∈C∞(M), s∈ Γ(E), und

2. ∇� s für jedess∈ Γ(E) linear istüberC∞(M), das heißt

∇f X s= f ∇Xs

für f ∈C∞(M) undX ∈ Γ(TM).
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Remark. 1. Die beiden Bedingungen sindäquivalent dazu, dass∇ herkommt von derivati-
ven linearen Abbildungen

∇ : ToM×Γ(E)−→ Eo,(Xo,s) 7−→ ∇Xos,

die
”
glatt zusammengesetzt“ sind (was in der lokalen Darstellung ersichtlich werden wird).

Zum Versẗandnis von Zusammenhängen folgende zwei Punkte:

2. Ein Zusammenhang∇ auf einem Vektorb̈undelE liefert einen (fast) kanonischen Isomor-
phismus (also einen

”
Zusammenhang“) ziwschen den Fasern, und zwar durchParalleltrans-

port vonvo ∈ Eo nachvp ∈ Ep längs einer Kurveγ in M vono nachp, kurz

Eo
∼=γ Ep.

Dieser Paralleltransport wird folgendermaßen konstruiert: Zu einer Kurveγ : [0,1]−→M mit
γ(0) = o undγ(1) = p sowie einem B̈undelvektorvo ∈ Eo liefert dieParallelitätsbedingung

∇̇γ s= 0, s0 = vo,

an einen Schnitts∈ Γ(E) entlang der Kurve das Anfangswertproblem

dvi

dt
+

dγµ

dt
Γi

µ j

(
γ(t)

)
·v j(t) = 0, v(0) = vo,

und dessen L̈osungs mit v = s◦ γ den
”
parallel verschobenen“ Vektorvp := v(1) (Liftung).

3. Ein Zusammenhang∇ lässt sich auch auffassen als eine Art Richtungsableitung∇Xs von
Schnittens∈ Γ(E) längs eines VektorfeldesX ∈ Γ(TM), woher auch die Schreibweise∇X

stammt. Dies wird ersichtlicher aus der lokalen Darstellung (1.5) und noch einmal später
auf eine geometrische Weise (siehe (1.6)). Und aus diesem Grund wird ein Zusammenhang
auchkovariante Ableitungvon Vektorfeldern genannt.

4. Manchmal wird ein Zusammenhang auch in Tensorprodukt-Schreibweise eingeführt als
lineare Abbildung∇: Γ(TM)⊗Γ(E)−→Γ(E), was dasselbe ist, da das TensorproduktV⊗W
von zwei Vektorr̈aumenV,W gerade die universelle Eigenschaft hat, zu jederbilinearenAb-
bildungV×W−→ F genau eine

”
passende“lineareAbbildungV⊗W−→ F bereitzustellen.

5. Eigentlich sind wir hier nur an Zusammenhängen auf dem TangentialbündelE = TM in-
teressiert, welche oft einfach als Zusammenhang aufM bezeichnet werden. Die allgemeine
Darstellung macht aber die unterschiedlichen Rollen der einzelnen Vektorfelder deutlicher
und wird daher noch beibehalten.

Lokale Beschreibung

Zur lokalen Beschreibung eines Zusammenhanges∇ auf einem Vektorb̈undelE wählen wir
eineBasis(frame) im Bündel, also Schnitte(ei)i∈m ⊂ Γ(E|U), die punktweise Basis der
Fasern sind, das heißte0(o), . . . ,em−1(o) ist Basis vonEo. Dann l̈asst sich (̈uberU)

∇Xej = ∑
i∈m

ΓX
i
j ei

punktweise in diese Basis entwickeln und speziell für X = ∂µ erhalten wir folgende
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Proposition. Die Christoffel-Symbole

Γµ
i
j := ei∇∂µ

ej = e#
i

(
∇∂µ

ej
)
∈C∞(M,R), (1.4)

also die Koeffizienten der Basiszerlegung∇∂µ
ej = Γµ

i
j ei , bestimmen den Zusammenhang∇

bereits eindeutig.

Beweis.Mit X = Xµ∂µ ∈ Γ(TU) unds= sjej ∈ Γ(E|U) ist

∇Xs= ∇Xµ ∂µ
(sjej) = Xµ

(
(∂µsj)ej +sj∇∂µ

ej
)

= Xµ
(
(∂µsi)+sjΓµ

i
j

)
ei (1.5)

nach Definition der Koeffizienten.

Remark. Insbesondere ist mit∇µ := ∇∂µ
(und Summation̈uberi auf beiden Seiten)

∇µ(siei) = (∂µsi +Γµ
i
j s

j)ei ,

also∇µ = ∂µ +Γµ = ∂µ ·1m+Γµ als Matrizen oder ausführlicher

∇µs= (∂µ +Γµ )s= ∂µs+Γµ s=

 ∂µs0

...
∂µsm−1

+
(

Γµ
i
j

) s0

...
sm−1

.

Das heißt,∇µ ist eine verallgemeinerte partielle Ableitung, weshalb oft kurz∇µsiei =: si
;µ ei

geschrieben wird, also
si
;µ = ∂µsi +sjΓµ

i
j .

Solche Notation ausschließlich in Komponenten (und Einsteinsche Summenkonvention)
wird Ricci-Kalk̈ul oderTensor-Kalk̈ul genannt und soll zu den einzelnen Objekten hier auch
stets noch einmal angegeben werden.

Remark. Umgekehrt zur Aussage der Proposition bekommt man die Existenz von Zusam-
menḧangen mit dieser lokalen Darstellung der Christoffel-Symbole (1.4) und glatter Partiti-
on der Eins

(χU)⊂C∞(M, [0,1]), suppχU ⊂U, ∑
U

′
χU = 1,

wobei die Summe lokal endlich sein soll. Für Xo ∈ ToM unds∈ Γ(E) ist ∇Xos in Eo anzu-
geben. Schreibe dazus= 1 · s= ∑U χUs= ∑U(χUs) jej und setzeUΓµ

i
j := 0. Die endliche

Summe l̈auft dabei nur̈uber dieU ⊂ M, die o enthalten. Der so konstruierte Zusammen-
hang hat allerdings keine interessanten Eigenschaften; vergleiche jedoch den Levi-Civita-
Zusammenhang in (1.7) weiter unten.

Zusammenhangs-1-Form

Neben der globalen sowie der lokalen Darstellung in Christoffel-Symbolen soll hier eine
weitere (ebenfalls lokale) Beschreibung vorgenommen werden, welche vor allem aus physi-
kalischer Sicht und zur Formulierung von Lagrange-Funktionalen nützlich ist. Doch ist diese
sogenannteCartan-Sichtweiseauch vom mathematisch-geometrischen Standpunkt vorteil-
haft, worauf hier aber nicht weiter eingegangen wird.2

2Vergleiche [Sharpe]:Differential Geometry – Cartan’s Generalization of Klein’s Erlangen Program.
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Definition. DurchAi
j (X) := ΓX

i
j , also

∇Xej = Ai
j(X)ei ,

ist (lokal) eine (globale) Matrix-wertige, genauer End(E)-wertige 1-Form gegeben, die so-
genannteZusammenhangs-1-Form Azu einem Zusammenhang∇. Das heißt

A∈ Γ
(
M,TM#⊗End(E)

)
=: Λ1(M, End(E)

)
,

wobei End(E) das punktweise gebildete VektorbündelüberM ist mit Faser End(Eo) übero.
Anders gesagt istAo(Xo) ∈ End(Eo) für o∈M undXo ∈ ToM, und f̈ur alle glatten Vektorfel-
derX ∈ Γ(TM) unds∈ Γ(E) ist die AbbildungM 3 o 7→ Ao(Xo)so = (∇Xs)o ∈ E glatt.

Differentialgeometrie

Bisher bewegte sich die Darstellung lediglich in der Differentialtopologie. Nun wollen wir
zur eigentlichen Differentialgeometriëubergehen.

Definition. Eine Metrik g= (go) auf einer MannigfaltigkeitM ist eine glatte Familie von
nicht-ausgearteten symmetrischen Bilinearformengo aufToM für alleo∈M. Dabei bedeutet

”
glatte Familie“, dass die Funktion

M 3 o 7−→ go(Xo,Yo) ∈ R

glatt ist für alle glatten VektorfelderX,Y ∈ Γ(TM). Also istg∈ Γ(M,⊗2TM#) =: T2M ein
symmetrischer 2-Tensor aufM.

Remark. 1. Istüberallgo sogar positiv definit, also ein inneres Produkt aufToM, so schreibt
man auch

(
〈X |Y〉

)
o = 〈Xo |Yo〉o und nennt die Metrikg = 〈 � | �〉 eineRiemannsche Me-

trik nach dessen Habilitationsschrift [Riemann]. Im indefiniten Fall werden solche Metriken
auchsemi-Riemannsche Metrikgenannt mitSignatur(p,q) (wobei p+ q = n ist) und bei
Signatur(1,q) auchLorentz-Metrik.

2. Lokal lässt sich eine Metrik̈uber dieMetrik-Komponenten

gµν := g(∂µ ,∂ν) ∈C∞(U,R),

das heißtgµν(o) = go(∂µ

∣∣
o , ∂ν |o), beschreiben, n̈amlichg(X,Y) = gµνXµYν für X = Xµ∂µ

undY = Yν∂ν . Also hat man auch

g|U = gµνdϕ
µ ⊗dϕ

ν = 1
2gµνdϕ

µ ∨dϕ
ν .

Beispielsweise heißt die Lorentz-Metrik aufR4 mit den (hier globalen) Koeffizientengµν =
ηµν :=±δµν Minkowski-Metrik, und man schreibt(R4,η) =: R1,3. Als Matrix notiert ist

η =

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

.

3. Allgemeiner erkl̈art man auch Metriken in beliebigen Vektorbündeln. Doch wollen wir
hier eine Metrikd (im topologischen Sinn) auf der MannigfaltigkeitM konstruieren, um
ebenauf ihr Längen, Absẗande und Winkel angeben zu können. Nur technisch geht man
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dazu in das Tangentialbündelüber. Die dortige Metrik (im obigen Sinn)g ist dabei zu sehen
als ein Hilfskonstrukt, das algebraisch schöne Eigenschaften hat und aus dem die eigentliche
Metrik leicht gewonnen werden kann: und zwar für x,y∈ M durch

d(x,y) := inf
{

L(γ)
∣∣ γ Kurve vonx nachy

}
,

wobei dieBogenl̈ange L(γ) einer Kurveγ : [0,1] −→ M bez̈uglich der Metrikg gegeben ist
durch

L(γ) =
(∫ 1

0
gγ(t)

(
γ̇(t), γ̇(t)

)
dt

)1/2
.

Das Infimum wird angenommen in einerGeod̈ate (geodesic), welche dann den
”
kürzesten

Weg“ zwischen den beiden Punkten beschreibt. Eine Kurveγ heißt geod̈atisch, falls sie die
Bedingung

∇γ̇ γ̇ = 0 (1.6)

erfüllt. Dabei ergibt diese Bedingung in der Ebene mit dem flachen Zusammenhang einfach
Geradenkurven als Geodäten (k̈urzeste Verbindungswege).

Definition. Ein Zusammenhang∇ auf TM heißtmetrisch(oderverträglich mit der Metrik
oderkompatibel), wenn f̈ur alle VektorfelderX,Y,Z ∈ Γ(TM) gilt

Xg(Y,Z) = g(∇XY,Z)+g(Y,∇XZ).

Remark. 1. Liest man das ersteX wieder als Richtungsableitung in RichtungX, hier von
der Funktiono 7→ go(Yo,Zo) =: f (o), welche man ebenso∇X nennen k̈onnte, so wird diese
Bedingung algebraisch wieder zu einer Produktregel, nämlich des ProduktesY ·Z := g(Y,Z),
ausgeschrieben

Xo
(
g(Y,Z)

)
= go(∇XoY,Zo)+go(Yo,∇XoZ).

2. Geometrisch bedeutet sie, dass jeder Paralleltransport Metrik-invariant ist, also alle Iden-
tifikationenen

ToM ∼=γ TpM

sogar Isometrien sind. Anders ausgedrückt ist für einen VektorXo ∈ ToM und seinen Pa-
ralleltransportXγ(t) entlang einer Kurveγ in M durcho überall‖Xγ(t)‖γ(t) konstant int mit
‖Xo‖2

o = go(Xo,Xo) – was allerdings nur im positiv definiten Fall als Norm geschrieben wird.
Also bedeutet die Bedingung

”
metrisch“ an einen Zusammenhang, dass jeder von ihm er-

zeugte Paralleltransport Längen- und Winkel-erhaltend ist (im Sinn der Metrikg).
Diese geometrische Interpretation erhält man durch Einsetzen von längsγ parallelen Vek-
torfeldernY,Z, womit ∇XY = 0 wird, also die rechte Seite verschwindet. Denn dann gilt mit
Xo := γ̇(0) (wobeiγ(0) = o sein soll)

0 = Xo
(
g(Y,Z)

)
= γ̇(0) f = ( f ◦ γ)′(0) =

d
dt

∣∣∣∣
0

(
t 7→ gγ(t)(Yγ(t),Zγ(t))

)
.

Die Umkehrung bekommt man durch Einsetzen vong-Orthonormalbasen.

Definition. Ein Zusammenhang∇ aufTM heißtsymmetrischoder auchtorsionsfrei, falls

∇XY−∇YX = [X,Y]

ist für alle VektorfelderX,Y ∈ Γ(TM).



1.3 Affine Zusammenhänge 11

Remark. Diese Bedingung isẗaquivalent zuΓµ
i
j = Γj

i
µ

, weshalb von nun an die Unter-
scheidung der Indizes fallen gelassen werden soll und wir nur noch lateinische Buchstaben
schreiben wollen. Zudem soll dann der ehemaligeµ-Index hinten stehen, um eine einheit-
lichere Notation zu erhalten (was aber eine Frage der Konvention ist und unterschiedlich
gehandhabt wird). Das heißt im symmetrischen Fall

dϕ
i ∇∂k

∂j =: Γi
jk = Γi

k j.

Proposition. Besitzt M eine (semi-Riemannsche) Metrik g, so existiert genau ein metrischer
und symmetrischer Zusammenhang∇g, der sogenannteLevi-Civita-Zusammenhangoder
Metrik-Zusammenhang. Dieser ist gegeben durch die Gleichung

2g(∇g
XY,Z) = Xg(Y,Z)+Yg(Z,X)−Zg(X,Y)

+g([X,Y],Z)−g([Y,Z],X)+g([Z,X],Y),
(1.7)

für alle Vektorfelder X,Y,Z ∈ Γ(TM) oder lokal durch die Christoffel-Symbole

Γi
jk = 1

2gil (
∂jgkl +∂kgl j −∂l gjk

)
. (1.8)

Remark. 1. Die definierende3 Gleichung (1.7) entḧalt zwei Spezialf̈alle: für g-orthogona-
le VektorfelderX,Y,Z entf̈allt die erste Ḧalfte der Summe und für sogenannteholonome
Vektorfelderdie zweite (wie in (1.8)). Dabei heißen VektorfelderX1, . . . ,Xn holonom, wenn
lokal Xj = ∂/∂ϕ j ist für eine Karteϕ von M. Insbesondere ist dann[Xi ,Xj ] = 0 wegen der
Vertauschbarkeit partieller Ableitungen nach Schwarz, was auf (1.8) führt.

2. In der lokalen Beschreibung (1.8) des Levi-Civita-Zusammenhangs sindgij die Koeffizi-
enten der dualen Metrikg#, welche gegeben ist durch

g#(g(X, �), g(Y, �)
)

= g(X,Y),

das heißtgij = g#(dxi ,dxj). Diese Koeffizienten erfüllen dann einfach die Bedingung

gij gjk = δ
i
k,

das heißt, die
”
Matrix“ 4 mit Koeffizientengij ist die Inverse zu der mit Koeffizientengjk,

weshalb auch oft von der
”
inversen Metrikgij“ gesprochen wird.

3. Kurz gelesen, ist der Levi-Civita-Zusammenhang (lokal) so etwas wie die logarithmische
Ableitung der Metrik, n̈amlich

∇g .= g−1dg=
dg
g

= d(lng).

Beweis der Proposition.Soll ∇ = ∇g metrisch sein, so gilt

Xg(Y,Z) = g(∇XY,Z)+g(Y,∇XZ),
Yg(Z,X) = g(∇YZ,X)+g(Z,∇YX),
Zg(X,Y) = g(∇ZX,Y)+g(X,∇ZY).

3Die Gleichung ist definierend, weilg nicht ausgeartet sein soll.
4Genauer m̈usste es heißenA−1 = B mit Ai

j := gij undBi
j := gij .
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Bildet man alsoXg(Y,Z)+Yg(Z,X)−Zg(X,Y), so lassen sich rechts diagonal jeweils zwei
Terme zusammenfassen, etwag(∇YZ,X)− g(X,∇ZYX) = g(∇YZ−∇ZY,X) = g([Y,Z],X)
wegen geforderter Symmetrie von∇, und man erḧalt zusammen

g(∇XY +∇YX,Z)+g([Y,Z],X)+g([X,Z],Y).

Addiert man nun die restlichen Termeg([X,Y],Z)−g([Y,Z],X)+ g([Z,X],Y) aus der Be-
hauptung, so heben sich die jeweils letzten Summanden auf und es bleibt – wieder wegen
Symmetrie

g(∇XY +∇YX,Z)+g([X,Y],Z) = g(∇XY +∇YX +∇XY−∇YX,Z) = 2g(∇XY,Z).

1.4 Krümmung

Definition. Die (Riemannsche)Krümmung(curvature) eines Zusammenhangs∇ auf einer
Mannigfaltigkeit ist definiert als

R(X,Y)Z := ∇X∇YZ−∇Y∇XZ−∇[X,Y]Z

für VektorfelderX,Y,Z ∈ Γ(TM), also punktweise eine trilineare Abbildung

R : ToM×ToM×ToM −→ ToM,

oder auchR(X,Y) ∈ End(ToM), das heißt

R : ToM×ToM −→ End(ToM)

ist ein
”
matrixwertiger 2-Tensor“, derKrümmungs-TensoroderRiemann-Tensor.

Remark (Geometrische Interpretation5). Diese Definition ist eine Verallgemeinerung von
Hyperflächen inRn, genauer sogar von Flächen inR3, wo

”
elementare“ Kr̈ummungsbegriffe

gerade aus diesem (technischen) Tensorobjekt ableitbar sind: Dort ist die sogenannte zweite
FundamentalformII (X,Y) = 〈LX |Y〉 mit LX = ∇XN ∈ ToM und demNormaleneinheitsfeld
N zuX. Nun ist

R(X,Y)Z = 〈LY |Z〉LX−〈LX |Z〉LY

und (punktweise) die

• totale Krümmung K= detL = 〈R(X,Y)Y |X〉= ∏λj(L),

• mittlere Krümmung H= trL = ∑λj(L),

• Haupt-Krümmungenλj(L), die Eigenwerte vonL.

Dabei sind die Hauptkrümmungenλj(L) gegeben alsSchnitt-Kr̈ummungen, das heißt als
Krümmung der Kurvenγj , welche durch Schnitt der Fläche mit den Ebenen entstehen, die
von den jeweiligen sogenanntenKrümmungsvektoren, also den zugeḧorigen Eigenvektoren

5Siehe dazu auch [Lang, Seite 235] sowie [Hicks, Seite 154].



1.4 Krümmung 13

v j(L), und dem Normalenvektor aufgespannt werden. Und die Krümmung einer Kurveγ
schließlich erḧalt man als reziproken RadiusRdes sogenanntenBerührkreises,

Kγ(t) =
1

R(t)
= ‖γ̈(t)‖, R

�

�

�

welcher als Limes an der Stellet infinitesimal wie Tangenten konstruiert wird. Dieser Radi-
us stimmt gerade mit der Norm der zweiten Ableitung der Kurveüberein. (Genauer ist das
der Krümmungsbetragder Kurve, unabḧangig von der Durchlaufrichtung.)

Proposition. Wieder punktweise erhalten wir

R : Γ(TM)×Γ(TM)−→ Γ(End(TM))

als C∞(M)-lineare Abbildung (
”
Tensor“), die schiefsymmetrischist.

Beweis.Nach Definition istRR-linear und

R(X,Y)Z =−R(Y,X)Z,

so dass Homogenität bez̈uglich f ∈C∞(M) nur in der ersten und dritten Variablen nachzu-
rechnen ist. Wegen

[ f X,Y] = ( f X)Y−Y( f X) = f (XY)− (Y f)X− f (YX) = f [X,Y]− (Y f)X

und∇f X = f ∇X ist dann tats̈achlich

R( f X,Y)Z = f ∇X∇YZ− (Y f)∇XZ− f ∇Y∇XZ− f ∇[X,Y]Z+(Y f)∇XZ

= f R(X,Y)Z.

Zudem gilt

R(X,Y)( f Z) = ∇X
(
(Y f)Z+ f ∇YZ

)
−∇Y

(
(X f)Z+ f ∇XZ

)
− ([X,Y] f )Z− f ∇[X,Y]Z

= (XY f)Z+(Y f)∇XZ+(X f)∇YZ+ f ∇X∇YZ

− (YX f)Z− (X f)∇YZ− (Y f)∇XZ− f ∇Y∇XZ

− ([X,Y] f )Z− f ∇[X,Y]Z

= f R(X,Y)Z.

Definition. Dann ist wiederReindeutig bestimmt durch die Tensor-Koeffizienten

Ri
jkl := dϕ

iR(∂k,∂l )∂j ,

alsoR(∂k,∂l )∂j = Ri
jkl ∂i .
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Remark. In Cartan-Sichtweiseoder Formenschreibweise ist mit

R(X,Y)∂j =: F i
j (X,Y)∂i (1.9)

eine (glatte) 2-Form6 F gegeben, dieKrümmungs-2-Form F, und es gilt die ZweiteCartan-
Strukturgleichung

F i
j = dAi

j +Ai
k∧Ak

j ,

was physikalisch alsFeldsẗarke F = dA+A∧A = (d+A)A =: dAA gelesen wird, n̈amlich
die kovariante Ableitung der Zusammenhangs-1-FormA. Das heißt, die (geometrische)
KrümmungR

”
ist“ die (physikalische) FeldstärkeF (via (1.9)).

Beweis.Mit ∇X∂j = Ai
j(X)∂i ist

F i
j (X,Y)∂i = ∇X∇Y∂j −∇Y∇X∂j −∇[X,Y]∂j

= ∇X
(
Ai

j(Y)∂i
)
−∇Y

(
Ai

j(X)∂i
)
−Ai

j([X,Y])∂i

= X
(
Ai

j(Y)
)
∂i +Ai

j(Y)Ak
i (X)∂k−Y

(
Ai

j(X)
)
∂i −Ai

j(X)Ak
i (Y)∂k−Ai

j([X,Y])∂i

= dAi
j(X,Y)∂i +(Ai

k∧Ak
j )∂i

durch Tausch der Summationsindizesi undk im letzten Schritt.

Corollary. Mit Ai
j(X)∂i = Ai

j(dϕs(X)∂s)∂i = dϕs(X)Ai
j(∂s)∂i = dϕs(X)∇∂s

∂j = dϕs(X)Γi
js∂i

lässt sich auch Aij = Γi
jsdϕs schreiben, so dass

Ri
jkl =

(
dAi

j +Γi
rsdϕ

s∧Γr
jt dϕ

t)(∂k,∂l )

= ∂kA
i
j(∂l )−∂l A

i
j(∂k)−Ai

j([∂k,∂l ])+Γi
rkΓr

jl −Γi
rl Γ

r
jk

ist, das heißt wegen[∂k,∂l ] = 0

Ri
jkl = ∂kΓi

jl −∂l Γi
jk +Γi

rkΓr
jl −Γi

rl Γ
r
jk.

Definition. Nun definiert man noch dieRicci-KrümmungRic als sogenanntenRicci-Tensor
mit den Koeffizienten

Rjk := Ri
jki .

Global geschrieben heißt das,Rjk = Ric(∂j ,∂k) und

Ric(Y,Z) = trR(Y, �)Z = tr
(
X 7→ R(Y,X)Z

)
,

wobei die Spur punktweise zu lesen ist, auf jedem TangentialraumToM. Desweiteren defi-
nieren wir dieSkalare Kr̈ummungScal durch Kontraktion des Ricci-Tensors,

Scal := Rj
j := gjkRjk,

wobei allgemein das sogenannteHinaufziehen(raising) bzw.Herunterziehen(lowering) von
Indizes im Ricci-Kalk̈ul auf diese Weise definiert ist: Zu einem TensorTi (hier ein Vektor)
soll (der duale) TensorT i := gij Tj sein, das heißt die

”
Multiplikation“ mit (inverser) Metrik

oder genauer der̈UbergangT 7→ g(T, �).

6alternierend und linear
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In globaler Fassung ist die Skalare Krümmung Scal, die im Tensor-Kalkül oft auchR= Rj
j

genannt wird (was vorsichtig von der Bezeichnung des Krümmungstensors zu unterscheiden
ist),

Scal(o) = trSo

mit dem OperatorSo, der eindeutig gegeben ist als Kovarianz-Operator der Bilinearform
Ric(X,Y) =: g(X,SY) (ano∈ M), also genauerSo ∈ End(ToM) oderS∈ Γ(M,End(TM)).
Man beachte, dass im Fall von metrischen Zusammenhängen der Ricci-Tensor Ric symme-
trisch ist.

Remark. Durch zweimalige Spurbildung wird letztlich die Skalare Krümmung zu einem

”
Skalar“, das heißt unter Koordinatenwechselx 7→ x′ = φ(x) transformiert sich das Objekt

in lokaler Darstellung als

Scal(x) = Scal′(x′) = (Scal′ ◦φ
)
(x).

Diese Eigenschafẗubertr̈agt sich auf die Operation der zugehörigen Symmetriegruppe und
wird so eine Invarianz der im folgenden beschriebenen Aktion unter dieser Gruppen-Ope-
ration erzeugen, welche für die physikalische Beschreibung essentiell ist. Vergleiche die
Bemerkung auf Seite 16.

2 Feldtheorie der Gravitation

Wir wollen nun dieFeldtheoriederGravitationbeschreiben, dieEinstein-Hilbert-Theorie:
Albert Einsteinund David Hilbert entdeckten fast zeitgleich 1915/16 [Todorov] diejenige
invariante Aktion, deren Minima gerade die Einstein-Gleichungen erfüllen.

2.1 Einstein-Hilbert-Aktion und Einstein-Feldgleichungen

Beginnend mit einer Metrikg auf der RaumzeitM haben wir nun den zugehörigen Levi-
Civita-Zusammenhang∇g konstruiert und dessen KrümmungstensorenRg, Ricg und Scalg

und erhalten damit als Eich-invariante7 AktionoderWirkungauf denGravitations-Feldern

M = {Lorentz-Metrikeng aufM}

der Lorentz-Metriken auf der Raumzeit, welche die Gravitation durchRaumzeit-Kr̈ummung
modellieren, dieEinstein-Hilbert-Aktion8 SEH : M −→ R,

SEH(g) :=
∫

M
ScalgdVg.

Nach demPrinzip der minimalen Wirkungfür
”
echte“, sprichphysikalische Felderführt

diese durch Variation der Feldvariableng,

S′EH(g)h =−
∫

M
〈Ricg−1

2
Scalg ·g|h〉dVg

!= 0 für alleh∈ TgM ,

7siehe Bemerkung unten
8Zur Einstein-Hilbert-Aktion siehe im Anhang den Vergleich mitüblichen Aktionen (Seite 18).
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(siehe hierzu [Bertschinger, Seite 15] oder [Ammann/Bär]) auf dieFeldgleichungender
Gravitation, dieEinstein-Gleichungen

Eg := Ricg−1
2

Scalg ·g != 0.

Hier heißtE = Eg Einstein-TensoroderEinstein-Kr̈ummung. Die wirklichen Feldgleichun-
gen der Allgemeinen Relativitätstheorie erḧalt man allerdings erst, wenn die Wirkung der
Metrik g auf dieMaterie-Felderber̈ucksichtigt wird. In der̈ublichen Aktion dieser Materie-
felderφ (je nach Theorie)

Sg
M(φ) =

∫
M

L g
M(φ)dVg

ist nun die Metrikg zu ber̈ucksichtigen, die noch die Einstein-Gleichungen erfüllen muss.
Die volle Aktion S(g,φ) := SEH(g)+ Sg

M(φ) führt dann f̈ur g auf die Feldgleichungen (in
Koordinaten und mit Konstanten)

Ejk = Rjk−
R
2

gjk
!= 8π

G
c4Tjk,

wobeiG dieGravitationskonstante, c dieLichtgeschwindigkeitundTjk derEnergie-Impuls-
Tensor(stress-energy) ist, welcher die Masseverteilung auf der Raumzeit angibt. Hier schrei-
ben wir wiederR für die Skalare Kr̈ummung, um diëubliche Form der Gleichungen zu
erhalten.

Remark. Die Feldgleichungen beschreiben jedoch noch immer nicht die physikalischen
Felder. Die Formulierung imLagrange-Kalk̈ul hat n̈amlich zur Handhabung der Rechnung
verschiedene Symmetrien unterschlagen, dieüblicherweise durch die Operation einerSymm-
teriegruppe(auchEich-Gruppe(gauge group)) G auf dem FeldernM ausgedr̈uckt werden.
Um also eine Abbildung

SEH : M /G −→ R
auf dem wirklichen FeldraumM /G zu erhalten, muss dieLagrange-Aktion SEH invariant
sein unter der Aktion der GruppeG . In diesem Fall ist

G = Diff +(M)

die Gruppe der orientierungserhaltendenDiffeomorphismenauf der RaumzeitM, welche
durchPullbackauf den Metriken operiert:

G nM −→M , (φ ,g) 7→ φ
∗g

(siehe folgende Tabelle). Für die Eich-Invarianz(gauge invariance) oder Kovarianzder
Einstein-Hilbert-Aktion unter dieser Gruppen-Operation, das heißt

S(φ∗g) = S(g) oder kurz φ
∗S= S,

gen̈uge hier eine Auflistung der transformierten differentialgeometrischen Objekte. Istg′ =
(φ−1)∗g undΦ := Toφ , alsoΦ−1 = Tφ(o)(φ−1), so gilt:

Transformiertes Objekt Transformationsformel

Metrik g′ g′o =
(
(φ−1)∗g

)
o(X,Y) = g

φ (o)(ΦX,ΦY)
Levi-Civita-Zusammenhang∇g′ (A′o(X)Y = Φ−1Aφ(o)(ΦX)ΦY +Φ−1doΦ(X,Y)
Riemann-TensorRg′ F ′

o(X,Y) = Φ−1Fφ(o)(ΦX,ΦY)Φ
Skalare Kr̈ummungScalg

′
Scal′ = Scal◦φ

Volumen-Element dVg′ dVg′ = |detΦ|
√
|detg| ◦φdx
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Dann liefert die Trafo-Formel die behauptete Invarianz der Aktion:

SEH(g′) =
∫

M
Scalg

′
dVg′ =

∫
M

(
Scalg

√
|detg|

)
◦φ |detΦ|dx= SEH(g).

Genauere Ausführungen zu Invarianz und Symmetriegruppe finden sich in der separaten
(englischen) AusarbeitungSymmetries of the Einstein-Hilbert action[Eckert].

2.2 Lösungen der Feldgleichungen

Im weiteren Verlauf des Seminars sollen nun Lösungeng der Einstein-Gleichungen ange-
geben werden, das heißt Metriken oderEinstein-Felderbzw. Gravitations-Felder jeweils für
bestimmte Situationen von RaumzeitM und Energie- bzw. Masse-VerteilungTjk (Energie-
Impuls-Tensor). Diese sind im einzelnen:

Name der Metrik Raumzeit-Situation

Robertson-Walker M= S3 ⊂ R4 homogenes Universummit konstanter Expansion
Friedman-Lemâıtre Erweiterung auf nicht-konstante Expansion
Schwarzschild M= S2×R× ⊂ R4 Schwarzes Loch
Kerr Erweiterung um eine Rotationssymmetrie

Zudem soll gezeigt werden, dass im FallM = R1+1 alle Metriken die Einstein-Gleichungen
erfüllen, was zwar nur eintoy modelist, doch spielt dieses Resultat in der String-Theorie
wiederum eine wichtige Rolle.

Zuletzt soll eine Einf̈uhrung gegeben werden inSpinor-Felder, welche f̈ur die Formulierung
von Super-Gravitationstheorien nötig sind.

http://www.mathematik.uni-marburg.de/~eckert/Scripts/SymmetriesEH.pdf
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A Vergleich von Einstein-Hilbert-Aktion und üblichen Ak-
tionen

Bei denüblichenbosonischenAktionen wie derYang-Mills-Aktionwird die (kovariante)
AbleitungDA = DAA des FeldesA gebildet und dessen Längeüber die Raumzeit integriert:

A 7→ DA 7→
∫

M
‖DA‖2 = SYM (A).

Im Gegensatz dazu wird bei der Einstein-Hilbert-Aktion aus dem Feldgerst der Levi-Civita-
ZusammenhangΓ gebildet, der als Zusammenhangs-1-Form nun demYang-Mills-Feld A
entspricht. Jedoch wird nun nicht die Norm dessen (kovarianter) Ableitung benutzt, sondern
der skalare Kr̈ummungstensor ausR= DΓ gebildet und integriert:

g 7→ Γ ∼ dg
g
7→ R= DΓ 7→ Scal7→

∫
M

Scal= SEH(g).

Diese Konstruktion ist einerseits analog, andererseits jedoch auch wiederum verschieden:
es treten nun zweite Ableitungen des Feldes auf und es wird auch nicht dieübliche

”
Norm“

integriert sondern ein skalarer Tensor. Um diese Unterschiede zuüberwinden und eine ein-
heitliche Beschreibung aller (bosonischen) Felder zu finden, einschließlich des Gravitons,
führt Alain Connes zusammen mit John Lott und Ali H. Chamseddine einen verallgemei-
nertenDirac-Operator/Dg ein, der beide bosonischen Theorien einbettet in eine eigentlich
von denFermionen-Feldern bekannte Beschreibung. Siehe hierzu [Tolksdorf].
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