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1 Einleitung

Die Numerik befaf3t sich mit der “Losung” analytisch-mathematischer Modelle auf Computern.

Da die dabei verwendeten Computer-Modelle zwar meist grof, aber endlich sind, kann man nur

Néaherungen solcher Losungen berechnen. Eine wesentliche Aufgabe der Numerik ist daher die

Betrachtung von Fehlern. Allerdings stellt der Ubergang zum numerischen Modell nur den al-

lerletzten Schritt bei der Modellierung realer Situationen dar, wobei in der Regel in jeder Stufe

schon Vereinfachungen stattfinden.

Modellierungs-Schema:

Reale Situation, Beschreibung durch

physikalische Gesetze, Experiment

Entwicklung mathematischer Modelle,

meist unter Vereinfachungen

Mathematische

Analyse: Existenz?

Eindeutigkeit? Qualitative Aussagen

Theori,e/

\ Numerik

Explizite  Losung  (Spezi-
alfille), Reihenentwicklungen;

Eigenschaften (V Loésungen,..)

Entwicklung numerischer Ver-

fahren mit Fehleranalyse

|

J

Losungsdiskussion, asympto-
tische Aussagen, Parameter-

abhingigkeit (Optimierung?)

Implementierung, Losung
vieler Einzelfille, Simulation,

Optimierung

Beispiel: Physikalisches Pendel

Kriftegleichgewicht: Kraft K = —G sin ¢, Gewicht G = mg.

Newtonsches Gesetz: mLy"(t) = —Gsing. Mit w? := g/L
folgt fiir den Winkel o(t) die Gleichung:

@ (t) + w? sinp(t) = 0. (1.0.1)

Beispiel Pendel

/

" + w?sing =0,

ohne Reibung etc.

AWP  eindeutig
16sbar, RWP?

\

Approx. ¢,

Fehler ~ h?
" +wp =0,
‘Frequenz’

Subprobleme:
Gleichungs-

systeme, ..

F——— ==

G

Bei dieser Modellierung wurden Luftwiderstand, Reibung, etc. vernachléssigt. Die Gleichung

(1.0.1) ist eine Differentialgleichung und beschreibt die Menge aller moglichen Bewegungen des

Pendels. Einzelne Lésungen werden daraus ausgewihlt durch zuséitzliche Bedingungen.



4 1 EINLEITUNG

Beim Anfangswertproblem (AWP) sind Start-Winkel und -Geschwindigkeit bekannt, p(0) =
a, ¢'(0) = B. Beim Randwertproblem (RWP) werden Start- und End-Winkel zu bestimmten
Zeiten vorgegeben, ¢(0) = «a, ¢(T) = v (o = v = 0: Schwingung mit Halb-Periode T'). Die
Losbarkeit (Existenz) des Anfangswertproblems folgt aus dem Satz von Picard-Lindelof, aller-

dings gilt praktisch:

= ‘ Weder AWP noch RWP zur Gleichung (1.0.1) sind ezplizit 16sbar! ‘ —

Konsequenz: Approximationsverfahren fiir die Losung sind erforderlich. Mogliche Anséitze:

e mathematisch: Fiir ‘kleine’ Winkel ¢ gilt sinp = ¢. Statt (1.0.1) wird die Differential-
gleichung
O"(t) +wPp(t) =0 = o(t) = acoswt + bsinwt, (1.0.2)

mit bekannter allgemeiner Losung verwendet.

e numerisch: Die ‘Differentiale’ werden ersetzt durch endliche Differenzen. Analysis:

p(t + h})l - sO(t), (1) p(t+h) — Qigt) ot —h)

1
1

(1.0.3)

dp ’

I (t) = (¢
2t) = ¢'(1)
Zur numerischen Approximation wird h ’klein’, aber fest, gewéhlt, und Werte nur in end-

lich vielen Punkten ¢; = jh, j =0,...,m mit h = T/m verwendet:

0 T
Dies fiihrt fiir Naherungen y; = ¢(t;) auf Gleichungen

Yi-1 = 2y; + yj1
h2

0= ¢"(t;) + w’ sinp(t;) = +w?siny; = 0. (1.0.4)

Zusammen mit den obigen Randbedingungen yg = «, y,,, = v ist dies ist ein nichtlineares

Gleichungssystem im R™~!. Der lineare Fall wird noch einmal ausfiihrlicher diskutiert.

Beispiel 1.0.1 Differenzenverfahren fiir lineares Randwertproblem:

@"(t) + f()p(t) = g(t) (1.0.5)
p(0) = a, p(1) =~

Die Ersetzung der zweiten Ableitung nach (1.0.3) fithrt hier mit den Bezeichnungen

1

yj = o(t;), tj=7j-h, h:E, fi=ft;), g;:=g(t;),

auf das lineare Gleichungssystem

Yi+1 —2y; + Y1
h2

+fiyi=9; Jj=1---m-1
Yo=0a, Ym =27, (1.0.6)



Ausfiihrlich ausgeschrieben sieht man die Struktur

—2 4+ Rh%fy 1 0 0 Y1 h?g1 — «
1 2+ h2fy 1 Yo h?g;
1 -2+ h'2fmf2 1 Ym—2 h29m72
0 - 0 1 -2+ h2fm_1 Ym—1 h29m—1 - B

Die Matrix hat eine sehr spezielle Gestalt, die einer Tridiagonalmatriz. Matrizen dhnlicher Form

treten auch in anderen Situationen auf und spielen daher im weiteren eine wesentliche Rolle.

Die numerische Losung der Differenzengleichung (1.0.4) fiithrt auch im Bezug zum Ausgangs-

problem auf folgende Fragen:
e Auflésung nichtlinearer Gleichungssysteme (— §6), dabei: Auflsung linearer Gleichungs-
systeme (— §2),
e Wie genau sind die Naherungen yj;, = ¢(tx) theoretisch? (— Numerik IIB)
e Kann ¢(¢) iiberall in [0, 7] approximiert werden? (— §3,4)
e Berechnung von siny? (— §3)
e Reelle Zahlen werden im Computer approximiert, wie wirken sich Rundungsfehler und ihre

Fortpflanzung auf die Ergebnisse aus? (— §7).

Fehlerbehandlung

Da iiberall in der Numerik mit Approximationen gearbeitet wird und insbesondere Computer
reelle Zahlen nicht exakt darstellen kénnen, hat die Analyse von Fehlern und der Versuch, sie

zu beherrschen, eine zentrale Bedeutung. Zugéinge sind:

e theoretische Analyse der Fehlerquellen und ihrer Auswirkungen, damit Konstruktion und
Verwendung von Fehlerschdtzungen in den Verfahren. Ein Versagen der Verfahren ist (hof-

fentlich nur in Ausnahmeféllen) moglich!

e in Teilbereichen (nicht-/ lineare Algebra) sind exakte Fehlereinschliefungen auf Com-
putern durchfithrbar durch sichere Arithmetiken (Programmbibliothek ACRITH, Sprache
PASCAL-SC): Exakte Aussagen, aber teuer mit begrenztem Einsatzbereich.
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Fiir die Losung praktischer Probleme durch numerische Verfahren sollte man aufier den iiblichen

Literatur-Quellen auch vorhandene Software heranziehen. Ein Uberblick:

Form Art Namen/Quellen
Literatur Lehrbiicher und Zeitschriften Bibliotheken der Uni-
klassisch: versitit
Literatur Kurzreferate zu mathematischen Veroffentlichun- | CompactMATH, Math-
elektronisch: | gen erscheinen schon lange gedruckt im ’Zen- | Sci auf UB-Server

tralblatt fiir Mathematik’ und den ’Mathemati-

cal Reviews’. Mittlerweile kann diese Information

in elektronischen Literatur-Datenbanken (z.B. auf

CD-ROM) mit Computerunterstiitzung ausgewer-

tet werden
Software Kommerzielle Software-Bibliotheken (Unterpro- | NAG, IMSL auf Grofl-
kommerziell:| gramme) mit fertigen Losungsalgorithmen fiir nu- | rechner, MATLAB

merische Standardprobleme

Software im

Internet:

Bibliotheken/Spezial-Software fiir viele Probleme
(BLAS, LINPACK, LAPACK)

elib (elib.zib-berlin.de),
Netlib (www.netlib.org)

Da nur in einfachen Ausnahmeféllen allgemein einsetzbare Standard-Programme existieren,

erfordert die Verwendung solcher Bibliotheken Numerik-Kenntnisse, um Auswahl und Einsatz

sinnvoll durchfithren zu konnen.



2 Lineare Gleichungssysteme

Viele Naherungsverfahren der Numerik bei Differentialgleichungen (vgl. Beispiel 1.0.1), Inte-
gralgleichungen, etc., fithren auf Lineare Gleichungssysteme (LGSe). In einigen Anwendungen
konnen Modelle direkt als L.GSe formuliert werden. Realistische Aussagen erhilt man dabei

meist nur fiir grole Modelldimensionen.

2.1 Beispiele

Beispiel 2.1.1 Input-Output-Analyse: Zur Analyse
der Wechselwirkungen in einer Volkswirtschaft und @ y
1

der Auswirkungen geinderter Nachfrage nimmt man

eine Unterteilung in Produktionsbereiche P;, j = TH—> —Y,

L,...,n, vor. Mit y; wird die Endnachfrage der Ver- \ U3

braucher nach Produkten aus P; bezeichnet, zusam-

mengefafit zu y € R™. Bei der Bestimmung der da-

zu erforderlichen Produktionsmengen z; (in P;) muf}
beriicksichtigt werden, dafl zur Herstellung eines
Produktes in P; Teile aus anderen Bereichen benotigt werden (Auto: Maschinen, Stahl, Kunst-

stoff, Elektroteile). Diese Beziehungen fafit man in einer Bedarfsmatrix B = (b;;) zusammen:

Bedarf an Produkten aus P; zur Produktion einer
ij : (211)

Einheit (Geldwert) in Pj, b;; > 0.
Die bendétigte Gesamtproduktion z = (z;) € R™ ergibt sich also aus der Bilanzgleichung
ooyt
End-Nachfrage interne Nachfrage
& r—Br=y & (I -B)z=uy. (2.1.2)

Somit beschreibt die Matrix (I — B) ™! die Auswirkungen einer sich #indernden Endnachfrage 3.

Bemerkung: Auch andere Probleme fithren auf Bilanzgleichungen wie in Beispiel 1. In der Com-
putergrafik, z.B., ergibt sich die absolute Helligkeit und Farbe eines Flichenelements aus der

direkt und indirekt empfangenen Lichtmenge (Radiosity-Verfahren).

Beispiel 2.1.2 Elektrisches Netzwerk: Netzwerke ohne kapazitive, induktive oder aktive Bau-
teile fithren auf LGSe. Zur Berechnung werden die angelegten Einzelspannungen Ui mit den
Teilwiderstinden Ry und den Teilstromen [ durch die Kirchhoff’schen Regeln verkniipft:

a) Knotenregel: Unter Beachtung der Richtung aller auf einen Knoten zu- bzw. abflieBenden

> Ir=0
k

Strome I}, gilt fiir jeden Knoten
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b) Maschenregel: Fiir jeden geschlossenen Teilstromkreis gilt (unter Beriicksichtigung der Rich-

tungen)

— o5
TLL Ry Is { Rs I5 l
— ] o I

Fiir das abgebildete Netzwerk ergibt sich so das folgende LGS:

A: - +I +Ig = 0
B: —1I 1 -1 =0
Knoten 2 s b (2.1.3)
C: Iy +I; —-Ig = 0
D: I —I3 +1y =0
ABC': IRy —IsRs —1IsRs U
ADB: ©LR LR I3R =
Maschen i el v (2.1.4)
ADC: @Ry —I4Ry +IgRsg = 0
BDC': —IgRg —I4R4 —I5R5 = 0

Die Gleichungen sind sicher nicht linear unabhingig, die linear abhingigen Gleichungen sind
zu eliminieren. Eine Addition der Gleichungen eins, zwei, drei, vier bzw. fiinf, sieben und Sub-
traktion von sechs und acht ergibt jeweils null. Damit bleiben sechs Gleichungen mit sechs
Unbekannten. In Matrixform geht (2.1.3,2.1.4) so iiber in

A -1 1 0 0 0 1 I 0

B 0o -1 1 0 -1 0 I 0

C 0 0 0 -1 1 -1 I3 0
= (2.1.5)

ACB 0 Ry O 0 —Rs —Rg 1 U

ADB R1 R2 R3 0 0 0 I5 U

ADC Ry O 0 —Ry 0 Rg I 0

Bei allen Beispielen stellen sich sofort folgende Fragen:

— Wann besitzen die LGSe eine Losung (hinreichende Kriterien)?

— Wie 16st man solche LGSe numerisch giinstig auf (fiir grofe Dimensionen, bei spezieller Struk-
tur)?

— Spiegeln sich spezielle Eigenschaften der rechten Seite, z.B. positive Nachfrage y bzw. Span-

nung U in Beispiel 1 bzw. 2, auch in der Lésung x bzw. (I1,...,Is) wieder?



2.2 Hilfsmittel 9

2.2 Hilfsmittel

Im R™ bzw. C" (Sammelbegriff K™) werden Spaltenvektoren betrachtet

z1

Tn

Eine wichtige Klasse von Normen sind, mit p € R, p > 1, die Hoélder-Normen

n 1/p
zllp == (Z |$j|”) : (2.2.1)
j=1

mit den wichtigsten Vertretern

n

lz||1 = Z || Summennorm (2.2.2)
j=1
n
2]z := Z |25 |? Euklidnorm (2.2.3)
j=1
|2]| 0o := mrzlxlx |z, Maximumnorm (2.2.4)
‘]:
Mit diesen Normen || - ||, ist K" ein Banachraum. Da alle Normen im K" &dquivalent sind,

existieren Konstanten mit
“pr < Cqux“q Vo € K", p,g > 1.

Diese cp, héngen im allgemeinen aber von n ab. Lineare Abbildungen von K" — K™ werden

(in der Einheits-Basis) durch Matrizen
A = (aij)i2y -y € K™

beschrieben. Jedes Paar von Vektornormen in K™ K" (mit gleichem Index p) induziert eine

zugehorige Matrixnorm, die mit dem gleichen Symbol bezeichnet wird

A
|All, := sup [ . | Az],. (2.2.5)
220 lZllp  jjz)p=1

In (2.2.5) wird das Supremum als Maximum angenommen (Grund?). Die durch (2.2.2f) indu-

zierten Normen sind:

n

|Alloo = r??ilx Zl |laij] Zeilensummennorm, (2.2.6)
=1 =
m

|AlL = r;l%lx > laijl Spaltensummennorm, (2.2.7)
=t i=1

Al = o(A*A)Y2 = \/maxg-lzl \j(A*A) Spektralnorm, (2.2.8)



10 2 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME
wobei )\;(A*A) die Eigenwerte von A*A sind und A* = AT. Eine Matrixnorm heit vertrdglich
mit den Vektornormen, wenn gilt

|Az| < || A]lllz|| Vz e K", Ae K™ " (2.2.9)

Als obere Schranke fiir || A2 betrachtet man oft eine einfachere, die

i=1j=1

1/2
m n
Al F = (Z Z |aij|2) Frobeniusnorm. (2.2.10)

Sie ist vertriglich mit der Euklidnorm, denn
[Az(l2 < [|A]lp[l]l2-

Allerdings ist sie nicht die induzierte Norm, da z.B. ||I||p = /n > ||I||2 = 1. Mit I wird die

Einheitsmatrix, I = (;;) bezeichnet. Fiir induzierte Nomen und fiir || || gilt die Produktformel
IAB| < [[A]l|B]] (2.2.11)

In dieser Vorlesung werden nur Normen benutzt, die (2.2.11) erfiillen. Fiir viele Uberlegungen

zu quadratischen Matrizen A € K"*" ist der Spektralradius

o(A) := max{|);(A)] : \;(4) EW zu A} (2.2.12)

0 0
zeigt aber, dafl der Spektralradius eine untere Schranke fiir jede beliebige Matrixnorm ist, sich

0 1
eine wichtige Grofie. Wegen o ) = 0 ist p(A) sicherlich keine Norm. Der folgende Satz

von geeigneten Normen beliebig wenig unterscheidet und fiir diagonalisierbare Matrizen sogar
gleich einer Norm sein kann. Da hier spezielle Matrixtypen angesprochen werden werden Defi-

nitionen und Eigenschaften in Bezug auf die Jordan-Normalform kurz zusammengestellt.

Eigenschaft Definition Jordan-Normalform A = S~'AS

A diagonalisierbar 3 Eigenvektor-Basis A diagonal

A normal A*A = AA* A komplex diagonal, S unitir: §* = S~!
A hermitesch A*=A A reell diagonal, S unitér

A herm.positiv definit | A* = A, z*Ax > 0Vz # 0 | Eigenwerte positiv reell

Satz 2.2.1 a) Fiir jede Matriznorm || - || gilt
o(A) < [|A].
b) Fiir jede Matriz A und jedes € > 0 existiert eine (spezielle) Norm mit
[Allar < o(A) +e. (2.2.13)

¢) Fir diagonalisierbare Matrizen A kann in (2.2.13) ¢ = 0 gewdhlt werden, fir hermitesche,

reell-symmetrische und normale Matrizen gilt ||All2 = o(A).
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Beweis a) z sei Eigenvektor von A = |A|||z|| = || z|| = ||Az]| < ||Allllz]].

b) Die Jordan-Normalform von A sei

>\1 (51
Ay O
A=SAS 1= 2

An
mit §; € {0,1},7 =1,...,n—1. Eine weitere Ahnlichkeitstransformation mit der Diagonalmatrix
€
2
P =

6774

fithrt A iber in
A=P'AP = (P7'8)A(S7'P).

Da A die gleiche Hauptdiagonale wie A, in der Nebendiagonale aber Elemente €d; hat, gilt
1A max]_; {|\;] +¢€|d;|} < o(A) +& = 0(A) +¢, wenn ein J; # 0,
> max"_ {|\j]} = o(R) = o(A), wenn alle 6; = 0.

Fiir die Matrixnorm
IB|lar i= |MBM ™|, M :=P7'S,

gilt also b). Bei diagonalisierbaren Matrizen ist §; = 0. Dies zeigt die erste Behauptung in c). Die
in ¢) genannten Spezialfille mit der Norm || - ||2 folgen aus der Orthogonalitit der Eigenvektoren
bei normalen Matrizen, d.h., aus S~! = S*. Dann ist ||[S 1AS|]y = ||A]]2- ]

Der Satz erleichtert folgende Regularitidtsaussage fiir Matrizen der Form A =1 — B.

Satz 2.2.2 (Neumannreihe) Unter der Voraussetzung
o(B) <1 (2.2.14)

a) ist das Gleichungssystem (I — B)x = b eindeutig ldsbar,
o0 .
b)gilt  (I-B)'=7Y B,
§=0
¢) gibt es eine Matriznorm so, daf8 ||Bl| < 1 ist. Fir diese gilt

1

I(I = B)7H| < 57—
1Bl

(2.2.15)

Bemerkung: Dieser Satz wird fiir Stérungsaussagen sehr hiufig benutzt, (2.2.15) gilt natiirlich
in jeder Norm, fiir die ||B]| < 1 ist.
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Beweis Da I — B regulir ist genau dann, wenn die Gleichung z = Bx nur die triviale Lisung
r =0 hat, d.h. A\ = 1 kein EW von B ist, folgt die Existenz von (I — B) ! aus (2.2.14).

Mit den Teilsummen 7%, B¥ gilt
m
Smi=(I-B)Y B*=I-B+B-B*+...—B""'=1-p™
k=0

Nach Satz 2.2.1 existiert eine Norm mit ||B]| < 1, da o(B) < 1. In dieser Norm gilt ||S,, — I|| =
|B™*Y| < || B||™* — 0 fiir m — oo und somit S, — I, also

o0
Sm—I-B)Y B*=1I m— .
k=0

Durch Betrachtung von (I — B) 1S, folgt die Behauptung. Auerdem ist

oo o0 1
II-B)' =Y B¥ < ZHBHk:l_iHm'- u
k=0 k=0
2.3 Der Gaufl-Algorithmus
Zur Losung von linearen Gleichungssystemen
n
Zai]‘m]‘ =b,it=1,....,n <& Az =b, (2.3.1)
j=1

A € K™ gibt es sowohl direkte als auch iterative Verfahren. Bei den direkten Verfahren formt
man das gegebene System in einer endlichen Anzahl von Schritten in eine leicht auflésbare Form
um, dndert also insbesondere die Matrix A. Bei iterativen Verfahren (vgl. §2.5) konstruiert man
dagegen eine Folge von Naherungen, die gegen die Losung konvergiert. Hierbei wird die Matrix

nicht verdndert, was in vielen Féllen (”diinnbesetzte” Matrix) vorteilhaft sein kann.

Der Gauf3-Algorithmus ist das Standardverfahren zur direkten Auflésung und beruht auf der
Beobachtung, daf die Losung x von (2.3.1) unverdndert bleibt, wenn Gleichungen addiert oder
subtrahiert werden (allgemein: Bildung von Linearkombination). Ziel ist die Konstruktion eines

einfach l6sbaren Systems in Dreieckform:

1T +rieze +... Frigrn, = by
992 +... FTopnx = A

e >V o Rr=V. (2.3.2)
TanZn = b

Dieses kann, beginnend mit x,,, schrittweise aufgelost werden, falls alle r;; # 0 sind. Die Matrix
A sei im folgenden regulédr. Dann erhilt man ein solches Dreiecksystem (2.3.2) in » — 1 Schritten

auf folgende Weise.
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1. fiir @11 = 0 wird eine Zeile mit ag; # 0 gesucht und diese dann mit der ersten vertauscht
(Pivot-Schritt, k-te Zeile = Pivot-Zeile);

2. es wird dasjenige Vielfache der ersten Zeile zur i-ten Zeile (i > 1) addiert, das dort den Ko-
effizienten bei 21 zu Null macht (Eliminationsschritt, Faktor —a;1/a11). Nach Behandlung

aller Zeilen i = 2,...,n geht das LGS iiber in die Form
2 (2 (2)

ay; @iy ... aj,
a(g) a(g)

APz =4 mit A = 2 ”
0 a%) a%%?

3. die Schritte 1 und 2 werden auf das Restsystem angewendet mit

(2) (2)

a22 “ e a2n

B® .= + .. | (2.3.3)

4. Nach n —1 Schritten mit Matrizen A" := A, A®) ... A=Y ergibt sich ein Dreicksystem
(2.3.2) mit R = A ' = b(™), das sich einfach auflosen liBt.

Die Eliminationskoeffizienten

()
Qs
@55
haben eine besondere Bedeutung, die spéter erliutert wird. Man speichert sie bei Durchfithrung

des Algorithmus an die freiwerdenden Plitze der az(-;:Jrl) =0 (i > j).

Algorithmus 2.3.1 GauB-Algorithmus ohne Pivotisierung, durchgefithrt im Speicherplatz der
Originalmatrix A (d.h. l;; = a;j),

firj:=1,....,n—1:
firi:=754+1,...,n:
lij i=aij/aj;; by := b —liby;
fir k=7 +1,...,n: ap := a;p — ljja; (2.3.4)
Ty 1= bp/ann;
firi:=n—-1,n—-2,...,1:

Ti = (bi — it az‘jﬂﬂj)/au‘;

Beim Rechenaufwand werden alle arithmetischen Operationen gezéhlt (kurz FLOP: floating

point operation), man gibt dabei aber meist nur den am schnellsten wachsenden Anteil an. Der
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Algorithmus enthilt drei gestaffelte Schleifen (7,14, k), der Hauptaufwand entsteht daher in der
4. Zeile (innerste Schleife):

n—-1 n n n—1

2
> > Y 2FLOP=2) (n-j)*=+n’+ O(n®) FLOP.
j=1li=j+1lk=j+1 j=1 3

Dieser Hauptanteil dient aber nur zur Umformung der Matrix A und kann bei einer erneuten
Losung des gleichen LGS Ay = ¢ mit einer anderen rechten Seite ¢ eingespart werden. Im obigen
Algorithmus miissen dann nur die die rechte Seite b betreffenden Schritte (3. Zeile des Algor.)
wiederholt werden. Dazu wurden die Gréflen /;; gespeichert. Der Aufwand ist dann

n—1

Z 2(n — j) = n(n — 1) Operationen fiir b(™.
7=1

Die abschlieBende Auflssung des Dreiecksystems Rz = b(™) benétigt ebenfalls

n—1
1+ Z[l 4 2(n — )] = n® Operationen.
i=1

Rechenaufwand Der Gauf}-Algorithmus benétigt i.w. %n?’ arithmetische Operationen. Die noch-

malige Auflésung mit neuer rechter Seite b erfordert nur 2n? Operationen.

LR-Zerlegung

Die Umformung beim System Az = bU) in einem Eliminationsschritts ohne Pivotisierung,

firi=75+1,...,n:
b(j+1)

1

= b —1;;0Y);

firk:=j5+1,...,n:

aft ™ = o) — lijaff);

entspricht der Multiplikation dieses Systems mit einer speziellen Matrix:

AU+, Lj_lA(j)J? — Lj—lb(j) - b(jJFl),

wobel
1 0
1 0
-1 _ _ fl — _7]. T R
Lj = iy 1 = LJ I l]e], lj: Ly |- (2.3.5)
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Wegen e;rlj = 0 (e; = j-ter Einheitsvektor) gilt (I — lje;r)(f + lje;r) =TI, also L; =T+ lje;r.

Somit wird die obere Dreieckmatrix R = A(™) erzeugt durch Multiplikation mit L-Matrizen:
R=AW =1 A=) = -1 ... [7'4 &
A=LiLy---L, 1R =:LR. (2.3.6)

Da die Menge der unteren bzw. oberen Dreieckmatrizen abgeschlossen ist unter Matrixmultipli-

kation, ist L eine untere und R eine obere Dreieckmatrix:

1 0 ... 0 * % .. %
1 0
A=LR=|. . o (2.3.7)
* % 1 0 *

Satz 2.3.2 Der Gaufalgorithmus (2.3.4) (ohne Pivotisierung) erzeugt eine LR-Zerlegung der
Matriz A. Der Aufwand dafiir ist %nS Operationen. Danach reduziert sich jede Ldsung von
Az = b auf
b=Ar=L(Rz) <« Lb™ =b Rz=>b", (2.3.8)

——~

b(n)
also auf die Auflosung von zwei LGSen mit Dreieckmatrizen mit 2n? Operationen. Die beiden
Faktoren L und R werden bei (2.3.4) wieder in A abgespeichert mit Ausnahme der Hauptdiago-

nalen von L.

Bemerkung: Die LR-Zerlegung kann auch direkt erzeugt werden ohne die Zwischenmatrizen A7),
Die Identitdt A = L - R wird dabei als Gleichungssystem fiir L und R aufgefafit:

j—1

mini,j} aij = 3 ligrri+lirjg, > 7,
Qjj = Z lik'f'kj <~ I:fll (2.3.9)
k=1 aij = 2 ligrgj+rij, i < g
k=1

Es konnen verschiedene Indexfolgen (i,j) angegeben werden, fiir die man diese Gleichungen
direkt nach den/;; (obere Gleichungen) bzw. r;; (untere Gleichungen) auflésen kann. Die Effizienz
ist dabei sprach- und maschinenabhingig (Matrizen zeilen-/spaltenweise gespeichert?) und fithrt

auf die Algorithmen von Banachiewicz, Crout, etc.

Pivotisierung

Im allgemeinen ist der Gauf-Algorithmus nicht ohne Zeilenvertauschungen durchfithrbar. Daher

stellen sich zwei Fragen:

— Fiir welche Problemklassen ist keine Pivotisierung nétig?

— Welche Pivotstrategien sind fiir die {ibrigen sinnvoll?

Bei der Diskussion ist die Tatsache hilfreich, dal der Gau-Algorithmus bestimmte Strukturen
bzw. Eigenschaften der Matrix A erhilt.
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Definition 2.3.3 A sei eine n X n-Matriz. A heifst

— streng diagonaldominant, wenn

n
laii| > laijl, i=1,...,n. (2.3.10)
j=1
i#i
— (2m + 1)-Bandmatrix (Tridiagonalmatriz fir m = 1), wenn

a;j =0 fir|i —j| > m.

Bei definiten und streng diagonaldominanten Matrizen sind insbesondere die Hauptdiagonalele-
mente von Null verschieden. Die Erhaltung bestimmter Strukturen ermdéglicht auflerdem oft eine
Reduktion des Aufwands beim Gauf-Algorithmus.

Satz 2.3.4 a) In der Matriz A gelte a11 # 0. Wenn die Matriz A hermitesch, positiv (negativ)
definit, streng diagonaldominant oder 2m + 1-Bandmatriz ist, dann hat im Gauf-Algorithmus
die Restmatriz B® (2.3.3) wieder die gleiche Eigenschaft.

b) Bei definiten oder streng diagonaldominanten Matrizen ist der Gaufs-Algorithmus ohne Pivo-

tisierung durchfiihrbar.

¢) Fiir eine positiv (negativ) definite Matriz A € K™ ™ existiert genau eine Dreieckzerlequng
A=1LR (A = —f}R) mit ly; = 7 > 0, i = 1,...,n, und L* = R. Diese Cholesky-Zerlegung
A = LL* erfordert etwa den halben Rechenaufwand der gewéhnlichen LR-Zerlegung.

Beweis a) Fiir ay; # 0 erzeugt der erste Eliminationsschritt folgende Umformung. Aus

asy
(1) ail ZT . . T .
A=AV = BO) mit s = ], 2 =(a12,. .. 01,), wird
s
an1
a0 (a2 B? = (a, L )" _gm__L T
0 B(g) ) . ik a1l 11 U1k i k=2 a1l .

Daraus ergeben sich die Aussagen. Als Beispiel sei A hermitesch. Dann gilt a1; € R, s = Z und
BM = BMW* Daher ist auch B hermitesch.

b) Exemplarisch wird die Definitheit nachgewiesen. Bei positiv definiter Matrix A gilt * Az > 0
fiir alle z € K",z # 0. Fiir z = (1,0,...,0)T folgt a;; > 0, im ersten Schritt war also keine

Zeilenvertauschung notwendig. Nun sei mit y € K*»~!,y # 0, speziell

N —Ls*y . aip s =Lgry 0 0
() == (0 ) (757 = (oo ) = (o)

Also ist y* B@y = 3* A > 0, d.h., B® wieder positiv definit.

c) Die Existenz einer Dreieckzerlegung A = LR mit l;; = 7;; > 0 folgt sofort aus dem zweiten
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Beweisteil. Es kann néimlich mit D := diag(\/Fi1,--.,/Tnn) gesetzt werden L := LD, R :=
D~'R. Durch Induktion 148t sich auch zeigen, daf§ diese Zerlegung eindeutig ist. Wegen LR =
A = A* = R*L* erhilt man dann sofort L = R* und R = L* .

Damit ist in vielen wichtigen Fillen sichergestellt, dafl der Gau-Algorithmus ohne Pivoti-

sierung durchfiithrbar ist.

Bemerkung: Bei grofien praktischen Problemen kénnen LGSe mit n > 105 Unbekannten auf-
treten. Die Matrizen haben dabei aber nur wenige Elemente a;; # 0 (Anteil < 10%, ”diinnbe-
setzt”). Bei anderen Besetzungen der Matrix, aufler der Bandstruktur, wird die urspriingliche
diinne Struktur bei der Elimination in der Regel aufgefiillt (“fill-in”). Der Grad des Auffiillens
hingt aber von der Numerierung der Gleichungen/Variablen ab und kann so beeinflufit werden.
Bei geeigneter Implementierung bestimmt v.a. die Zahl der nichttrivialen Elemente der LR-
Zerlegungder den Rechenaufwand (z.B. Bandstruktur: O(m?n)). Ohne die Ausnutzung solcher
Struktureigenschaften wiren sehr grofie Probleme auch auf modernen Supercomputern nicht

losbar.

Die aktuelle Top-500-Liste der Supercomputer (Quelle: Netlib/HRZ Mannheim 11°97) weist fol-
gende tatsiichlichen Leistungen aus (GFLOPS=10° Operationen pro Sekunde). Die genannte
Dimension n gibt dabei die Grofle eines vollbesetzten LGS an, das in 1 sec Rechenzeit gelost
werden kann. Bei einer Rechenzeit von einem Tag sind die entsprechenden Dimensionen (nur)

um den Faktor 44 gréfler.

Platz | Typ Ort Prozessoren | GFLOPS n
1 | Intel Sandia/USA 9152 1338 | 11019
2 | SGI/Cray T3E USA 1248 634 | 8590
3 | SGI/Cray T3E Meteo/GrBr 840 430 | 7548
9 | SGI/Cray T3E MPI/Garching 672 196 | 5808
7?7 | IBM SP 2 Uni Marburg 35 6.3 | 1847

In der Theorie ist eine Zeilenvertauschung beim Gauf-Algorithmus nur dann erforderlich,
()
Jj
mit endlichen Zahldarstellungen sollten aber auch zu kleine Pivotelemente vermieden werden,

wenn das Pivotelement verschwindet, d.h., a’ = 0. Bei der praktischen Rechnung im Computer

wie das folgende Beispiel zeigt (genauere Analyse in §7.)

Beispiel 2.3.5 Alle (Zwischen-)Ergebnisse werden in der Gleitkomma-Darstellung auf zwei

Stellen gerundet. Aus

00lz; 4+ 229 = 1 . 001z + 209 = 1
wird

: (2.3.11)
r1 + o = 3 0'1‘1 - 2001‘2 = =97

denn ly; = a1 /a;; = 1/0.01 = 1.0 - 10? (Gleitpunktdarstellung) =

a%) = a9 —lo1a12=1—-100-2=—-199 Rundung: ag2) =-2-10°
bg) = by —ly1by =3 —100 = —97 (ist exakt).



18 2 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Damit erhilt man
g = —97/(—200) =0.49, z; = (1—-2-0.49)/0.01 = 2.0.

Die exakte Losung ist jedoch (2.512..,0.487..). Vertauscht man die beiden Gleichungen in (2.3.11),

so ergibt die Elimination dagegen

1 +x2 =3 r1 +x9 =3 Ty =2.5
— —
0.0lzy 4229 =1 2z = 0.97 zo =0.49

Um die gezeigten Ungenauigkeiten zu verhindern, verwendet man Pivot-Strategien:

Dabei wird im Schritt j zur Vertauschung mit Zeile j die Zeile p € {j,...,n} nach folgender
Regel gewihlt:

1. Spaltenpivotisierung, absolutes Maximum:

D[ — i1, 0)
lagy | = max|ag;].

2. Spaltenpivotisierung, relatives Maximum:

o) _ o
N T Sy
vejlagy| R0 lag)|

)|

3. Vollstindige Pivotisierung, zusitzlich werden auch Spaltenvertauschungen (Umnumerie-

rung der Variablen) vorgenommen

N m ()
lal)| = max o

Wegen des hohen Aufwands werden die Strategien 2) und 3) nur in Ausnahmefillen benutzt.
Strategie 2) unterdriickt den Einfluf} der Multiplikation von Zeilen mit einer Konstanten (Ska-
lierung). Ein #hnlicher Effekt ist bei 1) erzielbar durch Aquilibrierung der Matrix, bei der zu
Beginn alle Zeilen auf Summennorm 1 skaliert werden. Auch die einfache Strategie 1) erhoht
den Aufwand um 50% :

Rechenaufwand fiir den GauB-Algorithmus mit Pivotisierung 1): n® Operationen

Inverse Matrix A~ L:

Die Losung von Az = b laft sich kompakt in der Form z = A~'b angeben. Bei praktischer
Rechnung lohnt es sich aber selbst zur Losung vieler LGSe AzW) = b, j =1,2,..., nicht, die
Inverse A~! explizit zu berechnen. Der Rechenaufwand fiir das Produkt = A~ 'b ist der gleiche,
wie der zur Losung der beiden Dreiecksysteme bei LRz = b, nimlich 2n? (vgl. Berechnung nach

(2.3.4)), der Rechenaufwand fiir A=! amortisiert sich daher nie.
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Manchmal ist es aber fiir theoretische Aussagen giinstig, die Elemente von A~! zu kennen
(z.B. Input-Output-Analyse: Wechselwirkungen zwischen Produktionszweigen). Bei gegebener

LR-Zerlegung von A ergeben sich die Spalten von
Al=C= (c<1>,...,c(">) aus LR =@ j=1 .. n. (2.3.12)

Unter Ausnutzung der speziellen Gestalt der Einheitsvektoren e(?) bendtigt man zur Berechnung

§n3 Operationen zusitzlich zur LR-Zerlegung, also 2n® Operationen insgesamt.

2.4 Fehlerausbreitung, Kondition

Die Auswirkungen von Rundungsfehlern bei der Durchfithrung des Gaui-Algorithmus werden
spater (§7) diskutiert. Aber auch die Verfalschung von Eingangsdaten (z.B. durch Rundung
auf endliche Genauigkeit) kann sich bei fast-singuldaren LGSen katastrophal auf die Losung
auswirken. Zur quantitativen Untersuchung dieser Auswirkungen wird angenommen, dafl statt

des urspriinglichen Problems Az = b mit regulirer Matrix A das Problem
A+ ANi=b+V, FT=z+2 (2.4.1)

mit gestorter Matrix A = A + A’ und gestérter rechter Seite b = b+ b’ exakt gelost wird. Die

Rundungsfehleranalyse des Gau3-Algorithmus wird iibrigens in §7 auf diesen Fall zuriickgefiihrt.

Zur Abschiitzung der Stérung &’ = & — x von z wird die Gleichung mit A~! multipliziert:
T+A7'ANG=A""b+b)=2+ A7V, (2.4.2)
Nach Satz 2.2.2 (v. Neumann) ist dieses LGS losbar, wenn in einer Norm gilt
AT < AT A" =g < 1 (2.4.3)

Dann folgt die Schranke
|z + A1

l—gq
Nach (2.4.2) gilt auch 2’ = & — 2z = A~ 10’ — A~ 1 A'Z. Daraus folgt mit (2.4.3) und (2.4.4)

2] < (2.4.4)

2"l = & — 2|l < A7 + qllZ]
_ q _
HA]UH+TjEWﬂHWAIUM

IA

IA

q 1 -1 l
A . 2.4.
I_JMH+1_qH o] (2.4.5)

Besonders aussagekriftig sind Abschitzungen, die skalierungsinvariant sind, bei einer Multi-
plikation des LGS mit Konstanten also unveréindert bleiben. Zu diesem Zweck betrachtet man
relative Fehler. Mit ||b|| = ||Az| < [|A[|||z|| folgt aus (2.4.5):
/ =1y . /
= o g AT TAL [1E]

< + :
lzl] — 1—¢ L—q [l
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Bezieht man sich auch bei A’ = A — A auf den relativen Fehler, etwa in

14|
1Al

g = [|ATHIA] = A7 - (1Al
dann taucht in der Abschéitzung aufler den Fehlern nur eine zusétzliche Konstante auf:

Definition 2.4.1 Zu einer gegebenen Matriznorm || - || heifit
R(A) = [|AI AT
die Konditionszahl der Matriz A. Bei Verwendung spezieller Normen tibernimmt man den Indez,

2.B., Kvoo(A) = “AHoo“Ail“oo-

Die Konditionszahl beschreibt die Empfindlichkeit des LGS gegeniiber Storungen. Fiir vertrigli-
che Matrixnormen gilt x(A) > 1 wegen 1 < ||I|| = [|[AA Y| < ||A]]||A~!]||. Die gerade durch-

gefithrte Diskussion hat folgende Fehlerabschitzung bewiesen:

Satz 2.4.2 Im gestorten System (2.4.1) werden folgende relative Fehler betrachtet:

_ Nz ==l _ [l _lo—o] ] _lA—a |14

T

- y  Pb: - y PA: - .
] ] il il IA] IA]
Damit ist das gestorte LGS (2.4.1) eindeutig losbar fiir
k(A)-pa < 1. (2.4.6)

Der relative Fehler in der Lésung ist beschrdankt durch

k(A)
Yz < m (‘PA + <Pb)- (2.4.7)

Fiir grofle k(A) > 1 ist das Problem schlecht konditioniert. Dann kénnen schon kleine Stérungen

der Daten zu erheblichen Anderungen der Losung des LGS fithren.

Bei der Berechnung einer Losung von (2.4.1) konnen weitere (Rundungs-) Fehler auftreten.

Die Genauigkeit einer Ndherungslésung y kann mit Hilfe des Defekts oder Residuums
ri=Ay—b A=A+A, b=b+V, (2.4.8)

iiberpriift werden. Dazu gilt

Satz 2.4.3 Mit den Bezeichnungen von Satz 2.4.2 gilt fir den relativen Fehler einer Niherung

y zur Losung x = A~'b mit Defekt r (2.4.8) die Abschitzung

-zl w4
ol = 1= s(A)pa

7]
<<PA + oy + w) . (2.4.9)
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Beweis y unterscheidet sich von 2 aus Satz 2.4.2 folgendermafien:
Ai::(;, flyzi)-{—r = y—i::fiflr.
Da (2.4.2), (2.4.4) der Abschitzung

A = A+t < A
Tl ATrAp
entsprechen, folgt mit den Schranken aus Satz 2.4.2 die Behauptung,

_ s -1 —1
ly =zl _ 2 =] A 7] <ot 1A AL
1—r(A)pa |0l

lell = =l ]

Auch hier geht die Konditionszahl entscheidend ein. Wegen dieser Bedeutung sollte bei der
praktischen Losung eines LGS immer auch die Kondition der Matrix (ab-)geschitzt werden, um

die Genauigkeit der tatséichlich berechneten Losung beurteilen zu kénnen.

Schranken fiir x(A)

Da die Zeilensummennorm || - ||« einer Matrix einfacher bestimmt werden kann als, z.B., || - ||,

werden hier Ansitze diskutiert, diese Norm der Inversen ||A™!||o, abzuschiitzen:

1. Fiir streng diagonaldominante Matrizen (2.3.10) ist A = D(I — D !B) mit D = diag(a;;)
und ||D7!'B||s < 1. Aus Satz 2.2.2 folgt daher

0™ oo

Koo(A) < “AHOOW

2. Da die LR-Zerlegung A = LR bei der Auflésung berechnet wird, kann mit der folgen-
den Methode mit akzeptablem Rechenaufwand O(n?) auch eine Schranke fiir ||A7!]|s <
IL " loo/|R !l berechnet werden. Grundlage sind die folgenden Eigenschaften nichtne-
gativer Matrizen, die hier nur fiir R formuliert werden. Ungleichungen und Betréige bei

Matrizen sind dabei komponentenweise zu verstehen.
(a) Fiir B = (b;j) mit b;; > 0Y4,j (kurz: B > 0) gilt
IBlloe = | Belloo » e = (1,1,...,1)T.

(b) Fiir C~! > 0ist |[C7 Yoo = |C7 e|loo = ||2]lo0, WObei 2 das LGS Cz = e 16st. Hiermit

kann die Norm ||[C'~!||, berechnet werden, ohne C'~! explizit zu kennen.

(c) Die Norm || - ||oo ist monoton, d.h. aus

[bij| < leij| Vi, j (kurz: |B| < |C),  folgt  |[|Blloo < [|C]lco-
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(d) Zerlegt man R = D(I — B) mit D = diag(r;;), dann ist B strikt obere Dreieck-
matrix mit p(B) = 0 = B™ = 0. Aus dem Satz 2.2.2 (Neumannreihe) folgt durch

komponentenweise Abschétzung

n—1 n—1

. . —1

R =|(I-B)"'D7! = |3 BI|ID7! < ¥ [BY|D|™ = (IDI(T - |B) .
§=0 j=0

Die Eigenschaften (a) - (d) fithren auf

Satz 2.4.4 R € R"™*™ sei eine regulire obere Dreieckmatriz. Der (positive) Vektor z € R™
sei definiert durch das LGS

n
|7"ii|zi— Z |’I"ij|2j = 1, i:n,n— 1,...,1. (2.4.10)
Jj=i+1
Dann gilt
1R loo < [l2lloo-

Beispiel 2.4.5

2 3 -5 1 00 2 3 -5
A=1] 4 8 =3 | = 2 0 2 7 =L-R.
-6 1 4 -3 5 0 0 —46
Zur Abschiitzung von ||[R™ |5 ist zu 16sen
2 -3 =5 z1 1 21 1.418
0o 2 -7 z|l=11]|= 1|2 |=] 0576
0 0 46 z3 1 z3 0.0217
Dies fiihrt auf die Schranke |R!|s < ||2]|oo = 1.418. Fiir ||L~!||5 ergibt sich analog
1 0 0 U 1 U 1
-2 1 0 uw | =11l=|u |=1 3
-3 -5 1 U3 1 U3 19

Hier erhiilt man die Schranke ||L !|sx < [Julloo = 19, zusammen mit der ersten fiihrt sie auf
die Abschitzung [|[A s < 26.95 (zum Vergleich: ||[A™Y|5 = 0.451). Mit [|A]|s = 15 folgt die
Schranke ko (A) < 404.25 fiir die Konditionszahl.

Spalten-Pivotisierung (hier: Vertauschung der Zeilen 1 und 3) verbessert auch die berechneten

Schranken, es ist

00 1 -6 1 4 1 0 0\ /-6 1 4
01 0[|A=|4 8 =3|=[-2 1 0 o % I |=1LR
1 00 2 3 -5 -1 21 o o -1

Als Abschiitzung erhilt man jetzt | R"||oo < 0.376, ||L~!||o < 2.616 und daher die viel schirfere
0 0 1

Schranke ||[A™!|0 < 0.984, da |[A7 | = [|(PA) oo mit P=|0 1 0| =P
1 00
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2.5 [Iterationsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

Wenn selbst die exakte Losung eines LGSs nur eine Approximation fiir ein Ausgangsproblem
darstellt, reicht auch hier eine Ndherungslosung aus. Fiir lineare Gleichungssysteme der Form
(I-B)z = r (vgl. Input-Output-Analyse) mit “kleiner” Matrix B, d.h., Spektralradius p(B) < 1,

ist eine explizite Darstellung der Losung durch Satz 2.2.2 (Neumannreihe) bekannt,
z=(I-B)'r=> Br=r+BY Br. (2.5.1)

Die Partialsummen dieser Reihe sind daher konvergierende Nidherungen fiir z und konnen {iber

folgende Rekursion bzw. Iteration (9 := 0,
25D = Be®) 4 r Kk =0,1,..., (2.5.2)

berechnet werden: z() = r, 22 = + Br, 203) = r + Br + B?r,.... Diese Konvergenzaussage
148t sich erheblich verallgemeinern. Die Iteration (2.5.2) dient nidmlich zur Bestimmung eines
Fizpunkts der Abbildung z — g(z) := Bz + r, d.h. eines Vektors mit

z=g(z), g:R"— R" (2.5.3)
Allgemein gilt fiir kontrahierende Abbildungen g der
Satz 2.5.1 (Banachscher Fixpunksatz) Gegeben sei ein Banachraum H und eine Abbildung

g: H — H. Gelten auf einer abgeschlossenen Teilmenge 2 C H und fiir ¢ € R,0 < q < 1, die

Aussagen
g(Q2) CQ (“g bildet Q auf sich ab”) (2.5.4)
lg(z) —g(y)| < qllz—vyl Vz,y € Q, (“g ist kontrahierend”) (2.5.5)

dann besitzt g genau einen Fizpunkt z = g(z) € Q. Dieser kann mit einem beliebigen Startwert
) € Q durch die Tteration

g ) = g(z®)), k=0,1,..., (2.5.6)
berechnet werden, es ist limg_, o z®) = 2. Quantitativ gelten die Fehlerabschdtzungen

lo® — 2| < Lo lla® - ®=D| (“a-posteriori”) (2.5.7)
k
< phglle® —2O) (“a-priori”). (2.5.8)

Bemerkungen: 1) Eine Bedingung der Form (2.5.5) (¢ > 0) heifit Lipschitz- Bedingunyg.
2) Typische Anwendungen der Fehlerschranken sind folgende. (2.5.7): Verwendung als Abbruch-

kriterium in der Iteration, d.h., wenn z(¥) berechnet ist. (2.5.8): Abschiitzung der fiir eine be-

stimmte Genauigkeit erforderliche Anzahl von Iterationen, d.h., des Aufwands.
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Beweis Wegen (2.5.5) gilt

D ) lg(z®) = g(a* )| < glla® — D) <.

¢"|z = 2.

[E3

IA

Analog ergibt sich, fiir beliebiges m > 0, aus der Dreiecksungleichung die Schranke

m—1 m
|xEtm) — 2B < Z |zt — (k)| < quﬂﬂﬂ(k) — =)
7=0 j=1

k
q (k) _ p(k=1) q (1) _ 400
< < — — 00. .0.
S 7 q||x T | < T q||x zM| 0, k (2.5.9)

Daher ist {x(k)} Cauchyfolge, wegen der Vollstdndigkeit von 2 also auch konvergent, der Grenz-

wert & = limy_, oo z(F) existiert also. Aus der Stetigkeit von g folgt nun
i = lim #® = lim z**Y = lim g(z®) = g( lim z®) = ¢(2),
k—o00 k—o0 k—o00 k—o0
d.h. £ ist Fixpunkt von g. Dieser ist eindeutig, denn wegen ¢ < 1 gilt
& —zll = llg(&) —g(2)| < qllZ2 — 2| = 2==z

Nach (2.5.9) folgen aus z¥) — z = lim,,, o0 () — 2(¥+™)) die Schranken wie

© . q .
29— 2 < 3¢ e® — 2070 = o) — a0
§=0

Dieser Satz ist die Grundlage der meisten Konvergenzaussagen bei Iterationsverfahren, auch
bei nichtlinearen Problemen (vgl. §6). Wegen Satz 2.2.1 kann die Bedingung (2.5.5), || B|| < 1, bei
der affin-linearen Funktion (2.5.2) natiirlich durch die Bedingung p(B) < 1 an den Spektralradius

ersetzt werden. Auerdem gilt hier die Umkehrung
Satz 2.5.2 Fiir p(B) > 1 gibt es Startvektoren (%) € R" so, daf (2.5.2) divergiert.

Beweis (-idee): Wihle 2(%) = 2 4+ y so, daB By = Ay mit [A| > 1. ]

Aufler in einigen Spezialfillen liegt die Matrix A des LGSs natiirlich nicht in der Form
A = I — B vor. Oft kann man sie aber als Storung eines Hauptteils M schreiben. Von praktischem
Interesse sind dabei allerdings nur Hauptteile M, die auf einfach auflésbare Gleichungssysteme
fithren (M, z.B., Diagonal-, Dreieck-Matrix).
Definition 2.5.3 Die Zerlequng einer Matriz

A=M-N (2.5.10)

heif$t regular, wenn M reguldr ist und wenn gilt

p(M™'N) < 1. (2.5.11)
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Nach Satz 2.5.1 definiert jede regulire Zerlegung von A ein konvergentes Iterationsverfahren:
b=Az =Mz — Nz <= Mz=Nz+b < z=M 'Nz+ M 'b,

d.h. (2.5.3) mit B:= M !N =T—M A, r:= M 'b. Dazu gehért ein Tterationsverfahren, das

man bei der Rechnung in der Form

Mz®t) = Ng®) 1 p = M(a®HD) — 2R .= p — Ax®) (2.5.12)

0)

£(9) := 0, durchfiihrt, allerdings besser in der fiquivalenten Form

g®t) = MINg® 4 M = 2D = M+ (T - M A) ™). (2.5.13)

analysiert (keine Berechnung von M ~!!). Eine Zerlegung ist umso giinstiger, je kleiner der Kon-
vergenzfaktor p(M ~'N) ist und je weniger Aufwand ein Schritt (2.5.12) kostet. Beide Kriterien

lassen sich auf folgende Weise miteinander in Beziehung setzen.

Bemerkung: Benutzt man in Satz 2.5.1 die bestmégliche Konstante ¢ = p(M ' N), so folgt aus
(2.5.8), daB zur Verkleinerung des Startfehlers ||z — z(9)|| auf die Endgenauigkeit [|z(¥) — z|| <
104z — £(O)|| ungefihr
l
k= —
—logio p(M~'N)

L
10

Schritte

notig sind. Die Reduktion des Fehlers um — erfordert bei einer gegebenen Zerlegung den Auf-

wand

1
—logyp p(M~IN)
Verschiedene Zerlegungen von A lassen sich daher anhand dieses “Effizienz-Mafles” vergleichen.

x [Aufwand fiir einen Schritt (2.5.12)]. (2.5.14)

Eine einfache Anwendung der Iteration beim GauB-Algorithmus ist die Nachiteration: Bei
sehr schlecht konditionierten linearen Gleichungssystemen mit x(A) > 1 kann die mit Hilfe des
GauBalgorithmus berechnete Losung durch Rundungsfehler stark verfélscht sein. Dann gilt fiir
die berechnete LR-Zerlegung nur noch LR 2% A. In diesem Fall kann diese Lésung durch (2.5.12)
verbessert werden mit M := LR wenn p(I — R~'L'A) < 1 (vgl. auch Satz 2.4.3), d.h., mit der
Nachiteration

LR(z*+D — 2Ry = p — Az,

Der Speicherbedarf verdoppelt sich allerdings, da die Originalmatrix A zur Berechnung des
Defekts b — Az(*) benétigt wird. Die Defektberechnung sollte mit doppelter Zahlengenauigkeit

erfolgen.

Gesamt- und Einzelschrittverfahren

Beispiel 2.5.4 Betrachtet werde das folgende 2 x 2-Gleichungsystem mit Losung (2,1)7.

1 + 00lzy = 201 <— z1 = 2.01 —-0.01xo
—-0.02z; + dry = 396 <<— 4z = 3.96 +0.02z;
———

“Storung”
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“Sukzessives Binsetzen”, beginnend mit 2(*) = (8) liefert der Reihe nach die Vektoren

2(0) ‘ 2D ‘ z(2) ‘ 23
0 | 2.01 | 2.0001 | 1.9999995
0 | 0.99 | 1.00005 | 1.0000005
Dabei wurde die Diagonale der Matrix (_01_02 0'21) als Hauptteil M benutzt, der Rest als “Stérung”.
Als bessere (?7!) Variante kann man zur Berechnung von mgk) statt xgk_l) den schon bekannten
Wert xgk) benutzen. Zugrunde liegt beiden Verfahren die Zerlegung der Matrix A=L+ D + R
in Diagonale D = diag(ai1,a92, ... ,ann) (a;j; # 0) und linkes und rechtes Dreieck,
R 0 --- 0 0 % x
A= D , dh,L=1|x% . |, R=]|: " « (2.5.15)
L x % 0 0 --- 0

Gesamtschrittverfahren, Jacobi-Iteration: Zerlegung M := D, N := —L — R, Tterationsmatrix
ist B = —D~'(L + R).
D+ = p— (L + R)z®), E=0,1,...

—1 n

k+1 1 ! k k .

wl( ) = e b — > aijxg- ) _ > aijxg- )], i=1,...,n.
j=1 7j=t+1

(2.5.16)

Einzelschrittverfahren, Gauf-Seidel-Iteration: Zerlegung M := D+ L, N := —R, Tterationsma-
trix ist Bg = —(D + L)' R.

(D + L)z*+) = p— Rak), k=0,1,...
. i—1 el n i ) (2.5.17)

Die Formeln (2.5.16) und (2.5.17) besitzen den gleichen Rechenaufwand pro Iterationsschritt, in
(2.5.17) werden in der Zeile i allerdings die jeweils aktuellsten Naherungen $§-k+1) eingesetzt. Der
Rechenaufwand betriigt bei beiden Verfahren maximal 2n? Operationen. Fiir Matrizen aber, bei

denen nur wenige Elemente von Null verschieden sind, gilt genauer

Rechenaufwand pro Schritt (2.5.16), (2.5.17) = 2-(Anzahl der nichttrivialen Matrixelemente)

Diese einfache Abhingigkeit ist ein entscheidender Vorteil von Iterationsverfahren, da auch eine
unregelméflige diinne Besetzung von A direkt ausgenutzt werden kann, im Gegensatz zu den

Eliminationsverfahren.

Ein einfaches, hinreichendes Kriterium fiir die Konvergenz beider Iterationen ist die Diago-
naldominanz von A.
Satz 2.5.5 Die Matriz A sei streng diagonaldominant, (2.3.10). Dann konvergieren Gesamit-

und FEinzelschrittverfahren. Genauer gilt

IBElloo = (D + L)' Rlloc < [IDTHL+ R)lloo = [1Bglloo < 1. (2.5.18)
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Somit gelten die Abschitzungen (2.5.8) in der Maximumnorm mit ¢ = ||Bgllco b2w. ¢ = || BE||co-

Beweis Die betrachtete Matrixnorm ist ||.||~.
a) Die strenge Diagonaldominanz ist &quivalent mit || Bg| = max; 3=, ; [ai;/ai| < 1.
b) Es wird die stirkere Aussage

Il < lIBall, C:=(D|-I|L)""IR] (2.5.19)

bewiesen. Daraus folgt die Behauptung (2.5.18) mit ||Bg|| < ||C|| < ||Bg||, da wie im (vorgezo-
genen) Beweis von Satz 2.4.4 gilt

|Bi| = (D +L)"'R| < (ID| - |L|) ' |R| =

Zur Ungleichung (2.5.19): Da C > 0 gilt, ist [|C|| = ||2]lcc =: ¢ wobei Ce =: z, e = (1,...,1)T.
Mit
(I —|D7'L))™ | D™'Rle=2 <= z=|D7'Ljz+|D"'Rle

folgt
i A4
q = “ZHoo—maX{Z|_]|ZJ ZI —L|
j<i Qi g>i
a;i -
< max{q2| |+Z| V=D 1(qL+R)||. (2.5.20)

j<i i >0

Nach Division durch ¢ (der Fall ¢ = 0 ist trivial) wird daraus die Ungleichung

a; a; _ 1
1<maX{Z| ”I ZI ”I} |D 1(L+6R)|I,

j<i @i ]>z
die wegen der Diagonaldominanz aber nur fiir ¢ < 1 erfiillt sein kann. Also gilt [|C] = ¢ <
|D~YqL + R)|| < ||D~Y(L + R)|| = ||Bg||, d-h. (2.5.20)=(2.5.19)=(2.5.18). u

Der Satz zeigt, daf} beziiglich der Zeilensummennorm das Einzelschrittverfahren nicht schlech-
ter konvergiert als das Gesamtschrittverfahren. Fiir die Konvergenz entscheidend ist aber der

Spektralradius. Auf diesen 148t sich die Aussage in einem wichtigen Spezialfall iibertragen.

Satz 2.5.6 (Stein-Rosenberg) Die Matrizr B = —D~'(L + R) sei nicht-negativ, Bg > 0.

Dann gilt einer der Fille

0= p(Be) = p(Ba)

0< oB) < pBa) < 1| 1e(Ba)~ 11 <|e(Br) ~1]
p(Bg) = p(Bg) = 1 mit Gleichheit genau fiir p € {0,1}.
p(Bg) > p(Bg) > 1

Im nichttrivialen Konvergenzfall konvergiert also das Einzelschrittverfahren fiir solche Matri-
zen schneller. Fiir die Konvergenz von Gesamt- und Einzelschritt-Verfahren gibt es folgende

hinreichenden Kriterien:
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1. (2.3.10), A ist zeilenweise streng diagonaldominant: |a;;| — 3,4 |aij| > 0 Vi.
2. A ist spaltenweise streng diagonaldominant: |a;;| — 32,2 aij| > 0 Vj.
3. A ist hermitesch, positiv definit.

4. schwache Zeilen- bzw. Spalten-Diagonaldominanz: A ist unzerlegbar und |a;;|—37; ; |ai;| >

0 bzw. |ajj| — 32, %;laij| > 0 mit echter Ungleichung “ >" an mindestens einer Stelle.
Im letzten Fall mufite ausgeschlossen werden, dafl das LGS in kleinere Teilprobleme zerfillt:

Definition 2.5.7 Fine Matriz A = (a;j) heifit unzerlegbar, wenn keine Umordnung (i1,12, . . . , i)
der Indizes (1,2,...,n) existiert so, dafi die Matriz dann folgende Struktur hat

(a~ . )n o A A
ke k,j=1 N 0 A22 '
Relaxationsverfahren

Die gerade beschriebenen Verfahren kénnen oft durch Einfithrung eines Beschleunigungsparame-
ters ohne hoheren Rechenaufwand verbessert werden. Zur Vereinfachung der Darstellung wird
schon von einer Matrix der Form A = I — B ausgegangen. Nach (2.5.13) ist dies keine Ein-

schrinkung. Mit 0 < w € R wird das Iterationsverfahrens (2.5.2) folgendermaflen modifiziert:

g*HD = (1 = w)z® 4+ w(Bz® +r) = 2 + w(r — AzP), (2.5.21)
k=0,1,.... Die Iterationsmatrix ist hier demnach
Bw):=(1-w)[+wB=1-wA, (2.5.22)

wobei B(1) = B. Beim Ansatz (2.5.21),(2.5.22) verfolgt man natiirlich das Ziel, w so zu bestim-
men, daf} der Konvergenzfaktor p(B(w)) moglichst klein wird. Dabei gilt p(B(0)) = 1.

Eine Optimierung des Parameters w ist einfach, wenn 1 1= whi

A und B nur reelle Eigenwerte besitzen. Die Eigen-

werte von A seien daher A\, < ... < Ay, die von B sind

Y

dann pu; = 1 — \;. Fiir A, > 0 existiert offensichtlich i |
ein w > 0 mit p(B(w)) = max; |1 —wl;| < 1.

Dabei mufl man nur die flachste und steilste Gerade betrachten,
p(B(w)) = max{|l — wAi|, |1 — wA,|}. (2.5.23)

Ein optimaler Parameter @ ergibt sich im Schnittpunkt dieser beiden (geknickten) Geraden:

>\1+)\n
5 .

S

—(l-—wh)=1-w), =



2.5 Iterationsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme 29

Satz 2.5.8 Die Figenwerte A\; von A seien reell und positiv, 0 < A\, < ... < Ay < A1. Dann ist

der optimale Relazationsparameter & bei (2.5.21) gegeben durch

2

1.
VW <

W=

mit p(B(d})) = ii :L i:

Bemerkung: 1) Die Konvergenz des einfachen Verfahrens (w = 1) war nicht vorausgesetzt, d.h.

w1 < —1, A\ > 2, ist zugelassen.
2) Falls der Mittelpunkt des Spektrums von A kleiner Eins ist, %()\1 + ) < 1, gilt @ > 1. Man

spricht dann von Uberrelazation.

3) Die exakte Kenntnis der Eigenwerte von A ist nicht erforderlich, eine (gute) Einschlieffung

[An, A1] C [a,b] reicht dazu aus. Die Approximation von Eigenwerten (sogar im Rahmen von
(2.5.21)) wird in der Numerik ITA behandelt.

Beispiel 2.5.9 Das folgende LGS hat die Losung (0, —1,1)T, die Matrix die Eigenwerte 1,1, 4.

-1 1
2 |z=
-1 2
Der Konvergenzfaktor aus Satz 2.5.8 ist 3/5 = 0.6 bei @ := 2/(1 + 4) = 0.4. Beginnend mit
£(0) = b erhilt man durch (2.5.21) die Approximationen:
k= 1 2 3 4 5 6 7
ry= 12 0.72 0.432 0.2592 0.15552 0.09331 0.05599

2= 0 -0.64 -0.64 -0.8704 -0.8704 -0.95334 -0.95334
r3= 08 0.64 0928 0.8704 0.97408 0.95334 0.99067

Das Verfahren (2.5.21) 148t sich sehr einfach analysieren, da die Iterationsmatrix B(w) linear
von w abhingt. Es hat aber, etwa in Verbindung mit dem Einzelschrittverfahren mit B =
—(D+L) 'R den Nachteil, daB fiir den Vektor z(¥) und (D+ L) ' Rz*) getrennte Speicherplitze
erforderlich sind. Geschickter ist es, die Relaxation direkt in jeder Komponente durchzufiihren.
Fiir das LGS Az = b hat ein einzelner solcher Schritt die einfache Gestalt

Algorithmus 2.5.10 SOR-Verfahren (successive overrelazation)

fiir 7 := 1 bis n:

s := by
(2.5.24)
fiir j := 1 bis n: s := s — a;5 * x;;

Ti =T + Wk S/ay;

Mit Iterationsindizes k = 0, 1,..., versehen lautet ein Verfahrensschritt somit

k+1 k k+1 k .
aumf +1) = azsz ) +w[bi — Zai]‘(l}g ) _ Zai]‘(l}g )], 1=1,...,n.
J<i Jjzi
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In der Matrix-Schreibweise
(D + wL)z**tY) .= [(1 — w)D — wR]z™ + wh (2.5.25)
wird allerdings erkennbar, daf§ die Iterationsmatrix
Bs(w) = (D +wL) '[(1 —w)D — wk]

nichtlinear vom Parameter w abhiingt. Eine Analyse des Verfahrens ist fiir diese Vorlesung zu

aufwendig. Als Beispiel einer Konvergenzaussage sei zitiert

Satz 2.5.11 Fiur symmetrische und positiv definite Matrizen A gilt

lw—1] <p(Bs(w)) <1 VO<w<2.

Meist wird eine Beschleunigung nur fiir w > 1 erreicht, d.h. bei Uberrelazation. Eine sehr genaue
Analyse ist bei bestimmten, praktisch wichtigen Matrixstrukturen méglich.
Demo-Beispiel: Poisson-Gleichung auf Einheitsquadrat mit einem 10 x
10-Gitter, n = 100. Das LGS besteht i.w. aus Gleichungen der Form
dx;—x; 1 —Tip1—Ti—10 —Tit+10 = 0, wobei fiir bestimmte Komponenten,
z.B., solche mit Indizes auflerhalb {1,...,100} feste Werte eingesetzt
werden. Theoretisch berechenbar ist p(Bg) = 0.959, p(Bg) = p(Bg)? =
0.9206, p(Bs(®)) = 0.560 = p(Bg)".

Also hat eine SOR-Iteration mit optimalem Parameter in diesem Fall den gleichen Effekt wie

ca. 7 Einzelschritt- oder 14 Gesamtschritt-Iterationen (fast) ohne Mehraufwand.

Allgemeiner gilt fiir groBe n = m? hier o(Bg) = 1 — n2/m?2, also —1/logyo o(Bg) = 0.23m? =
0.23n, sowie bei optimalem Parameter o(Bg) = 1 — 27/m, d.h., —1/log;, 0o(Bs) = 0.37m =
0.37y/n. Da die Iterationsverfahren ca. 10n. Operationen pro Schritt bendtigen, fiihrt die Annah-
me, daB der Anfangsfehler um 10~ verkleinert werden soll, auf folgende Aufwandsschiitzungen,
vgl. (2.5.14). Zum Vergleich ist der Aufwand beim Gauf-Algorithmus fiir Bandmatrizen ange-
geben.

Verfahren ESV | SOR | Gauf}

Aufwand ca. | 20n? | 30ny/n | 2n?
Fiir grole n ist das SOR-Verfahren hier also der Band-Variante des Gauf-Algorithmus iiberlegen.




31
3 Polynom-Interpolation

3.1 Problemstellung

In vielen Situationen sind Datenwerte fiir bestimmte Groflen eines Parameters (etwa Zeitpunkte)
bekannt, z.B., die Position eines Fahrzeuges oder Flugkorpers oder auch Finanzdaten. Nicht in
allen Fillen ist es sinnvoll, diese Daten als Funktionswerte einer (glatten) Funktion zu interpre-

tieren (Borsenwerte?).

Zur Berechnung von Zwischenwerten verwendet man einfache Ersatzfunktionen, die die vorhan-
denen Daten einbeziehen. Zunéchst werden als Ersatzfunktionen Polynome betrachtet, die in
bestimmten Parameterwerten (“Stiitzstellen”) vorgegebene Datenwerte annehmen, d.h., inter-
polieren. Im néichsten Paragraphen werden auch Splinefunktionen behandelt, die sich stiickweise

aus Polynomen zusammensetzen.

Yy
1
Yo Un
Yn—1
Y2
T T T T T T x
a  xp T1 Ty - Tn—1 ZTnp
3.2 Lagrange-Interpolation fiir Polynome
Definition 3.2.1 Zum Gitter {zy,...,x,} mit
a<zo,...,Tn <b, m#xj fiiri#j, (3.2.1)
und dem Datenvektor y := (yo,...,yn)' seip ein Polynom mit
p(z;) =y, i=0,1,...,n. (3.2.2)

Dann heiffit p Interpolationspolynom. Ein Polynom, das (3.2.2) erfiillt, nennt man genauer
auch Lagrange-Interpolationspolynom. Als Hermite-Interpolationspolynom bezeichnet man ein

Polynom p zu den allgemeineren Bedingungen

PV (z) =wij, j=0,...,mi—1,i=0,...,m. (3.2.3)

Die Bedingungen (3.2.2) fithren im Prinzip auf ein lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizien-

ten a; eines Polynoms vom Grad n in der Darstellung

pn(z) = Zajxj, I, :={pn: a; ER,j=0,...,n}. (3.2.4)
=0
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Das Lagrange-Interpolationspolynom kann aber direkt konstruiert werden:

Satz 3.2.2 Zu beliebigen Wertepaaren (z;,v;), i = 0,...,n, mit paarweise verschiedenen Stiitz-
stellen x; # x; (fir i # j) existiert genau ein Interpolationspolynom vom Grad n zu (3.2.2). Es
hat die Form

n n
T —;
P =Py i= ZyiLi, Li(z) := H 1, (3.2.5)
i=0 j=o Ti T Ty
i
Die Abbildung R" 1 — 11,,, y > py, ist linear.
Offensichtlich sind die L; Polynome einer Kardinal-Basis,
1 fiur i=k
L; e1l,, L;(xg) =0y = B
¢ €, Lilwr) = b {0 fiir i %k

in den Stiitzstellen z; verschwindet daher genau ein Summand von p, nicht.

Eines von vielen Kriterien zur Beurteilung numerischer Algorithmen ist der Rechenaufwand.
Die Operationsanzahlen wachsen mit dem Polynomgrad n. Wenn die Differenzen z — z; getrennt
berechnet werden, sind zur Auswertung von (3.2.5) jeweils n? + 2n Aditionen, n(n + 1) Multi-
plikationen und n(n + 1) Divisionen notig. Fiir grofie n ist der am stéirksten wachsende Anteil
(hier die n?-Terme) entscheidend, die anderen werden als O(n)-Ausdruck zusammengefafit. Dies

ergibt den

Rechenaufwand fiir eine Auswertung von (3.2.5):  3n2 + O(n) Operationen.

Beweis zu Satz 3.2.2 Wegen der genannten Eigenschaften der L; gilt fiir p aus (3.2.5)

n

pE€My, plze) =Y wililzk) =yk, k=0,...,n.
i=0

Zur Eindeutigkeit: wenn zwei Polynome p, p € II,, beide (3.2.2) erfiillen, so folgt

(p—p)(x;) =0, i=0,...,n.
Damit sind nach dem Fundamentalsatz der Algebra p und p identisch. m

Im Vergleich zu anderen Darstellungen hat (3.2.5) einen sehr hohen Rechenaufwand pro Aus-
wertung. Fiir die praktische Anwendung ist eine andere Darstellung der L; aus (3.2.5)besser
geeignet. Mit
1 n
b = by o= e, w(z) == [[ (= — ) (3.2.6)
II (@i — =) 7=0

[N
= O

ist Li(z) = bjw(z)/(x —=z;) fiir x # ;. Damit erhilt man fiir das Polynom p aus (3.2.5) die Form

b:
oy fiir o # 25
r — I

pn(7) = w(z) Z

n
=0



3.2 Lagrange-Interpolation fiir Polynome

Speziell ergibt sich mit dem Sonderfall
pn(z) =1 <= y;, =1Vi

aus der letzten Gleichung die Relation

1Ew(m)z bi -, also w(x)zl/z bi

i=0 T T i i=0

Dies zeigt folgende Darstellung von p(z) als ein gewichtetes Mittel.

fir z # x; V5.
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(3.2.7)

Satz 3.2.3 Das Lagrange-Interpolationspolynom ist darstellbar in der baryzentrischen Form

( n bi
Z Yi
—0 r — T . .
T b fir  x # x; Vi,
i
palz) =3 D ——
i=0 i
L Yj wenn T = x;j.

(3.2.8)

Zur Auswertung von (3.2.8) berechnet man zweckméBigerweise zunéichst die vom Punkt = und

den Datenwerten y; unabhingigen Gewichte b;. Man kann zeigen, daf§ die Auswertung von (3.2.8)

“numerisch stabiler” ist (— §7) als (3.2.5).
(n) i

Bei Hinzunahme einer Stiitzstelle ergibt sich der Ubergang von den b,

ersten n + 1 Koeffizienten b§n+1), i =0,...,n, folgendermafien:

Fiir den offenen Fall n + 1 wird (3.2.7) umgeformt zu

n+1 +1 n+1 n+1 ( +1)
1= " =z"N T 4
> e >
J#i

Durch Koeffizientenvergleich folgt also
n+1

Z bz(_n+1) -0
=0

fir n > 0.

Daraus kann auch noch bgfll) bestimmt werden und es ergibt sich

Algorithmus 3.2.4 Rekursive Berechnung der Gewichtsfaktoren bgn) in (3.2.6):

fir k:=1 bis n:
firz:=0bis k — 1:
b(k) — b(k—l)/( 7 — 2p);
( Ek lb

n (3.2.6) zu den

(3.2.9)

(3.2.10)

(3.2.11)

(3.2.12)
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Dieser Algorithmus (3.2.12) erfordert >}, k = ”72 + O(n) Divisionen und doppelt soviel Addi-

tionen, also ist der

Rechenaufwand Baryzentrische Darstellung:

gnQ + O(n)  Operationen zur Berechnung der {bg")} in (3.2.12),

5n 4+ O(1)  Operationen zur Auswertung von p(z) in (3.2.8).

Man beachte, dafl im Dreieck-Schema (3.2.12) die bz(k) die bz(kfl) iiberschreiben diirfen, daher

wird also nur ein lineares Feld [0, ..., n] benotigt.

Beispiel 3.2.5 Interpolation auf einem dquidistanten Gitter: Mit

ri:=xz9+1ih, 1=0,...,n
erhilt man
1 n n .
o= [I(zi—=25) =n" [ (i —j) = " (=1)" "il(n —i)! . (3.2.13)
bR =
Dies ergibt
(D" PN ()
b, = - — = (=D,
hrn!  il(n —i)! hnn! (=1) i

Kiirzt man in der Darstellung (3.2.8) hierbei den von 7 unabhéngigen Vorfaktor heraus und fiihrt
die GroBen b; := (—l)l(’;“) ein, so ergibt sich fiir den Fall der d4quidistanten Knoten die folgende

vereinfachte Formel fiir das Interpolationspolynom p,

pn(z) = Zn: (—1)’. (7;> yi/ 2”: (—1)1- (?) fiir 7 # z; V). (3.2.14)

3.3 Newton-Interpolation

Um beim konkreten Einsatz eventuell zusétzliche Stiitzstellen schnell beriicksichtigen zu konnen,

ist folgender Ansatz zweckmiBig

() = pn_1(z) + (& — x0) -+ - (£ — Tp—1)an.

Dies ist die Newton-Darstellung des Interpolationspolynoms. Darin verschwindet der zweite
Summand in den Punkten zg,...,z, 1. Man setzt also induktiv voraus, daf} p,_; die Interpo-
lationsaufgabe in den ersten n Punkten erfiillt, p,—1(z;) = y;, ¢ = 0,...,n — 1. Den Wert a,
berechnet man dann aus der zusitzlichen Interpolationsbedingung p,(x,) = yn, zweckméfBiger
ist aber ein weiter unten formulierter Algorithmus. Beginnend mit py(z) = yo = ap setzt man

also fiir p,, die folgende Form an:

pn(z) = ap+(x—m0)ar+ ...+ (x — o)+ (z — Tp—1)an (3.3.1)

= ao+ (= z0)[ - [an—2 + (z — Zp—2)[an—1 + (z — zp—1)an]] -]
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Diese Klammerung deutet bereits an, wie p,(z) am giinstigsten zu berechnen ist:

Algorithmus 3.3.1 Horner-Schema zur Auswertung von p,(z) bei bekannten a;.

q ‘= Gn;
firk=n—-1n-2,...,0:

= ay + (z — 71)q;

q:
pn(T) =q.

Rechenaufwand Hornerschema: 3n Operationen:

Fiir den Spezialfall z; = 0 Vi erhiilt man p,(z) = >, a;z' und braucht fiir die Auswertung

dieser Polynomform nach dem Hornerschema nur 2n Operationen.

Das Hauptproblem bei (3.3.1), die Bestimmung der Koeffizienten a;, wird nun behandelt.

Definition 3.3.2 (und Algorithmus) Die ¢-ten dividierten Differenzen oder £-ten Differen-

zenquotienten der Daten y bezgl. der Stitzstellen x werden bestimmit durch den Algorithmus

firi=0,1,...,n:  y[z;] = yi;

furl=1,...,n:
3.3.2
firi=0,...,n—1: ( )
] = YITitts s Tivt] = Y[Tir- -5 Tigr 1]
' Tipl — Tj )

y[xia <oy Ty

Bemerkungen: Die Berechnung nach (3.3.2) fiihrt auf folgendes Dreieckschema, das spaltenweise

(1=1,2,...,n) erzeugt wird.

xi | yi = ylzi =1 [=2 l=n
Zo Yo
x1 1 Y|To, L1
[0, 1] (3.3.3)
T2 Yo ylw1, z2] ylzo, 1, 72]
Tn Yn y[xn_l,flfn] y[iﬂn_Q,.’L'n_l,mn] y[xoa"' axn]

Im Newtonpolynom (3.3.1) werden nur die Differenzen y[zy, ..., z;] bendtigt, s.u., (3.3.7). Da-

her geniigt zur Durchfithrung ein lineares Feld [0, 1,...,n], in dem der Reihe nach zunichst die
Werte 1, ...,y durch die ersten dividierten Differenzen, dann die ersten dividierten Differenzen
ylr1, 2]y - -, Y[Tn—1,Tn—o] durch die zweiten iiberschrieben werden, usw. Am Ende bleiben die

in (3.3.7) benétigten Werte iibrig. Es ist auch eine zeilenweise Berechnung moglich, wenn man
mit dem hochsten Index beginnt. Dabei kann dann bei Hinzunahme zusétzlicher Interpolations-

punkte das Differenzenschema einfach ergénzt werden.

Rechenaufwand fiir (3.3.2): 3[n+ (n—1) +--- + 1] = 3n? + O(n) Operationen.
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Der Zusammenhang der in (3.3.2) eingefiihrten Differenzenquotienten mit den Koeffizienten a;

aus (3.3.1) ergibt sich aus dem folgenden Neville-Algorithmus und dem anschlielenden Satz 3.3.4.

Definition 3.3.3 (und Neville-Algorithmus) Es seien p; ¢ € 11, Abschnittspolynome mit
pie(@) =yj, j=1i,...,i+ L (3.3.4)

Man erhdlt die Werte dieser p; o und den des Polynoms py, zu (3.2.2) an einer Stelle z durch

firi=0,1,...,n: pio(z) = yi;

firt=1,...,n:
firi=0,...,n—¢: (3.3.5)
_ (@ =m)piy1e1(7) + (Tige — T)pig_1(z) .
pi,l(g‘;) = - Tipp — IZ : ’

pn(x) = pO,n(l')-

Fir z € (2;,%i4¢) ist pis(x) eine “konvexe Linearkombination” der p; ¢ ;(z) und pji10-1(z).

Dadurch werden Rundungsfehler im Algorithmus nicht verstirkt (vgl. §7).

Rechenaufwand fiir den Neville-Algorithmus (3.3.5) bei vorberechneten Differenzen z — z;:

gnQ + O(n) Operationen.

Den Zusammenhang zwischen den dividierten Differenzen aus (3.3.2), den Teilpolynomen p;

aus (3.3.4) und den Koeffizienten a; aus der Newton-Interpolationsform (3.3.1) gibt der folgende

Satz 3.3.4 a) Die in (3.5.5) berechneten Polynome und die in (3.3.4) definierten sind gleich.
b) Die dividierten Differenzen in (3.3.2) stimmen mit den héchsten Koeffizienten der Teilpoly-

nome in (3.3.4) tiberein:
_1 iy
y[xia"'axi-l-é] = Epi,éa 0<i<i+l<n. (336)
¢) Das Lagrange-Interpolationspolynom (3.2.2) ist in der Newtonform (3.3.1) darstellbar als

pn(z) = ylxo] + (z — zo) y[zo,z1] + ... + (x — z0) - - - (z — Tp—1) y[T0,- - -, ZTn]. (3.3.7)

Beweis Durch Induktion, die Aussagen beziiglich (3.3.4) bis (3.3.7) sind offensichtlich richtig
firn=¢=0.

a) Unter der Induktionsvoraussetzung, daf p; ,—i1(z) und p;y1¢—1(x) ihre Interpolationsbedin-

gungen in (3.3.4) erfiillen, gilt fiir das in (3.3.5) definierte p; o(x) die Aussage

pie(z;) =yj, J =i, i+ L
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Fiir j = ¢ und j = i + /¢ treten némlich in (3.3.5) nur der zweite bzw. erste Summand im Z&hler
auf, fiir die Félle j =i+ 1,...,7i4+ £ — 1 kann man aufgrund der Induktionsvoraussetzung den

Faktor y; ausklammern, die Vorfaktoren ergeben zusammen eins.

b) Nun wird angenommen, (3.3.6) sei richtig fiir £ — 1. Dann gilt nach (3.3.1) und (3.3.4)

Pie(z) = pig—1(z) + (. — 25) - (T — Tipe1) - a. (3.3.8)

Zunéachst wird gezeigt
a=y[zi ..., Tipe). (3.3.9)
Durch Vergleich der Koeffizienten von z¢ in (3.3.8) und (3.3.5) ergibt sich mit der Induktions-

voraussetzung die Gleichung

y— Y[Tit1, - Tige) = YlTiy - Tige ]

Lite — T4

Dies ist die Rekursion (3.3.2) fiir (3.3.9). Durch Differentiation von (3.3.8) folgt (3.3.6).
c) Ist der Spezialfall von (3.3.8) und (3.3.9) fiir i =0 und £ =0,...,n. ]

Beispiel 3.3.5 Newton-Polynom durch vier Interpolationspunkte (Werte in der Tabelle):

BN

0|-1|[2]

1] 0|4 [2]

2 6 1 |—%
303112 6 2 |1

Die eingerahmten Werte sind die Koeffizienten im Interpolationspolynom

pala) =2+ 2(0+1) = 5(z + Do+ 5 (o + Dalo — 2).

Bei den besprochenen Verfahren werden keinerlei spezielle Eigenschaften der verwendeten
Datenpaare (z;,y;) beriicksichtigt. Wenn die y; allerdings Funktionswerte einer bestimmten
Funktion f sind, stellt sich die Frage, wie stark p und f voneinander abweichen. Diese und

andere Eigenschaften sind im folgenden Satz zusammengefaft.

Satz 3.3.6 a) Das Interpolationspolynom p, aus (3.2.5) hdingt linear vom Datenvektor y ab.
b) Die dividierte Differenz y|z;, ..., z;i1x| ist unabhingig von der Reihenfolge der Wertepaare
($ia yi)a T ($i+k7 yi-l—k)'

¢) Sind die y; Funktionswerte einer Funktion f € C"[a,b], d.h., y; = f(z;) mit z; € [a,b], so gilt

1

Flwir- s migrl o= yloiso o mink] = 15 1O, (3.3.10)

wobei £ € (minﬁi’i xj,max;i]f zj), 0<i<i+k<n.
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d) Fir f(z) = cga® + ... € Iy, gilt

cp fir k=mn,

f[m""’x”]:{ 0 fir k<n.

e) Fir den Interpolationsfehler rn(z) := f(z) — pp(z), = € [a,b], gilt bei einer Funktion f €
C"a,b] mit wyy1(z) := (z — 20) ... (x — x,) und einem & € (a,b) die Darstellung

FUrIE)

T (3.3.11)

rn(z) = wnir () f[zo,- - @0, 2] = wnta(2)

Beweis Teil a) ist nach Definition offensichtlich, b) folgt aus Satz 3.2.2 und (3.3.6).
c) Nach (3.3.6) ist y[z;, -, Ti1k] = pﬁ) (z)/k!. Nun verschwindet 7, = f — p;  in den Punkten

x =z, -, %1k Nach dem iterierten Satz von Rolle existiert ¢ € (min;-";]f zj, max;i’f xj) mit

0=r©) = P -l ().
d) Dies ist ein Spezialfall von c).

e) Der Interpolationsfehler wird an einer festen Stelle z = Z dargestellt und das Interpola-
tionspolynom pg 41 mit der zusitzlichen Stiitzstelle 2,11 := Z,yn+1 := f(Z), betrachtet. Nach
Satz 3.3.4 gilt hierfiir

Pon+1(2) = pon(z) + (. —20) -+ (. — @p) f[T0s "+, Ty Tnp1 = T

Wegen po ,,+1(z) = f(z) folgt in Z fiir den Fehler

(%) = f(Z) = pon(Z) = (T —z0) -+ (T — xn) flwo, -+ 2, T]-
Die Definition von wy41 und (3.3.10) liefern schliefilich (3.3.11). ]

Wegen der Beziehung (3.3.10) liegt es nahe, das Hermite-Interpolationsproblem (3.2.3) durch
Grenziibergang von mehreren Knoten in eine gemeinsame Stelle zu behandeln. Bekanntlich ist

lim flz;,zip1] = f'(zi)  fiie f € C'a, b].

Tij41—T;

Analoge Aussagen gelten in (3.3.10), wenn mehr als zwei Knoten zusammenriicken. Das In-
terpolationsproblem ist allerdings nur dann sinnvoll gestellt, wenn, wie in (3.2.3) gefordert, an
einer Stelle Funktions- und Ableitungswerte liickenlos vorgeschrieben sind. Es seien also fiir die
Hermite-Interpolationsaufgabe bei einer geniigend oft differenzierbaren Funktion f die folgenden
Werte bekannt

F@), £ (@), [P @), wenn mi = wigy = -+ = @iy (3.3.12)

Mit diesen Ableitungen werden im Einklang mit (3.3.10) die Differenzenquotienten definiert

durch .
flais - wir] = 1 ®) (2;), 0 <k < 5.
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Fiir all solche Mehrfachenknoten (3.3.12) werden diese Werte in das Differenzentableau (3.3.3)

eingetragen. Die noch fehlenden Differenzenquotienten berechnet man dann nach (3.3.2).

Beispiel 3.3.7 Differenzentableau fiir n = 4, 1 = 20 = x3:

Zo | Yo

T | Y1 Y[z, 71]

T |y i y[zo, w1, 71]

T | %1 Y1 syt ylro, z1, 21, 21]

T4 | ys ylrr,za] Yl w1, ma] ylrn, @, T, w4 ylwo, w1, 21, 71, 4]

Bemerkungen: Man kann das Hornerschema aus Algorithmus 1 verallgemeinern zur Berechnung

von Ableitungswerten von Polynomen.

Satz 3.3.6 erlaubt eine Gegeniiberstellung von Taylor- und Newton-Entwicklung fiir f € C™*'[a, b].
Mit den analog zu wy,+1 definierten wy(z) = (x —xg) -+ - (£ — —1), vgl. (3.3.11), erhilt man fiir

die Entwicklung nach

n (k) (n+1)
Taylor:  f(z) = I;)(LB — x0) i + (z = z)"" (n+ 1)1
n (n+1)
Newton: f(z) = Ig)wk(ﬁ)f[xoa"'aﬁk] + wnt1(z) f(n+ 1(;7|)’
¢, € (a,b). Insbesondere geht fiir xj = x9, j = 1,---,n, die Newton-Darstellung iiber in die

Taylor-Darstellung.

3.4 Entwicklung nach Orthogonalpolynomen, Drei-Term-Rekursionen

Die Vorteile von Orthogonalbasen sind aus der Linearen Algebra bekannt. Um diese auch bei
der Interpolation nutzen zu kénnen werden in II,, C C[a, b] Familien von Orthogonalpolynomen
beziiglich geeigneter Skalarprodukte eingefiihrt. Diese lassen sich rekursiv durch Drei-Term-

Rekursionen berechnen. Der wichtigste Fall ist die Entwicklung nach Tschebyscheff-Polynomen.

Zu einer positiven Gewichtsfunktion g : [a,b] — Ry und f,h € CJa,b] sei

f(x)h(z)g(x) dz, bzw.

S

(fah) = (fah')g =
(FB) = (fih)y == 3 flae)h(ze)g(on)

k=0

(3.4.1)

mit ¢ < 29 < ... < 2, < b. Durch (3.4.1) sind Innenprodukte fiir IT,, definiert. Uber Zusam-
menhéinge zwischen den beiden Innenprodukten aus (3.4.1) in II,, wird in §5 nachgedacht. Eine

Familie von Orthogonalpolynomen ist definiert durch die Relationen

P, €1l und (Pj,Pk) = 0jk * Ck, 0< 4,k <n. (3.4.2)
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Dabei bezeichnet ;5 das iibliche Kronecker-Symbol, die Werte ¢, sind entweder in geeigneter

Weise vorgegeben (z.B. ¢ = 1) oder berechnen sich aus der Forderung
Py(z) =1, Py(z) =2 +... (3.4.3)

Durch (3.4.1) bis (3.4.3) ist die Familie von Orthogonalpolynomen wohldefiniert und kann durch

das Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren bestimmt werden.

Orthogonalsysteme bieten den Vorteil, dal die Entwicklungskoeffizienten zur Best- Approximation

einer Funktion f explizit bekannt sind, mit
k
aj = (f,P)/(P;,P}), 0<j<m, ist pp:=)Y ojPj=f (3.4.4)
§=0

Bestapproximierende vom Grad 0 < k < n. Hier werden nur die Tschebyscheff-Polynome be-
handelt, im §5 treten aber bei der numerischen Integration weitere Klassen von Orthogonalpo-

lynomen auf.
Definition 3.4.1 Man bezeichnet die Funktionen
Ty (x) := cos(narccosx), |z|] <1, n=0,1,.., (3.4.5)

als Tschebyscheff-Polynome und ihre Nullstellen

2k +1 )’

—=0,... 4.
o a") E=0..m (3.4.6)

Lk = Tk,p = COS (
als Tschebyscheff-Punkte oder -Knoten.
Satz 3.4.2 Die in (3.4.5) definierten Funktionen T, sind Polynome vom Grad n. Sie kénnen
mit Ty = 1, Ti(z) = =z, rekursiv berechnet werden durch die Drei- Term-Rekursion

Tni1(x) = 22Ty (x) — Th1(z), n=1,2,.... (3.4.7)

Die xy, = xpp aus (3.4.6) sind die Nullstellen von Ty, 1. Die Polynome T,, haben die Form

Tp(z) =2""12" +... €T, (3.4.8)
thre Supremum-Norm ist eins, firn =0,1,... gilt
HTTLH[fl,l},oo = Inax |Tn($)| =1 (349)
z€[—1,1]

Beweis Mit ¢ := arccos z folgen die Aussagen fiir Ty, 7} unmittelbar aus (3.4.5). Die Rekursion
in (3.4.7) ergibt sich aus dem Additionstheorem

cos(n + 1)t + cos(n — 1)t = 2cost - cosnt.

An (3.4.7) erkennt man, daf§ die T;, € II,, die Form (3.4.8) besitzen und an (3.4.5), daf} die x,
aus (3.4.6) die Nullstellen von T},11 sind und (3.4.9) gilt. ]
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Satz 3.4.3 Die Tschebyscheff-Polynome Ty, k =0,1,...,n, bilden ein Orthogonalsystem beziiglich
des Innenprodukts (f,h € 11,,)

n

(f,h)n = Z fxp)h(zy)  mit o, = zhp aus (3.4.6). (3.4.10)

k=0
Zur Vereinfachung der Formeln (wegen (3.4.13)) verwendet man bei Entwicklungen nach Tsche-
byscheff-Polynomen (wie bei Fourierentwicklungen) statt (3.4.4) die Darstellung

C n
[+ 3Ty = pa. (3.4.11)
7=1
Die Koeffizienten ergeben sich bei den speziellen Knoten (3.4.6) in (3.4.10) durch
2 2 < 2k+1 ,
G = 1(f7T'J)TL: n——f-]_kz:%f(a:k)cos (]mﬂ-)a J :0,]_,...,71. (3412)

Das Polynom p,, aus (3.4.11) interpoliert f in xpn,k =0,...,n

Beweis Die Aussagen in (3.4.10), (3.4.12) folgen aus der bekannten Beziehung

2k+1
(T;, Tj)n = ZT z)T. Zcos(2 np )cos(]2n+27r)
0 fiir S
= i fir 0<i=j<n+]l, (3.4.13)
n+1 fir 1=79=0.

Die Relation (Tp, Tp)n = 2(T}, Tj)n, L < j < n, in Formel (3.4.13) ist der Grund fiir den Ubergang
von (3.4.5) zu (3.4.11). Da p, nach einer Orthogonalbasis entwickelt wurde, ist

(f =pns f — pn)n—mln(f_Qaf_Qn—man k) —q(z)])* = 0.

Das Minimum wird im Interpolationspolynom an die Funktion f zu den Punkten zj aus (3.4.6)

angenommen, mit dem p, offensichtlich iibereinstimmt. [ |

Rechenaufwand zur Bestimmung der ¢; aus (3.4.12):

2n? + O(n) Operationen + n? cos-Funktionsauswertungen.

Die Drei-Term-Rekursion (3.4.7) ist auch bei der Auswertung eines Polynoms (3.4.11) einsetzbar.

Analoge Algorithmen sind fiir alle Orthogonalfamilien mit Drei-Term-Rekursionen moglich.

Algorithmus 3.4.4 Clenshaw-Algorithmus

dpt1:=0; dy 1= cp;

firk=n—-1,n—-2,...,1:
(3.4.14)
d 1= ¢k + 22dgy1 — diyo;

pn(%) = co/2 + zdy — d;
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zur Berechnung von

pu() = %0 +Y ¢Tj(x) fir z € R, (ia. |z < 1). (3.4.15)
7j=1

Rechenaufwand von (3.4.14): 3n + O(1) Operationen.

Der Clenshaw-Algorithmus ergibt sich einfach durch Vertauschung der Multiplikationen in
folgender Darstellung. Der Polynomwert (3.4.15) entspricht einem Innenprodukt

pu(z) — %0 = (c1, s ) (Ti(@), . ,Tn(x))T-

T
Da der Vektor ¢ := (Tl (x),... ,Tn(x)) aufgrund der Rekursion (3.4.7) das Dreieck-System

1 T (z) T
| Ts(x) -1

1 -2z 1 Ts(z) [ = 0 ~—: Bt=r
1 -2z 1 Ty (z) 0

16st, gilt t = B~'r. Der Vektor d := (BT)~'c wird in der Rekursion (3.4.14) berechnet, es folgt

€o

() — ==ct=c' B lr=d"r = zd, — do.

Bemerkung: Wegen (3.4.5) und der daraus abgeleiteten Normabschétzung (3.4.9) ist der Fehler-
verlauf bei einer (abgebrochenen) Tschebyscheff-Entwicklung wesentlich gleichférmiger als etwa

beim Newton-Polynom mit Hornerschema und sonstigen Knoten.

3.5 Vergleich der Verfahren

Verfahren Rechenaufwand(Oper.): Bemerkungen
Vorbereitung, 1 Auswertung

Lagrange origin. Li(z) : 3n? 2n L; abhéngig von z und Gitter, Sta-
bilitdtsprobleme

Lagr. baryzentr. b; : %nQ on b; nur gitterabhingig, flexibel, stabil

Newton yl]: 3n? 3n y[zo,..] abhiéngig von Gitter und Da-
ten, flexibel, Stabilitdtsprobleme

Aitken-Neville — gnZ fiir Spezialanwendungen

Clenshaw, n bel. ci: 2n? 3n Einfach, stabiler als Newton.

Clenshaw, n. = 2™ m-n 3n F.F.T.(Numerik ITA), spezielle Git-

ter, Ubergang von 2™ zu 2™+1,

In den Kapiteln 3.2 bis 3.4 wurden eine Reihe verschiedener Methoden zur Bestimmung von
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Interpolationspolynomen vorgestellt. In 3.2 und 3.3 waren die Knoten vo6llig willkiirlich vorgeb-
bar, in 3.4 wurde nur das Intervall [—1, 1] behandelt bei Verwendung der Knoten (3.4.6). In der
obigen Tabelle werden die verschiedenen Methoden gegeniiberstellt. Dabei wird der Rechenauf-
wand getrennt nach der Vorberechnung von Koeflizienten, der bei jeder Interpolation einmalig

auftritt, und der Polynomauswertung bei bekannten Koeffizienten.

3.6 Interpolationsfehler, optimale Knoten

Bisher wurde davon ausgegangen, dafl die “Eingangsdaten” (z;,y;) festgelegt sind und daher
nur die Berechnung und Auswertung des Interpolationspolynoms behandelt. Wenn das Ziel der
Interpolation aber die Approximation einer gegebenen Funktion ist, kann der Fehler ohne Mehr-
aufwand durch geeignete Wahl der Interpolationsknoten stark verkleinert werden. Dazu setzt

man an der Darstellung (3.3.11) des Interpolationsfehlers an und benutzt die Supremumsnorm

19lloo = sup{lg(z)| : = € [, 8]}, g € Cla, f].

Fiir eine “glatte” Funktion f € C"*![a, 8] erhiilt man aus der Fehlerdarstellung (3.3.11) mit
Wnt1(z) == (r —z0) - (z —zp) und z € [, f], £ € («, B), die Schranke

£ oo

f(n+1)€

|/ (2) = pn(@)| = lwny1(2) T S |wnt1(2)]
Bei festem Polynomgrad n ist der Anteil || f("*1) ||, durch die Funktion f vorgegeben. Dagegen
kann aber der Beitrag |wp41(z)| durch geeignete Wahl der Stiitzstellen beeinflult werden. Zwei

mogliche Situationen werden diskutiert:

Problem 1: Es sind sehr viele Funktionswerte von f gegeben an dquidistanten Stellen z; =
a+ih, i = 0,1,... (z.B. Funktionstafel, Mefireihe). Welche Knoten eignen sich, bei festem n,

am besten zur Auswertung von f an einer bestimmten Stelle z7?

Es sei nun speziell € [z;,2;41], 0 < j < n. | | . | |
x x x; x
Dann folgt ° ! s "
w1 (@) = fo—wol--- |z — wjllz —wj] - o — 2
< h(F+1-0h(+1—1)--hh---h(n—j) =hr"(+1)l(n—j)!
+1(n+ 1!
= A" W (3.6.2)
Jj+1
Da die Binomialkoeffizienten bei ”TH den gréfiten Wert haben, ist der Fehler minimal fiir
) n+1

d.h., es ist am giinstigsten, links und rechts von = etwa gleich viele Stiitzstellen zu wihlen.
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Problem 2: Wenn f durch das Polynom p,, gleichmdfig moglichst gut approximiert werden

soll, ist der maximale Fehler im Intervall [a, 5] zu betrachten. Dieser erfiillt nach (3.6.1)

15 = palle < o o 5 e (363
pnoo_wn+loo(n+1)!- -0.
Da in dieser Abschitzung nur der erste Faktor beeinflufit werden kann, soll dieser minimiert
werden. Dazu sind diejenigen Knoten xy, ..., z, zu suchen mit

lwntilloo = min  max |z —&l|lz — &1 |z — &l (3.6.4)

6]' E[aaﬁ} Q?G[O&,ﬁ]

Die Lésung dieses Problems kann explizit angegeben werden, es gilt

Satz 3.6.1 Die optimalen Knoten in (3.6.4) sind die Tschebyscheff-Punkte

_atf B-a 2k+1 B
Ty 1=~ =~ Co8 (2n+27r), k=0,...,n. (3.6.5)
Der Minimalwert der Norm ist
—« n+1
lwmsrlloo = max |wnys(z)] = 2 (5 ) . (3.6.6)
z€[a,f] 4

Bemerkung: Die Knoten ergeben sich aus den in (3.4.6) genannten durch affine Transformation

{[_1’1] = /] . (3.6.7)

I et

des Intervalls

Die Punkte &, = cos gziéw = Reexp (z%w) sind

die Realteile der (4n + 4)-ten komplexen Einheitswur-

zeln. Sie liegen am Rand des Intervalls [—1, 1] viel dich-

ter als im Innern.
Beweis des Satzes: Beim Standardintervall [o, 8] = [—1,1] gilt 2 = —&, £ =0,...,n, also

% + 1
m+2

):cos(z—i—kw)zo.

Tyn+1(xg) = cos ((n + 1) arccos ) = cos ((n +1) 5

Daher ist wy41, bis auf eine Konstante, das Tschebyscheff-Polynom. Ein Vergleich des héchsten

Koeffizienten mit (3.4.8) liefert genauer

Wnit(z) = 2" 4 =27 4 (x).
Die Funktion cos(n + 1) nimmt ihre Extrema %1 in den Stellen ¢; = nj—fl an, das Polynom
wn+1 seine Extrema £27" daher in ¢; = cos 175, j =0,...,n + 1. Daher gilt

lwntillo =27".
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Dies ist tatsichlich der Minimalwert dieser Norm, gébe es ndmlich ein Polynom der Form p, 11 =

2"t 4 ... mit kleinerer Norm, dann miifite fiir dessen Differenz zu w1 in den Stellen tj gelten

<0 fir n+1-j gerade

" P ‘. , 7=0,...,n4+1.
n-l-l( J) pn-i—l( J) { >0 fiir n+1—jungerade J

Das Polynom w11 — pnp+1 vom Grad n (1) hitte dann aber mindestens n + 1 Nullstellen. Dies

fithrt zu einem Widerspruch.

Durch die Transformation (3.6.7) wird

Thy1(§) = Tn+1(w) = 2”(_—2)n+1x”+1 n

B -« B -« v
die Normierung des héchsten Koeffizienten ergibt damit
B — a\n+l__
wani(@) = (= 557)" 2 T (9):
Daraus folgt die Schranke (3.6.6). ]

Nach dem Satz von Weierstrafl ist auf einem kompakten Intervall jede stetige Funktion
beliebig genau durch Polynome approximierbar. Dieses Ergebnis lif8t sich aber nicht unbesehen
auf Interpolationspolynome iibertragen, selbst wenn immer mehr Stiitzstellen verwendet werden.
Dazu wird die Fehleraussage (3.6.3) fiir zwei Klassen von Knoten betrachtet. Fiir Aquidistante
Punkte z; = a+ j(8 —a)/n, j =0,...,n, ergibt sich aus (3.6.2) die einfache Schranke

— o\ n+1 —a\n+l 1
p ) n! < c(ﬁ ) — dquidistant,
n e

\/ﬁ?

deren asymptotisches Verhalten mit der Stirlingschen Formel (n! ~ (n/e)”v/27n) approximiert

Jwnsalloo < (

wurde. Aus dieser Aussage und der aus (3.6.6) folgen explizite Schranken fiir die Interpolations-

fehler bei dquidistanten und Tschebyscheff-Knoten:

¢ (B —ayn+l | frtD) a1
Ilon — fllo < ﬁ( . ) H(n n 1)’!|, aquidistant, (3.6.8)
B — a\n+1 f(n+1)
lpn = flloo < 2( 1 ) “(n n 1)|!|, Tschebyscheff. (3.6.9)

Bei diesen Formeln ist zu beachten, daf§ sich bei einer Vergroflerung des Polynomgrads n auch
die Ordnung der Ableitung f(™*1) erhéht. Schon lange bekannt ist das Beispiel

f(z) = —

= m, l‘e[—l,l],

wo bei dquidistanten Stiitzstellen das Anwachsen der Ableitungen fiir n — oo verhindert, dafl der
Fehler klein wird. Tatséichlich divergiert die Folge der Interpolationspolynome {p,} (n — o0o0) bei

diesem Beispiel in Randniihe bei +1. Im Vergleich von (3.6.8) und (3.6.9) verbessert der Uber-
gang zu Tschebyscheffpunkten den wichtigsten Vorfaktor e™" auf 4=". Fiir Tschebyschefknoten
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und f € C™FT—1,1],m > 1, 1Bt sich sogar Konvergenz nachweisen in der Form [Schaback,

10.4.5]
logn
P = fllow = 027 ), m = o0

Diese Beobachtungen legen die Frage nahe, wie weit man mit dem interpolierenden Polynom

noch vom bestapprozimierenden entfernt ist, d.h. von demjenigen p,, € II,, mit

1P = flloo = min [|pn = flleo =: dist(f, IL,). (3.6.10)

Dazu wird der Interpolationsprozef} als ein Operator

(3.6.11)

" g = Pug, (Pug)(zi)=g(z;), i=0,...,n,

betrachtet. Dieser Operator ist linear und ein Projektor, P2 = P,, denn Polynome p € II,
werden reproduziert, P,p = p. Die Norm dieses Projektors kann aus den Lagrange-Polynomen

berechnet werden. Dazu sei

An(z) = Z |Li(z)| die Lebesgue-Funktion. (3.6.12)
Diese tritt im folgenden Satz auf, der ein sehr allgemeines Beweisprinzip benutzt.

Satz 3.6.2 Fir f € Cla, (] gilt

1Pnf = fllo < (L4 1Pall) dist(f, 1), (3.6.13)
1Ball = Al =1, (3.6.14)

wobei || Pa]| := sup {| Paglloo/llgllzo : 9 € Clar, ], g #0}.

Bemerkung: Dies zeigt, dai der Interpolationsfehler héchstens um den Faktor 1 + ||P,| > 2
vom minimalen Fehler (3.6.10) abweicht. Daher interessieren Interpolationsknoten mit méglichst
kleinem Wert || P, || = || An|l0o-

Beweis Mit einem beliebigem p € II,, gilt wegen P,p = p die Aussage

1Pnf = flloo = IPaf = Pap+p = fllo = I = Pa)(p = f)llso
< (@4 BDlp = fllso-

N

Auf der rechten Seite kann nun zum Infimum von ||p — f|| iibergegangen werden.

Fiir die Norm || P, || folgt aus der Lagrange-Darstellung

n n
1Paglioc = 11D 9(@i) Lilloo < lgllocll D |Lillloo = llgllsolAnlloo,
1=0 1=0
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d.h., [| Pyl < || An]lco- Zum Nachweis der Gleichheit sei & € [«, ] eine Maximalstelle von A, also
An (%) = [|Anlloo und g eine spezielle Funktion mit ||g||oc = 1 und g(x;) = sign L;(Z). Hierfiir gilt

n
1Paglloo > |Pag(®)] = | D Li(#) sign Li(2)| = An(2)-
1=0
Dies zeigt die Gleichung in (3.6.14). Die untere Schranke fiir || P,|| gilt wegen [|p|| = || Prpllco <
| Pall[plloc Vp € Ty, [ |

Die Bestimmung eines bestapproximierenden Polynoms (3.6.10) ist ein sehr aufwendiger
Prozef. Zur Kldrung der Frage, ob im konkreten Fall nicht eine gute Interpolierende ausreicht,
kann der “Verlustfaktor” 1 + [|P,|| herangezogen werden. Fiir Tschebyscheffknoten wichst er
wie 1.52 + % In(n + 1). Etwas giinstiger verhilt sich dieser Faktor fiir die gestreckten Tschebys-
cheffknoten

2k+1
a+pf  B-acosy T k=0
) - 9"

i
2 2 COS nt2

Cy My (3.6.15)

T =

bei denen zy = «, x, = B gilt. Die folgende Tabelle enthilt die entsprechenden Werte fiir einige

Polynomgrade.
n=|5 |8 | 10| 15| 20
L Ip = 3.1 |34 3.5 |3.7] 3.9 | Tschebyscheffknoten (3.6.5)
1Pl = 2.6 | 2.9|3.033] 3.5 | gestreckte Tscheb.Knoten (3.6.15)




48 4 SPLINE-FUNKTIONEN
4 Spline-Funktionen

4.1 Definition

Der Fehler bei der Interpolation einer Funktion f € C*+1[a,b] durch ein Polynom p; vom Grad
k mit Stiitzstellen &, ..., & € [a,b] hat nach (3.6.1) die Gestalt (z € [a, b])

(k+1) —a)kt1
1" oo o (b= )™ sy (4.1.1)

£(@) = pe(o)] <l = &)+ (@~ @G < oy

Im letzten Paragraph wurde ein Beispiel genannt, bei dem fiir & — oo i.a. keine Konvergenz

If — pklloo — O garantiert werden kann. Dagegen folgt aus (4.1.1) trivialerweise
|f —pk| — 0 fitir (b—a) — 0, k fest.
Dies nutzt man aus durch Unterteilung des Gesamtintervalls [a, b] mit einem Gitter
A: a=z<n<...<xp=b, hj:=z41—x,1=0,...,n—1, H::rgl:?)é(hi, (4.1.2)

und approximiert die Funktion f in jedem Teilintervall [z;,z;11] durch ein Polynom festen
Grades.

Definition 4.1.1 Zu einem Gitter A nach (4.1.2) und m,k € Ny, 0 < m < k, wird der Raum

SZ‘JC aller Spline- Funktionen s bezeichnet, die

a) lokal, in jedem Teilintervall (z;,7;11], Polynome vom Grad k sind, d.h., s|( € Iy,

T5,Ti41]

b) global m-mal stetig differenzierbar sind, d.h., s € C™[a, b).

Hier wird konkret nur der Fall der kubischen Splines (k = 3) mit m € {1,2} behandelt, einige

Aussagen werden aber allgemeiner formuliert.

Anwendungsgebiete von Splines:
— Approximation (nicht-analytischer) Funktionen
— Approximation von Mefldaten
— Kurven- und Flichendarstellung in der Computer-Graphik (CAD)
— Lo6sung von gewohnlichen und partiellen Differentialgleichungen (FEM, Finite-
Elemente-Methode)
Von besonderer Bedeutung sind die sogenannten natirlichen Splines aus SQA’T;;LQ_I wegen der

folgenden Minimaleigenschaft.

Satz 4.1.2 Mit einem Gitter A nach (4.1.2) und f € C?[a,b] erfiille die Splinefunktion s € S’2A73

die Interpolationsbedingungen

s(zi) = f(z;), i =0,1,...,m, (4.1.3)
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sowie eine der Bedingungen

a)  s"(a)=35"(b) =0,
b)  §'(a) = f'(a), '(b) = f'(b).

Dann gilt
17" = "1z = 117715 = lIs"|I5 > 0, (4.1.4)

mit der Norm ||g||3 := fabg(w)de. Der so definierte Spline ist eindeutig bestimmdt.
Beweis Mit dem Lo-Innenprodukt (f,g)s := f;f(m)g(m) dx gilt

17" = I3 = IF"B+ "I = =207, 8" + 20", 5")2 = 2(5" = 1", 5"}

= 2 [ 1" - @) @) e

Durch partielle Integration auf den einzelnen Teilintervallen [z;, z;11] ergibt sich hier

Ti+1 . /MH'1 (S, . f/)sm dr
—(s=1)s"

T
i Tit1
x+l+/ (s—f) s dz

=0,(4.1.3) =0,s€ll3

Ti41
/ [S” _ fll]sll dr = (Sl _ fl)sll

Ti41

_ (Sl _ f’)s"

Der verbleibende Beitrag (s' — f')s” ist stetig, bei Summation iiber die Teilintervalle zeigt sich

Ti+1

/ab[s" — fMs" dx = T:ié/xl e = (s'(x) — f’(x))s”(g;)

b
=0.

a

Dabei verschwindet die Klammer, wenn Bedingung b) erfiillt ist, bzw. die zweite Ableitung bei

Bedingung a).

Zum Nachweis der Eindeutigkeit seien s, zwei Splines, die die Voraussetzungen erfiillen. Fiir
beide gilt dann (4.1.4), also

0 < [Is"[13 — [I5"13 = [Is" = 5"[13 = 15”115 — lIs"]I3 < 0.

Daher ist s — 3" =0, also s(z) — §(z) = cz + d, ¢,d € R. Da die Differenz wegen (4.1.3) aber

in allen z; verschwindet, gilt s = s. [

Bemerkung: Unter allen Funktionen, die die Werte (z;, f(z;)) interpolieren, hat der natiirliche

kubische Spline nach (4.1.4) minimale zweite Ableitung im quadratischen Mittel, bei b) etwa ist

Is"ll = min{llg"ll2 : g € C*[a,b], g(x;) = f(x:) ¥i, g"(a) = " (b) = 0}.

In der Mechanik entspricht ||g"||2 der Biegenergie eines elastischen Lineals, wie es frither im

Schiffsbau eingesetzt wurde (Strak-Latte, engl. Spline).



50 4 SPLINE-FUNKTIONEN

4.2 Existenz des Interpolations-Splines

Fiir den Interpolationsspline s € Szﬁ, der gegebene Werte y; interpoliert, s(x;) = y;, i =
0,...,n, wird in jedem Teilintervall eine Darstellung als Polynom bendtigt. Dazu bietet sich die

folgende Beziér-Bernstein-Darstellung an, die auf dem Standardintervall [0, k], h > 0, lautet

1 (k) »
s(z) = WE Z (j)mj(h — )k T b, (4.2.1)
§=0
mit Koeffizienten by, ..., bg. Diese Darstellung besitzt folgende Eigenschaften:

(@) bj=1 = s(z) = Z?:o (];)x](h —z)fii =L (z+h—x)k =1
(b) s(0) =by, s(h)="b

(¢) s'(x) = 7el[—k(h —z)F1bo + k(h — kz)(h — )k 2by + z(...)] = (4.2.2)
S’(O) — blh?kbo’ S’(h) — bk ;/l;;cfl

(@) s"(0) = 25D (py — 2 +b2), s"(h) = EED (b o — 2, + ).

Die Eigenschaft (c) fithrt bei £ = 3 auf eine ein-
fache geometrische Interpretation der Koeffizienten
bj. Werden die Paare (£;,b;)T mit & = jh/3 be-
trachtet, dann ist die Gerade (£o,b0)T (£1,01)7 die s(z)

Tangente an s in x = & = 0 und (&, b0) T (€3,03)7T 5 b3
0

die Tangente an s in x = {3 = h. Durch bg, b3 wer-

den also die Werte von s in den Randpunkten be- by
| | | |

einflufit, durch by, b, die dortigen Ableitungen. Man | 1 1 1 x

bezeichnet die Koeffizienten oft als Kontrollpunkte. Ty = & & & &3 =11

Der Spline s wird auf dem Gesamtintervall [a,b] durch lokale Darstellungen (4.2.1) zusam-

mengesetzt. Dazu wird ein Zusatzgitter eingefiihrt,

Yo Y1 Y2

7o m 72

l})o 1})1 1})2 ?3 ?4 ?5 ?6 C Eiksj =T + Lhi,

o & & & & & & j=0,...,k—1, (4.2.3)

1=0,...,n—1,
Die Stetigkeitsbedingungen an s im Punkt x; = &5, 1 < j <n — 1, mit Polynomstiicken (4.2.1)

lauten fiir

CY: ist erfiillt mit brj = y;.

C': Nach (4.2.2,c) entspricht die Stetigkeit der 1. Ableitung

k vk
§'(@j=) = (b = brj-1) = 5= (bgr = by) = 8'(254) =
j—1

<
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1 1 1 1 1 1
b —bpiig = (—— 4 — )b = (—— + — )y 4.2.4

2. Ableitung: Nach (4.2.2,d) ist die Bedingung s"(z;—) = s”(z;+) dquivalent mit

1 1
hg—(bqu — 2bpj 1 + b)) = ?(bkj — 2bpj 41 + brjy2) =: 1) (4.2.5)
Jj—1 J

Im folgenden werden jetzt die Werte pj = $s”(z;) aus (4.2.5) als eigentliche Parameter
des Splines interpretiert, die Koeffizienten b lassen sich daraus bei k¥ = 3 berechnen. Die

Beziehungen (4.2.5) an den beiden Réndern von [z}, z;11],
203511 = bajra = yj — hiu,
—bgjt1+2b3542 = yj41— hgﬂjﬂ
konnen nédmlich nach b3;1,b3j42 aufgelost werden und ergeben

bsjr1 = 3(2y5 +yje1) — ghi(2u; + pjn1)
! o 30 : (4.2.6)
3

bsjr2 = 3(y; +2yj41) — %hg(“j + 24541)

Diese Gleichungen fiihren auf folgende Formulierung der C'-Bedingungen (4.2.4):

Yi+1 — Y5 Yj Y1
Y
h; hj—1

hj 1pj1 +2(hj,1 +hj)uj+hjuj+1 = j=1...,n—1

Bei Division durch hj_1 + h; = xj41 — z;-1 kann insbesondere die rechte Seite nach (3.3.2)

einfacher als dividierte Differenz dargestellt werden:

hj—1 h; '
[ . 2 ; j— J . — - s ., . , — 1’...’ _1. 4.2.7
hj—l + h] Hji—1 + Mg + hj_1 T h] Hi+1 y[m] 1, %y ZE]_|_1] 7 n ( )
= =: B;

Zusétzlich sind noch die Randbedingungen aus Satz 4.1.2 zu beriicksichtigen. Im

Fall a) s”(a) = s”(b) = 0, bedeuten diese einfach

po = pn = 0.

Nach Streichung dieser beiden Unbekannten ist (4.2.7) ein quadratisches Gleichungssystem.
Dagegen gilt im

Fall b) s'(a) = vyp, s'(b) =y, nach (4.2.2,c) und (4.2.6) am linken Rand

hU ! 1 h%
Yo + 3= by = §(2y0 +y1) — ?(QNO + 111).

Da rechts analoges gilt, fithren diese Bedingungen b) also auf die zusétzlichen Gleichungen

2+ = ,%0(% —yé) = ylzo, o, 21], } (4.2.8)

Pn—1+ 2y = y[ﬁﬁn—hﬁﬁn,iﬂn]-



52 4 SPLINE-FUNKTIONEN

In beiden Féllen ergeben sich die Momente p = (15); als Losung eines Gleichungssystems

Ap=r
mit einer Tridiagonalmatriz
2 B 2 fo
A | 2 P R 2 p .
a2 [ az 2 [ (4.2.9)
c R(n—Dx(n-1) c R(n+1x(n+1)

Satz 4.2.1 Fir die Matriz A gilt in beiden Fdllen von (4.2.9) die Schranke

1A oo < 1.

Beweis Nach (4.2.7), (4.2.8) ist o, 8; > 0, aj + B = 1, (mit o := Bp41 := 0). Diese Matrix
ist diagonaldominant, daher gilt fiir jeden Vektor r und g mit Ay = r und jeden Index j:
2|pjl = |rj — ejuj—r = Bingrl < Irjl + (o + i) |1l co-
————
<1

Betrachtet man auf der linken Seite den Index mit |j;| = ||44]|00, sieht man

20lulloo < Irllse + llullo = lllso = 1A oo < [I7lloo.

Da also insbesondere die Gleichungssysteme mit A immer l6sbar sind, folgt

Satz 4.2.2 Fir beliebige Gitter A und beliebige Datenwerte y;,yq,yy,, ezistiert der eindeutig
bestimmte Interpolationsspline s € Si,3 (vgl. Satz 4.1.2) mit s(z;) =y;, j =0,...,n sowie den
Randbedingungen s"(a) = s"(b) = 0 oder s'(a) = y{, s'(b) = yl,.

Mit Hilfe von Satz 4.2.1 148t sich auch einfach eine a-priori-Schranke fiir den Spline herleiten,

bei einem &dquidistantes Gitter (h; = h), etwa gilt

[5(2)] <3llylloo  (+hmax{lygl,lysl}), = € la,b].

Dagegen existiert eine solche Schranke fiir Interpolationspolynome nicht mit einem fiir alle n
beschriankten Vorfaktor.

4.3 Konvergenz des Interpolations-Splines

Wie nach der einleitenden Bemerkung zu erwarten, konvergiert der Interpolationsspline einer
glatten Funktion gegen diese bei feiner werdendem Gitter (H — 0). Uberraschenderweise zeigt
sich auflerdem, daf dabei keine weiteren Voraussetzungen iiber das Gitter bendtigt werden und
daf sogar die ersten drei Ableitungen des Splines gegen die der Funktion konvergieren. Zum

Nachweis dieser Aussagen wird folgendes Hilfsmittel benotigt.
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Satz 4.3.1 Verschwindet eine Funktion g € C?[a,b] in den Randpunkten, g(a) = g(b) =0, gilt

)

(b_ a)? " / "
l9lloo < ~—==llg" 0, ll'lloc < (b= a)llg"lloo-

Beweis Taylorentwicklung um z € (a, b) ergibt
0=g(a) = g(z)+(a—2)g () + 3(a — 2)*¢" (&), & € (a,b),
0=g(b) = g(z) + (b—12)g'(z) + 5(b - 2)’¢"(&2), & € (a,D).

Durch Multiplikation der Gleichungen mit (b—x) bzw. (z —a) und Addition wird ¢'(z) eliminiert

und man erhilt
0=(b-z+z—-a)g(z)+ %(b —z)(z — a)[(z — a)g" (&) + (b —2)g" (&2)].

Daraus folgt dann die erste Ungleichung,

(b—2x)(x —a)

—a)?
o) < 5=z — ol 4 b= algle < E5

=g

Die zweite Ungleichung gilt, da nach dem Satz von Rolle ein z( € [a, b] existiert mit ¢'(zg) = 0
und daher

l9'(2)] = lg'(z0) + (& — m0)g" ()] = |z — zollg" () < (b = a)g"|oc.

Die Konvergenz des Interpolationssplines nach Satz 4.1.2,b wird im folgenden Satz beschrieben.
Der Fehler in einem Punkt = hingt dabei sowohl von der maximalen Schrittweite H als auch von
der lokalen h; ab. Da die Fehlerschranke fiir die Funktionswerte vereinfacht die Form ||s — f|| =

O(H*) (H — 0) hat, sagt man, der Spline konvergiere mit Ordnung 4.

Satz 4.3.2 Gegeben sei f € C*[a,b] und ein Gitter A. Dann gelten fiir den Interpolationsspline
5 € S’2A73 mit

S(xj) = f(xj)a J=0,...,m, Sl(a') = fl(a)a S,(b) = fl(b)a

und seine Ableitungen folgende Fehlerschranken. Fir x € (z;,zj41], 0 <j <n, ist

5@ (@) = FO(2)] < e 27 f D)o, 0<i <3,

Beweis Es wird eine weitere Splinefunktion § € Sgﬁ eingefiihrt, die die Bedingungen
§($]):f($]), §”(xj):f”(xj)’ 7=0,...,n,
erfiillt. Dann ist bs; = bs; = f(z;) =: f; und nach (4.2.6) gilt mit ji; := £3"(z;) die Beziehung

{ bsjr1 = (2fj + fi+1) — 553 (2 + A1)
bzjr2 =

(fi +2fj+1) — 5h3(Aj + 2011)

W= Wl



o4 4 SPLINE-FUNKTIONEN

Daraus folgt
|b3j+V - b3j+V| < h?“/j’ - ﬂHOO’ v=12, (431)

und aus der Beziérdarstellung (4.2.1) in (z;, z41],

s(z) — =3 Z Y(@j41 — )27 (bgjtw — b3jt),
J v=1

ergibt sich fiir die Ableitungen der Differenz die Schranke

$0() - 50 < h32\ =) (g = )" ma by = byl
Ci
< ﬁmax|b3]+y b3]+1/|a

mit ég = 3, & = 3, & = 18, & = 36. Mit dieser Aussage und (4.3.1) wurde also bisher gezeigt
4
s (@) = 89 ()| < &hd = filloos € (2, z511]- (4.3.2)

Da die Momente von s aus dem Gleichungssystem Ay = r, (4.2.7), (4.2.8) stammen und nach
Satz 4.2.1 [|[A |5 < 1 gilt, folgt

p-i= A=A = i il < Il — Ajllso:

Die Komponenten r; und (Afi); der Differenz kénnen durch Taylorentwicklung um z; verglichen

werden. Fiir 1 < j < n ist

6(Af); = ﬁ (i 10" (1) + 20hj 1+ 1g) [ (@) + i (241) )
" n 1 1
= 3f"(z;) + (hj — hj—1) f" (x5) + §m[h§?—1f(4)(771) + h?fw (72)],
1 1 1
ri = flgj-1,25,354] = m( -(fi+1 = f5) — m(fj - fj—l))

1 1 1

1
= §f"($j) + g(hj — hj1) f" () + ﬂm[’lﬁqfw (n3) + 3 fD (na)],

mit Zwischenstellen 1, € (z;_1,2;41). Fiir die gesuchte Differenz folgt daher die Schranke
11 h},+h}

(AR < (—
Iri = (ARl < (75 + 24)h] L+ hy

die sich analog auch in den Fillen 5 = 0,n nachweisen 148t. Nach Einsetzen dieser Ergebnisse

H2
LNl < 3 1F oo,

in (4.3.2) zeigt sich fiir die Differenz der beiden Spline-Funktionen die Aussage

, i 1. i
|5 (2) = 8O (@)] < & (1 fDlloos @ € (g, j1].

Zum Nachweis der Behauptung ist nun nur noch zu zeigen, daf} eine solche Abschitzung
auch fiir die Differenz § — f gilt. Nach Konstruktion verschwinden § — f und §” — f” in allen
Gitterpunkten z;, j = 0,...,n. Daher besitzt in jedem Teilintervall (z;,z;41] die Funktion

‘ - f ‘ g — ‘ g ‘ gm — pm ‘
| 2 Nullstellen | 1 Nullstelle | 2 Nullstellen | 1 Nullstelle |
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Bei der ersten und dritten Ableitung wurde dazu der Satz von Rolle angewendet. Daher folgen

aus Satz 4.3.1 rekursiv die Schranken
g M| < lhz (4) g < hl £
13" = "1 < ghillf Pl 18" = " < hjllfPllee =
18— £1 < gt f Dlloos 18 = £1 < TR .

Die Behauptung ergibt sich jetzt aus den Schranken fiir die beiden Differenzen in s — f() =
s — 50 4 50 — £, [

4.4 Spline-Darstellungen, Beziér-, B-Splines

Zur Darstellung von Splines sind zwei Methoden verbreitet. Die erste, mit Beziér-Stiicken (4.2.1)
bietet sich an, wenn sowohl C?- als auch C'- oder C°-Splines verwendet werden sollen. Allerdings
benutzt diese Darstellung bei C2-Splines unnétig viele Parameter. Dies wird bei Verwendung

einer Basis von S% 5 aus B-Splines vermieden.
b

Die Beziér-Darstellung wird nur fiir dquidistante Gitter behandelt. Dies ist aber bei einer
der wichtigsten Anwendungen, der Parameterdarstellung von Kurven (s1(z), s2(z),...) im R?
bzw. R? keine starke Einschrinkung. In diesem Fall, hj = h, gibt es fiir die verschiedenen

Stetigkeitsbedingungen einfache geometrische Interpretationen.

e Die C'-Bedingung (4.2.4) lautet bs; = % (b3j_1 +b3j+1). Da auch &5 = 1(&35-1+&s541) gilt,
ist also der R2-Punkt (£37,b3;)T Mittelpunkt der Verbindungsstrecke von (£3;-1,b3j-1)T

und (€311, b3j41) "

e Spezielle Teilausdriicke in der C2-Bedingung werden als neue Parameter eingefiihrt, aus
(4.2.5) wird so:

2()3]',1 — b3j,2 = 2b3j+1 — b3j+2 =: aj, auflerdem ist

28351 —&3j—2 = 283541 — &3j+2 = &35 = 7.

Daher liegt der Punkt (zj,a;)T im Schnittpunkt der Geraden durch (&,,b,)" mit v =
37—2,3j—1 sowie v = 3j+1,3j+2. Umgekehrt dritteln die Punkte (€354, b3j40) T, v = 1,2,

die Strecke von (z;,a;)T nach (zj41,a;41)7, denn

(2aj + aji1)

4.4.
(aj + 2a;41) @41)

203541 — b3jyo = a; } N { b3ji1 =
—b3j11 + 2b3j42 = ajq1

W= W=

b3ji2 =

Diese Beziehungen der Beziér-Koeffizienten beim C2-Spline erlauben folgende geometrische In-
terpretation (Hilfslinien), die analog auch fiir Kurven (s (z), s2(x)) T gilt. Der Spline ist hier nur

links von x; skizziert:
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aj+2

Tj-1 zj  &3j41 E3j+2 Tjp1 Tj+2

Mit (4.4.1) kénnen die C'*-Bedingungen umformuliert werden,

2b3; = b3j 1+ b3j1 = %(aj,l +4a; + ajq1).
Daher gilt fiir die Koeffizienten a; des C?-Interpolationssplines das Gleichungssystem

aj—1 +4a; +aj1 =6y, j=1,...,n—1, (4.4.2)
mit den Randbedingungen

ao = Yo, Gn = Yn, bei s"(a) = s"(b) = 0, bzw. (4.4.3)
2a0 + a1 = 3yo + hyy, an—1 + 2an = 3yn — hy,,  bei s'(a) =y, s'(b) =y, h

das zur Berechnung der a; dienen kann. Die Beziér-Koeffizienten {b,} ergeben sich daraus nach
(4.4.1).

Zur Auswertung eines Splines s in Beziér-Darstellung kann natiirlich die Formel (4.2.1) direkt
verwendet werden, nach (4.2.2a) ist sie eine konvexe Linearkombination und daher numerisch
stabil. Wegen der auftretenden Binomialkoeffizienten 148t sich die Auswertung aber (analog

zum Pascalschen Dreieck) auch durch mehrfache lineare Interpolation realisieren. Dazu sei fiir

T € [2j,Tj41]

k — .
s(z) =3 (f) &= by, &= %

1=0

Dann ergibt sich s(z) = bgk) aus dem Dreieckschema

B = by, i=0,... k; iy

B = (1 —op Y el =0, k= v=1,... k.

) )

Auch (4.4.4) enthilt nur konvexe Linearkombinationen.

14
Beweis von (4.4.4): Die Identitiit b\ = 3> (4)¢#(1—¢)* #b{), 1iBt sich leicht durch Induktion
u=0
iiber v verifizieren. ]

B-Splines: Die wesentlichen Parameter des Splines s sind die Groflen a;. Da sich die Funk-

tionswerte des Splines daraus durch lineare Operationen (4.4.1), (4.4.4) berechnen existiert eine
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Basisdarstellung der Form
s(x) =Y a;Bj(z), € [a,b]. (4.4.5)
=0

Fiir jedes j, 0 < j < n, entspricht hier die Funktion B; dem Spline, den man fiir die speziellen

Koeffizienten (ap,)m = (djm)m erhélt.

ca; =1 Dieser Spline hat im Innern des Intervalls

die gezeigte Gestalt (vgl. oben die geome-

trische Interpretation). Der Tréger von B;

fir 2 <j <n-—2,ist [z;_2,2;42], umfaBt

B also 4 = k + 1 Teilintervalle. In Randnéhe

, , , , , ergeben sich etwas unterschiedliche For-

Tj—2 Tj-1 Ty Tjr1  Tj42 men.

Diese Basisfunktionen werden B-Splines genannt. Aus der Herleitung ist ersichtlich, dafl diese
eine Zerlegung der Eins bilden mit B; > 0, 3°; Bj(z) = 1, wie dies bei den Bernsteinpolynomen,
vgl. (4.2.2,a), schon der Fall war. Die B-Splines kénnen aber auch vollkommen unabhingig davon
und fiir beliebige Gitter A definiert werden. Die Bezeichnungen vereinfachen sich in Randnéhe,

wenn das Gitter um 2k = 6 Punkte erweitert wird,

A 23<2 9<2 1<29<...< Ty <Tpy1 <...< Tpas, (4.4.6)

z.B. durch x| := 29 — 21, Tpy1 = 22, — Ty_1,.... Kine geschlossene Darstellung der B-

Splines kann mit Hilfe der folgenden Funktion von zwei Argumenten angegeben werden.

y
3

g
;Z—$ g(t;z) == (t —z)3 = { R (4.4.7)

0 fir t—2<0.
Fiir festes ¢ ist offensichtlich g(t;-) € C?(R.).

Definition 4.4.1 Zum Gitter A werden die kubischen (normalisierten) B-Splines definiert durch
die dividierte Differenz

Bi(z) := (it — Ti2) g[xi 2, Ti1,.. ., Tig2ix], i=—1,...,n+ 1
Die Differenzen sind dabei nach (3.3.2) beziiglich des ersten Arguments ¢ von g zu bilden.

Satz 4.4.2 Die B-Splines besitzen folgende Eigenschaften:

Bi(z) =0 Vz ¢ (zi_2,xit2), (4.4.8)
BZ(J?) >0 Vze (J?i,g,ailurg), (4.4.9)
n+1 7+2
Z Bi(z) = Z Bi(z) =1, wenn x € (zj,2j41], 0 < j < n. (4.4.10)

i=—1 i=j—1
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Beweis (4.4.8): Fiir ¢ > x4 ist g(z;,2) = 0,5 =4 —2,..,4+ 2. Fiir 2 < z;_ ist der Ausdruck
g[Ti_2,%i_1,--.,Tir2; ] vierte Differenz des kubischen Polynoms (¢ — x)3 in ¢, also ebenfalls 0.
(4.4.9): vgl. Bohmer/Spline-Funktionen, §6.3.

(4.4.10): Nach Definition ist B;(z) = g[zi_1,.., Tit2; T] — g[zi_2,..,Ti+1;x]. Nach (4.4.8) ist fiir

S (l'j,$j+1] :

Jj+2
> Bi(z)= 3 Bilx)
; i=j—1
= g[$j+17 --7$j+4;$] _g[xjv "7$j+3;$] +g[$3, ..,$j+3;l'] +...= g[Ij,3, ,33],1'] =1
~ v
1 0

Der Wert 1 ergibt sich vorne aus Satz 3.3.6d, da g(¢;-) = 3 + ... ist und der Wert 0 am Ende,

da g = 0 fiir die auftretenden Argumentwerte. ]

Durch die Eigenschaften (4.4.8-4.4.10) ist umgekehrt der B-Spline B; eindeutig festgelegt
und stimmt daher mit dem aus (4.4.5) iiberein. Zur numerischen Berechnung ist der Zugang
iiber die Differenzen nicht sehr geeignet, da bei der Differenzbildung Rundungsfehler verstéirkt
werden. Ahnlich wie bei der Beziér-Darstellung in (4.4.4) kann auch fiir einen Spline in B-
Spline-Darstellung ein stabiles Rekursionsschema angegeben werden, wobei bei jeder Auswertung

hochstens 4 Koeffizienten a eingehen (vgl. Stoer, §2.4.5).

Sowohl B-Spline- als auch Beziér-Darstellung bieten eine Reihe von praktischen Vortei-
len bei der Handhabung, die darauf beruhen, dafl die verwendeten Basisfunktionen eine lokale

Zerlegung der Fins bilden:

Der Funktionswert s(x) an einer beliebigen Stelle z im Intervall

ist eine konvexe Linearkombination von k& + 1 = 4 Koeffizienten.

Konsequenzen:
— Bei Auswertung des Splines treten keine zusitzlichen Rundungsfehler auf.

— Die Koeffizienten schliefien, als Punkte betrachtet, den Funktionsgraphen ein. Graphik-
Algorithmen wie Skalierung, Clipping (Abschneiden bei Fenstern, Verdeckung) kénnen eine Vor-

entscheidung anhand der Koeffizienten treffen.
— Bei Koordinatentransformationen (Zoom) sind alle Koeffizienten gleich zu behandeln.

— Anderungen einzelner Koeffizienten haben nur lokale Anderungen des Splines zur Folge (—
interaktiver Entwurf, CAD).
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Beispiel 4.4.3 R2-Graphik aus kubischen Beziér-Splines mit Kontrollpunkten:

4.5 Lokale Spline-Approximationen

Beim Interpolationsspline ist zur Bestimmung des Splines ein Gleichungssystem zu l6sen. Da-
her wirken sich einzelne (grofie) Funktionswerte auf den gesamten Spline aus. Beide Probleme
entfallen, wenn man auf die exakte Interpolation verzichtet und explizite Formeln der Spline-
Koeffizienten betrachtet. Den einfachsten Fall behandelt

Satz 4.5.1 Die Funktion f sei Lipschitz-stetig auf R mit der Lipschitz-Konstanten L. Mit den
FEigenschaften (4.4.8)-(4.4.10) der Basis-Funktionen B; gilt fiir den Spline

n+1
s(@) = Y flz))Bj(x)
j=—1
im Intervall [a,b] = [xg,x,] die Konvergenzaussage

HS - f”oo S 2HL.

Beweis Fiir z € (zj,z41] ist 1 = EQJZ_I B;(z) und daher
Jj+2

|s(z) = f(&)l =1 > (f(@i) = f(2))Bi(x)] < max |f(z) - f(y)| <2HL. m

i=j—1 |£E—y|§2H
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Allgemeiner werden Approximationen der Form

n+1
Qf = > ai(f)B; (4.5.1)

i=—1
betrachtet fiir f € Cla — d,b + d] mit d := max{|zg — x_3|, |Zn1+3 — zp|}. Diese heifien lokale
Spline-Approzimation, wenn a;(f) nur von Funktionswerten im Tréger von B;, also dem Intervall

[zi—2,Tito]|, abhidngt. Besonders interessant sind dabei lineare Funktionale a;, z.B.,

V4
ai(f) =) aijf(&j)s  &ij € [wim2, wiva]- (4.5.2)
j=1
Dann ist namlich @ ein linearer Operator. Bei (4.5.2) gilt zunéchst
l
(D < Y laglsup{lf @)+ @ € loionmisal} = Al flay sy (453)
j=1

Daraus ergibt sich eine lokale Abschitzung fiir Qf, denn fiir z € [z, z,11] ist

J+2
J+2
QI@)| < Y 1ai(A)IBiw) < thitk o (N < ik Al f gy (454)
i=j—1 o

Diese lokale Schranke ermoglicht nach einem einfachen Prinzip (vgl. Satz 3.6.2) folgende Kon-

vergenzaussage.

Satz 4.5.2 Zu einem erweiterten Gitter A sei ein lokaler Approzimationsoperator Q definiert,
der (4.5.4) erfilllt. Wenn @Q Polynome vom Grad m reproduziert, d.h., Qp = pVp € I, gilt,
dann gilt fir f € C™'a — d,b +d] die Fehlerschranke

n+1 m m
1f = Qflliapy < e(1+ b A ) H™ £ D g

Beweis Nach Voraussetzung ist mit jedem beliebigen Polynom p € 11,
f=Qf=f-p—(Qf—p)=f—-p—Q(f —p)
Mit (4.5.4) folgt daraus fiir € (z;,2;41], 0 < j < n, dann
£(2) — QF )] < |f(2) — pla)| + QU — P)(@)| < (1 + Bk AN = Dl 10
Nun kann ein Polynom p so gewé#hlt werden (z.B. durch Interpolation), daf
1F = Plligy_geyea) < CH™ ™ D g g @

Die optimale Fehleraussage fiir kubische Splines, O(H*), folgt also aus diesem Satz, wenn Q

kubische Polynome reproduziert und die Konstante max; A; nicht vom Gitter A abhingt.
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Beispiel 4.5.3 (Schoenberg, H2-Approximation): Bei beliebigem Gitter sei

ai(f) := f(z), z;:= %(%;1 +x; + Tiv1).

Q@ reproduziert lineare Funktionen. Fiir d4quidistantes Gitter stimmt () mit der Approximation

aus Satz 4.5.1 iiberein, da z; = ;.

Beispiel 4.5.4 (H*-Approximation) Die Gestalt der Funktionale (4.5.2) fiir diese Approximati-
on mit £ = 3 ist sehr kompliziert bei allgemeinem Gitter, bei dquidistantem Gitter vereinfachen

sich diese zu )

ai(f) = f(zi) — %f[mi_l,xi,xi+1],

(vgl. dazu (4.2.7)). Q reproduziert kubische Polynome.

Auch ohne Auflosung eines linearen Gleichungssystems (4.2.7) bzw. (4.4.2) kann also eine
H* Approximation einer C*-Funktion konstruiert werden, wenn auf die strenge Interpolations-

forderung aus Satz 4.3.2 verzichtet wird.
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5 Numerische Integration und Differentiation

In der Praxis stellt sich oft die Aufgabe, mit einer gegebenen Funktion f eine aufwendige, oder
explizit nicht mogliche Operation durchzufiihren. Als Ausweg kann man die Funktion durch
eine “einfachere” ersetzen, fiir die die Operation (einfach) ausfithrbar ist. Bei Integration und

Differentiation bietet sich die Polynom-Interpolierende in der Lagrange-Form aus §3.2 an:

2

flx)= pa(z) = ZLj(l“)f(ﬂﬂj) =
T)dx = n = Lj( dx (z =: a;f(xs), .0.
[ @iz [ p@)da %t/ o) = 2 af(e) (5.0.)
>

L'(0) f(z;) =y 0 f ().
§=0

%
—~
(e}
N—
IR
=
=
—~
(e}
N—
I

Diese Naherungen fiir Integral- und Ableitungswerte sind also einfach Linearkombinationen von
Funktionswerten. Daher werden jetzt solche Approximationen behandelt, zunéchst fiir die Inte-

gration.

5.1 Quadratur

Bei nicht stetig differenzierbaren Integranden ist es fiir Fehleraussagen vorteilhaft, diese als Pro-
dukt einer glatten Funktion und einer speziellen, schwierigen Gewichtsfunktion g(z) > 0 (z.B.
Vz,1/\/x,..) aufzufassen. Im folgenden wird daher die Integration mit einer festen Gewichts-
funktion g betrachtet.

Definition 5.1.1 Falls f:f(w)g(w)dx existiert, heifst

b n
Ammmm=2%mm+mm (5.1.1)

=0
eine Quadraturformel mit den Gewichten o zu den Knoten

a<zp<x1<...<zTpp <.

Dabei ist R, (f) der Quadraturfehler bzw. das Restglied und man sagt, die Formel (5.1.1) besitze
die Ordnung m € N, wenn gilt
Rn(p) =0 Vpelly 1.

Fiir die speziellen Quadraturformeln, die sich wie in (5.0.1) durch Integration des Interpolati-

onspolynoms ergeben, sind die Gewichte

aj—/ Lj(z)g(z)dx, j=0,. (5.1.2)
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Aus der Darstellung (3.3.11) des Interpolationsfehlers r, = f — p,, folgt
b

b n
Falf) = [ f@)ga)ds = Y aif (@) = [ ra(@lg(ads
a ]:0 a
b

= /a Wni1(2) f[20s - - - Tn, 2]g(2)de. (5.1.3)

Fiir f € C""![a,b] fiihrt eine Betragsabschiitzung auf die Schranke

b
RN < [ s @late)ds

PO oo (5.1.4)

Damit folgt insbesondere der

Satz 5.1.2 Die Ordnung einer interpolatorischen Quadraturformel (5.1.1), (5.1.2) ist minde-

stens n + 1.

Die Betragsschranke kann noch verschirft werden, wenn das Knotenpolynom w1 nur ein Vor-

zeichen besitzt, d.h., wenn
Wnt1(z) = (. —z0) -+ (. —zn) > 0 Vz € [a,b] (bzw. <0V..). (5.1.5)

Dann gilt nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung mit &;,&2 € (a,b), sogar

b
Ra(f) = / w1 (2)g(2)d - f[50, - -, Tn, E1]

= On- f(”-l-l)(fé), On 1= ﬁ /ab wpt1(z)g(z)dx. (5.1.6)

5.2 Newton-Cotes-Formeln

Speziell fiir g = 1 und &quidistante Knoten z; = z9 + jh,5 = 0,...,n, die die Randpunkte ent-
halten (d.h. zy = a, h = (b—a)/n, “abgeschlossene Formeln”) oder ausschliefen (a < zg, x, < b,

“offene Formeln”) ergeben sich die Newton-Cotes-Formeln. Die einfachsten Spezialfille sind:

Rechteckregel: n = 0, offene Formel, Ordnung 2:

b )3
[ sz =0-a05 (450 + L5 e (5.2.1)
Trapezregel: n = 1, abgeschlossene Formel, Ordnung 2:
b b— b—a)d
[ rwie =" 1@+ 50] - C e, 622)
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Simpsonregel: n = 2, abgeschlossene Formel, Ordnung 4:

’ .................................... ‘ __________________ fo@ﬂdi _ E%E[fM)+4f¢2§é%+f@ﬂ (5.2.3)
= sy
2880

In diesen Formeln steht ¢ jeweils fiir eine unbekannte Zwischenstelle in (a, b). Eine Tabelle der
Gewichte oj und der Fehlerkoeffizienten p,, fiir weitere Ordnungen folgt weiter unten. Zunéchst
wird nachgepriift, dafl bei der Rechteck- und Simpsonregel die Ordnung tatsichlich n + 2 ist,

statt n 4+ 1, wie nach Satz 5.1.2 zu erwarten.

Beweis von (5.2.3): Fiir a = 0 (0BdA) sind die Lagrangepolynome zu zp = 0, z1 = h, z2 = 2h:

(x — h)(z — 2h) z(xz — 2h) x(x —h)
L[)(H?) = 252 R Ll(ﬂj) = T, LQ(J?) = T € Ils.
Daraus berechnen sich die Gewichte
2h 1 1 h h 2h 4
ap = ; Lo(z)dx = W[§x3 — 37,’1}2 + 2n%z)2h = 3 =02 o= ; Li(z)dx = §h'

Die Fehlerdarstellungen (5.1.4) bzw. (5.1.6) stimmen allerdings noch nicht mit der in (5.2.3)
iiberein. Dazu ist die Zusatziiberlegung erforderlich, dafl wegen
.//_\‘\.

2h 2h
/ wi(2)dz = / 2(x — h)(z — 2h)dz = 0 (5.2.4)
0 0

sogar kubische Polynome exakt integriert werden! Dazu wird eine zusétzliche Interpolationsbe-
dingung p'(z1) = f'(z1) betrachtet. Nach (3.3.7) folgt dann mit ps = f(x0) Lo+ f(21) L1+ f(x2) Lo
die Darstellung p3(x) = p2(z) + wz(z) fzo, 1,21, z2] und

2h 2h 2h
/ p3(x)dz = / po(z)dz + / ws(x)dx flxo, 1, 21, 2] = aof(zo) + a1 f(z1) + agf(z2).
0 0 0
=0
Daher sind die Integrale iiber p und ps identisch und es gilt (5.1.3) sogar mit n» = 3 und auch
(5.1.6) mit o3 = —g5h°, da
wy(z) = z(z — h)*(z — 2h) < 0 Vz € [0, 2h]. ]

Dieser Beweis iibertréigt sich auf alle Newton-Cotes-Formeln mit geradem n, die Ordnung ist fiir

diese n + 2 statt n + 1.

Die folgende Tabelle enthilt die Gewichte und Fehlerkonstanten der Newton-Cotes-Formeln.
Da die Gewichte rational sind, erfolgt die Angabe in der Form
b—a
8

b—a)m-l-l

[ 1@ =" gy (L e, e @), (29)
a =0
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Abgeschlossene Newton-Cotes-Formeln, z; =a + jh, j =0,...,n, h = b_T“
n Y| Bo| b B2 Bs Ba c m
1 2 1 1 -1/12 2
2 6 1 4 1 -1/90 4
3 8 1 3 3 1 -3/80 4
4 90 7 32 12 32 7 -8/945 6
5 288 19 75 50 50 75 || -275/12096 6
6 840 | 41| 216 27 272 27 -9/1400 8
7| 17280 || 751 | 3577 | 1323 | 2989 | 2989 | -8183/518400 | 8
8 | 28350 || 989 | 5888 | -928 | 10496 | -4540 || -2368/467775 | 10
Die fehlenden Koeffizienten s, ..., s sind symmetrisch zu ergidnzen. Die Gewichte fiir n > 8

sind nicht mehr positiv. Dies erhoht etwas die Anfilligkeit der Formeln fiir Rundungsfehler.

Fiir die Konvergenz (n — oo) der Quadraturformel (5.2.5) gilt das gleiche wie bei der
Polynom-Interpolation. Das Anwachsen der héheren Ableitungen (™, m = 2(|2] + 1), kann

die Konvergenz zerstoren. Andererseits geht der Fehler

Raf)zc(b_“)m+{ﬂmka

n

sehr schnell gegen null fiir (b — a) — 0. Dies kann durch Unterteilung des Gesamtintervalls
ausgenutzt werden. Dabei wird eine Quadraturformel fester
Ordnung iteriert angewendet. Bei der Trapezregel (5.2.2), z.B.,
ergibt sich mit Teilintervallen [z;_1,z;], ; = a + jh, j =
0,...,n, h:=(b—a)/n, die Niherung

fﬂﬂh==i =y

i=1 ‘EH i=1

[ flx) + f(zie 1)]

N | S

= g[f(xo)+2f($1)+...+2f($n,1)+f(mn)]_ a b

Fiir diese Ndherung und die zur Simpsonregel gilt folgende Fehleraussage.

Satz 5.2.1 Firn € N sei h:=(b—a)/n, z; =a+ih, fi:= f(z;), i =0,...,n. Dann gilt mit
einer Zwischenstelle ¢ € (a,b) fir die

a) iterierte Trapezregel bei f € C?[a,b]:

/ fla fo +2fi 4+ 2t + fa) bl_—;h?f”(&), (5.2.6)
b) iterierte Simpsonregel bei f € C*[a,b], n gerade:
/f Lo+ 4fi 42+ 454 H A+ fa) — SO (527)

180
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Beweis Die Beweise von a) und b) verlaufen analog. Bei b) wird die Formel (5.2.3) iiber die

% =: k Intervalle [x9;_2, z2;] summiert. Beim Restglied erhélt man dabei mit &; € (w2;_2, z2;)
—ii (a3 — ann FO(E) = — 203 f0 () =~ ). m
880 &= T VT oass0 &0 YT T80 '

An diesen Darstellungen sieht man, daf es sinnvoll ist, in (5.2.5) als Ordnung der Formel die Zahl
m und nicht m + 1 anzugeben. Ein praktischer Vorteil der iterierten Trapez- und Simpsonregel

ist, daf} bei einer Verdopplung der Intervallzahl alle alten Funktionswerte verwendbar sind.
Der wesentliche Rechenaufwand bei beiden iterierten Formeln fillt bei den n 4+ 1 Funktions-
auswertungen fo, ..., f, an. Bei einem Vergleich der Fehler sieht man, dafl

1 1
R, (f) ~ 3 (Trapezregel) bzw. Ry,(f) ~ i (Simpsonregel)

gilt bei einem geniigend oft differenzierbaren Integranden f. Eine Verdopplung der Zahl n der
Funktionsauswertungen verkleinert den Fehler R, (f) bei der Trapezregel um den Faktor }1, bei
der Simpsonregel dagegen um den Faktor ¢ bei vergleichbarem Aufwand. Daher sind bei glatten

Integranden Formeln hoher Ordnung gunstlger.

Beispiel 5.2.2 [7 9 = In2 = 0.6931472...

h Trapez Fehler Simpson Fehler

1 0.75 0.056
1/2 | 0.7083..  0.015.. 0.694.. 0.00129..
1/4 | 0.6970..  0.0038.. | 0.69325.. 0.00010..

1/8 | 0.6941..  0.00097.. | 0.69315.. 0.000007..
1/16 | 0.69339.. 0.0002.. | 0.6931476.. 0.0000004..

Diese Beobachtung fiihrt natiirlich sofort auf das Ziel, mit mdglichst wenig Funktionsauswertun-
gen eine moglichst hohe Ordnung zu erzielen. Mit der folgenden Klasse von Quadraturformeln

wird dieses Ziel erreicht.

5.3 Gaufl-Quadratur

Bei den Newton-Cotes-Formeln hatte man fiir geraden Polynomgrad n eine um eins erhdhte

Konvergenzordnung aufgrund der Eigenschaft

b
/ wnt1(z)dz =0,  wpy1 = (2 —20) - (T — Tn),
a

die auf die Symmetrie der Knoten x; zuriickzufithren war. Durch geeignete Wahl der Knoten z;
kann die Ordnung sogar verdoppelt werden, es 148t sich erreichen, daf} fiir den Quadraturfehler
(5.1.1) gilt

Ry(f) =0 Vf € Ilgpa. (5.3.1)



5.3  GauB-Quadratur 67

Es sei nun f € Io,q1 und py(z) = 20, f(zi)Li(z) das zugehorige Interpolationspolynom in
I1,,. Da dann gilt f = p, +wp11 - qn mit g, € I, entspricht die Forderung (5.3.1) der Bedingung

b b

pu(@)9(z)dz = / w1 (2)gn(2)g()dz = 0.

a

Ra() = [ 1@ - [

Daher ist (5.3.1) offensichtlich genau dann erfiillt, wenn

/a ’ om(@)q(@)g(@)dz = 0 Vg € I0,. (5.3.2)

Fiir g > 0 in (a,b) stellt die Bilinearform

b
(u,v)g = / w(z)o(z) g(x)de (5.3.3)
a
ein Innenprodukt in Cfa, b] dar. Die Forderung (5.3.2) bedeutet daher
Wn+1 J_g Hn e (wn+1,q)g =0 Vq € Hn, (534)

es muf} wy, 41 also g-orthogonal zu allen Polynomen vom Grad n gewé#hlt werden!

Eine Familie von Orthogonalpolynomen wy, k& € N, zum Innenprodukt (5.3.3) kann mit
Hilfe des E. Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahrens aus der Basis {1, z, 22, ...} konstruiert
werden. Diese Orthogonalpolynome besitzen gliicklicherweise nur reelle Nullstellen in (a, b), die
als Knoten zg, ..., z, einer Quadraturformel verwendet werden kénnen. Die wesentlichen Aus-
sagen werden im nichsten Satz zusammengefaBt, spiter folgt ein Uberblick iiber einige wichtige

Klassen von Orthogonal-Polynomen.

Satz 5.3.1 Die Stitzstellen x;, i = 0,...,n, der Quadraturformel (5.1.1), (5.1.2) seien als
Nullstellen des Orthogonalpolynoms vom Grad n + 1 zur Gewichtsfunktion g € Cla,b], g > 0 in
(a,b), gewdhlt, d.h. wpi1 € Mpq1, wpir Lg I,. Dann besitzt diese GauB-sche Quadraturformel
die Ordnung 2n + 2, d.h. es ist Ry(f) = 0 Vf € Mayy1. Fiir f € C?"F2[a,b] gilt mit £ € (a,b),

b n b
Ru(f) = [ @g@de =Y it @) = gy [ whi(@ia()ts 0400, (5.35)
@ i=0 sl

Bemerkung: Gegeniiber den Newton-Cotes-Formeln erhélt man also ungefihr die doppelte Kon-
vergenzordnung ohne Mehraufwand. Bei der Verwendung in iterierten Formeln besitzen die
GauBiformeln aber praktische Nachteile (vgl. §5.4).

Beweis Hier ist nur noch zu zeigen, dafl das Restglied die von (5.1.6) abweichende Form hat.
Analog zum Beweis bei der Simpsonregel (5.2.3) werden zusétzliche Interpolationsbedingun-
gen benutzt: f'(zo),..., f'(z,). Im Vergleich zum einfachen Polynom p, € II, mit p,(z;) =

f(x;), i =0,...,n hat die Newtonform dieses Interpolationspolynoms poj 11 € Ig, 11 mit

pZn—I—l(xi) = f(xz)a pl2n+1(xl) = f,(xi)a = Oa ceen My
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nach (3.3.7) die Gestalt
Pont1(x) = pu(z) + wnt1(x) fl2oy s Tny o] + wnr1(z) (2 — 20) f20, -y Ty T, 1] +
coit wnpi(@) (2 — o) - (2 — p—1) f[T0y - -+ Tny 0y - -+ T
Auflerdem ist nach (3.3.11)
F(#) = pons1 () + w2y (2) fT0s -+ oy Ty T0s - - - s Ty 7. (5.3.6)

Aufgrund der Orthogonalitit (5.3.4) gilt aber

/ab Wnt1(x)(x — 20) -+ (x — z)g(x)dz = 0 VE < n, d.h.,

b b n
[ pnsi@lg(@)ds = [ pa@g@yiz = 3 aif (@), (5.3.7)
@ @ i=0
Aus (5.3.6) folgt die Aussage (5.3.5), da die Fehlerformel (5.1.6) wegen w2, > 0 jetzt auf po, 41

angewendet werden kann. [ |

Bemerkung: In (5.3.7) zeigt sich, dal die Gewichte ; in der zu po, 1 gehorigen erweiterten
Quadraturformel f: pont1(x)g(z)dx = S0 ola f(z;) + Bi f'(x;)] alle verschwinden: 8; = 0.

Zum Vergleich der verschiedenen Methoden dient folgendes

Beispiel 5.3.2 f_ll e’dr = e! — e ! = 2sinh 1 = 2.3504024. Niherungen
a) Trapezregel, Ordnung 2, 2 Schritte, 3 Punkte:

b— 1
- CIF(=1) + 2£(0) + f(1)] = 2 cosh? 5 = 2.54308.., Fehler = 0.193..
b) Simpsonregel, Ordnung 4, 3 Punkte:
b—a

(=) +4£(0) + F(1)] = %[4 +2cosh1] = 2.36205.., Fehler = 0.012..

¢) GauBlquadratur mit 2 Punkten, Ordnung 4. Bestimmung der Orthogonalpolynome: wy = Py =
1, wi(z) = Pi(z) = 2 L wy, Ansatz wy = 22 +ax + b L Iy, d.h.

1 3 2
L 9 Iz T L2 1
Cl{) 0—/_1[1' +ax+b]dx—[?+a7+bx]_1—§+26 :>b——§,
1 4 3 2
I 9 [z T 771 _2 _
B) 0—/_1x[x +ax+b]dx—[—4 +a—3 +b—2]_1—3a =a=0.

Dies ergibt ws(z) = 2% — + mit den Nullstellen 2y = —%, r] = % = 0.57735.. Aus Symme-

triegriinden ist ag = a3 = 1. Die Gaufindherung hat daher den Wert
f(zo) + f(x1) = 2cosh(z1) = 2.342696.. Fehler = —0.0077..
Je nach Art der im Integranden zu beriicksichtigenden Singularitit (— Gewichtsfunktion)

ergeben sich verschiedene Polynomfamilien (vgl. folgende Tabelle), in denen jeweils auch Drei-

Term-Rekursionen gelten (vgl. §3.4). Die wichtigste Familie zur Gewichtsfunktion g = 1 ist die
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der Legendrepolynome. Zur Vereinfachung wird meist das Standardintervall [—1, 1] zugrundege-

legt, durch Variablensubstitution sind andere Intervalle darauf zuriickfithrbar (wie (3.6.7)).

Polynom-Orthogonalfamilien nach Satz 5.3.1:

‘ Intervall ‘ Gewichtsfunkt. ‘ Bezeichnung Rekursionsformel ‘
[—1,1] g=1 Legendre-Pol. | P,y = %Z"—Jj'llen — g1, B=1, Pi=x

[—1,1] | g(z) = V1 —x? | Tscheby. 2.Art | Upyy = 22U, — Up—1, Ugp =1, Uy =2z
Thi1 =201, Ty 1, To=1,T1 =x

—-1,1 =1 Tscheby. 1.A

(=1.1) 9(z) 1-a? scheby e Gewichte konstant, a; = &
L —2ntl—zyr _ n 71

[0, 00) g(z) =e* Laguerre-Pol. il e

L() = 1, L1 =1—z
(=00,00) | g(z) =e*" | Hermite-Pol. | Hpy1 = 2zH, —2nH, 1, Hy=1, H =2z

Uber die angegebenen Polynomfamilien gibt es eine umfangreiche Literatur v.a. im Zusammen-
hang mit Reihenentwicklungen fiir Losungen von Differentialgleichungen (z.B. Courant-Hilbert).

Quadratur-Knoten und -Gewichte sind tabelliert, die Berechnung ist bei Stoer, §3.5, besprochen.

Eine explizite Darstellung von Orthogonalpolynomen ist oft mit Hilfe von Rodriguez-Formeln

moglich. Die Legendre-Polynome, z.B., haben, bis auf Konstanten, die Gestalt

w
(2n)! dxn

Py(z) = (> -1)" n=0,1,.... (5.3.8)
Diese Formel ergibt sich aus den Orthogonalititsbedingungen (5.3.2) durch partielle Integration.
Aus dieser Darstellung (5.3.8) folgt iibrigens direkt die Existenz von n reellen Nullstellen in
(—1,1) nach dem Satz von Rolle.

5.4 Adaptive Integration

Bisher wurde iiberhaupt nicht diskutiert, wie im konkreten Fall, bei gegebenem Integranden,
das Quadraturverfahren und dessen Parameter (Schrittweite 4, Ordnung) zu wihlen sind. Im
allgemeinen will man den Integralwert mit einer bestimmten Genauigkeit € bei minimalem Auf-
wand berechnen. Falls iiber den Integranden geniigend analytische Information vorhanden ist,
kann im Prinzip aus der Restglieddarstellung (5.1.4) die Ordnung der Formel und die Zahl der

Teilintervalle so bestimmt werden, daf} die Fehlerschranke den Wert ¢ nicht iiberschreitet.

Diese aufwendige Methode 148t sich umgehen, wenn die Quadraturformel mit einer Feh-
ler(ab)schitzung verbunden wird. Dies soll bei der iterierten Trapezregel besprochen werden.

Wenn das Intervall [a,b] in n Teile [z;_1, z;] zerlegt ist, gilt in jedem Teil mit & € (z;—1, z;):

1

/;1 fz)dz — %(l“i —zi-)[f (i) + flzi)] = -5 (@i - zi1)3f"(&) =: Rlzi 1,2 (5.4.1)

Der lokal auftretende Fehler setzt sich also aus der aktuellen Teilintervallinge und dem lokalen

Wert der zweiten Ableitung zusammen. Eine effiziente Strategie bei der Quadratur sollte den
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vorgegebenen Fehler mit méglichst wenig Funktionsauswertun-

gen erreichen. Im Bereich kleiner Ableitungen kann dazu mit

groflen Schrittweiten vorgegangen werden, wihrend bei groflen ‘

Ableitungswerten viel feinere Unterteilungen notig sind.

Eine gute Strategie in diesem Sinn ist die der proportionalen Gleichverteilung des Fehlers

‘R[mi—1,$i] <

ﬁUz'—fEi—1€
b—a

i=1,...,n. (5.4.2)

Dann gilt ndmlich
n

= Tj — Tj—1
i—1ydLg S = E&. 4.
E [Ti_1, ]| ZEZI . °=° (5.4.3)

[ e =3 BB i) + g
=1

Zur Anwendung der Strategie (5.4.2) sind zwei Fragen zu kliren:
a) Wie erhélt man eine Abschétzung des lokalen Fehlers R[z;_1, z;]?

b) Wie konstruiert man damit eine Unterteilung, die (5.4.2) erfiillt?

Zu a): Aufer bei einfachen Integranden, bei denen || f"[|;,_, ,] abgeschéitzt werden kann (evtl.
mit Intervallrechnung), begniigt man sich mit einer Schatzung des lokalen Fehlers R[x;_1, z;].

So gilt, z.B., mit h; := z; — 2,1 fiir ein (; € (x;_1, ;) die Aussage

3
ER[xi—lﬂxi]' (5.4.4)

T, 1+ x;

SEE) o) = RRG) = -

flio) —2f (
Dies folgt aus (3.3.10) oder durch Taylorentwicklung um % (z;_1 + z;). Mit der Approxi-
mation (5.4.4) wird das Kriterium (5.4.2) ersetzt durch

3e
b—a

Ti—1 +x;

!
<
) >

[Fwiin) =21 ( ) + f(ai) (5.4.5)

Zu b): Die Gitterkonstruktion zur Einhaltung von (5.4.5) kann ganz einfach iiber folgendes

adaptive Verfahren geschehen:

e wihle zg := a, =1 := b; a b
e Falls (5.4.5) verletzt ist, halbiere das Intervall, setze ;;0 : ;;1
z1 = (zo + x1)/2;

Pt - 1
o Falls (5.4.5) gilt, akzeptiere den Integralwert fiir [, xo z1
und fahre wie oben fort mit der Integration im Rest-
. b . e
intervall le’ d.h. mit g := z1, z1 := . o 1

Der folgende Programmteil beschreibt diesen einfachen Algorithmus.
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Algorithmus 5.4.1 Einfache adaptive Quadratur
zo :=a; fO:= f(20); zl:=b; f1:= f(zl);
w:=0; e:=3¢e/(b—a);

repeat xm := 0.5 % (20 + z1); fm = f(zm);
if abs(f0 —2x fm + f1) <= e then {akzeptieren}
begin w := w + 0.5 % (x1 — z0) x (fO+ f1);
z0:=zl; f0:= f1; z1:=0b; f1:= f(x1)
end else {halbieren}

begin z1 := am; f1:= fm end

until 0 >= b;

In der Praxis sind Funktionsauswertungen zu kostbar, um sie im Falle eines nicht akzeptierten
Teilintegrals zu verwerfen. Durch eine Einschrinkung der Teilintervallingen auf die Werte (b —
a)277,j € N, und einfache Zusatzbedingungen kann man erreichen, daf alle einmal berechneten
Funktionswerte spéter auch verwendet werden. Die Verwaltung der gespeicherten Funktionswerte

148t sich elegant in einem Kellerspeicher (Stapel, stack, FILO) realisieren.

Beispiel:

halbieren
° halbieren
° ° akzeptieren
. halbieren
Schwarz markierte . ° akzeptieren
Gitterwerte stehen im Keller — ° etc...

Professionelle Programme steuern lokal aufler der Schrittweite auch die Ordnung der Formel.

Demo-Beispiel: Adaptive Integration von
1 1 1 1 1
T 2 _ _ - T
/0 e’ dz, /71 ( |z2 — 0.25] 3) dz, /0 S0 005 dzx.

5.5 Richardson-Extrapolation, Romberg-Verfahren

Im letzten Abschnitt wurde zum ersten Mal die theoretische Kenntnis des Fehlerverhaltens von
Quadraturformeln praktisch ausgenutzt. Die folgende Methode verwendet diese in noch viel
starkerem Mafle zu einer erheblichen Verbesserung der Konvergenz. Dazu sei noch einmal an die

Werte des Beispiels aus §5.2 erinnert:

Beispiel 5.5.1 Iterierte Trapezregel zu W := f12 % dz =1In2 = 0.6931472...
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h1 1/2 1/4 1/8 1/16
T, | 0.75 0.70833 |  0.69702 |  0.694122 |  0.693391
Fehler | 0.0568 |  0.01518 |  0.00387 |  0.000975 |  0.000244
Fehler-Quotient 3.74 3.92 3.99 3.996

Der Quotient aufeinanderfolgender Fehler konvergiert offensichtlich gegen 4 fiir h — O:
W -1y

— " 4 dh., W-—T,—ah?®=o0(h?.
W—Th/2_> ; ; h a 0( )

Dabei ist a eine Konstante und o(h*), (h — 0), bezeichnet eine Funktion, die schneller gegen
Null geht als A*. Bei Vernachlissigung dieses Terms in der letzten Gleichung kann die unbekannte

Konstante a bei Kenntnis von zwei Trapezniherungen eliminiert werden in folgender Weise:

.1 , h? . h% 1
a:ﬁ(W—Th) = WZTh/Q‘FaZ:Th/Q‘*‘Zﬁ(W_Th)a bzw.
W= %Tm - %Th =: Ty /o (5.5.1)
Die auf diese Weise neu kombinierten Werte zum letzten Zahlenbeispiel lauten
h= 1/|1/2 1/4 1/8 1/16
Th= 0.69444 | 0.6932 | 0.69316 | 0.693147

Diese besitzen ca. die doppelte Anzahl von giiltigen Ziffern wie die urspriinglichen Trapezwerte.

Der Erfolg des Vorgehens beruht auf folgender Eigenschaft.

Definition 5.5.2 Die Grifle T, 0 < h € R, besitzt eine asymptotische Entwicklung (nach
Potenzen von h¥), wenn g € N und von h unabhingige Koeffizienten a; € R existieren so, daf
gilt

Th = W + arhF + aeh® + ...+ a,h® + OB+, h — 0. (5.5.2)

Bei der Trapezregel (k = 2, s.u.) verdndert die Linearkombination (5.5.1) die Entwicklung (5.5.2):

_ 4 1 41 1 41 1
Thio=-Tho— =Th = e (e W (=— — =
h/2 = g5h/2 T 3oh WHahi(33-3)tahi(3E -3+
1
= W—Za2h4+...

In der Entwicklung wurde also der h?-Fehleranteil eliminiert, fh ist jetzt eine Naherung der
Ordnung 4. Genauer gilt YA’h 2 =W+ &2(%)4 + .... Daher kann das Eztrapolationsverfahren von
oben noch einmal auf T angewendet werden. Bevor diese Methode systematischer untersucht

wird, sei zunéchst die Aussage (5.5.2) fir die Trapezregel formuliert.

Satz 5.5.3 (Euler-McLaurin-Summenformel) Fiir f € C?%2[a, b] besitzt die iterierte Trapezre-
gel (5.2.6) folgende h?-Entwicklung, h = (b — a)/n,

h b
T, = 5[fo+2f1+...+2fn_1+fn]=/ f(z)dz (5.5.3)

q
£ 20 bih [FETH) = O @)] o+ eagah® T FCID (), € € (D),
j=1
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Beweis (-Idee, vgl. Stoer) Auf einem einzelnen Intervall, z.B. [0, ], gilt

h h h h

2O+ 00 = [~ D) = [ -] w= [ e @@
Hier kann nun wieder partiell integriert werden. Dabei lassen sich die Integratlonskonstanten
so wihlen, dal Terme mit ungeraden h-Potenzen nicht auftreten. Im ersten Schritt etwa ist
pa(z) = 1(z* — hz + h?/6) eine Stammfunktion von (z — %) mit foh po(x)dz = 0. Daher hat po
eine Stammfunktion p3(z) = [ p2(t)dt mit p3(0) = p3(h) = 0 und es gilt

h 2
2O+ 100 = [ rde+ 1w~ 00+ [ pate) @

also by = 1/12. Das Gesamtergebnis (5.5.3) folgt durch Summation iiber die Teilintervalle. m

Bemerkung: Der Summenformel entnimmt man, z.B., auch folgende Aussage: Wenn der Inte-
grand (b — a)-periodisch ist, besitzt die Trapezregel sogar maximale Ordnung 2¢q + 2.
Extrapolationsverfahren arbeiten nach folgendem Prinzip.
Ein Grenzwert W = limy\ o T}, =: Tp soll bestimmt werden,
wobei T}, aber nur fiir (einzelne) Werte A > 0 tatsdchlich '
berechnet werden kann. Anstatt nun die Elemente einer T,

Folge von Werten T},,,T},,... unabhéingig voneinander zu

betrachten, ist es giinstiger, das Interpolationspolynom zu Ty |o®
(ho,Thy)s--- s (hm,Th,,) zu berechnen und dessen Wert in

h = 0 als Naherung fiir Ty heranzuziehen. Zur Auswer-

tung des Polynoms in der Stelle 0 eignet sich am besten 0f hshy M ho
der Neville-Algorithmus (3.3.5).

Dazu wird aber (5.5.2) als Entwicklung nach der Variablen h* aufgefafit. Fiir die Polynomwerte

pij = pij(0) bekommt man so den folgenden Algorithmus der Richardson-Ezxtrapolation:

pio = Tp;,, 1 =0,...,m
Dit1,j—1 — Pij—1 1=0,...,m—j
i = Diali—1+ , . 5.5.4
pl] pZ+1,] 1 (hl/hl+])k_1 { j:]_’,,,’m ( )

Die Berechnung erfolgt wieder in einem Dreieckschema spalten- oder zeilenweise. In der Praxis
werden meist feste Schrittweitenfolgen, z.B. h;/h;y; = 27, verwendet. Dann benétigt (5.5.4)
nur 3 Operationen pro Schritt. Die durch die Extrapolation (5.5.4) erreichte Erhohung der

Konvergenzordnung ergibt sich aus

Satz 5.5.4 Wenn fiir die Grife Ty, eine asymptotische Entwicklung (5.5.2) existiert, dann gilt
fir die nach (5.5.4) mit hy > hy > ... extrapolierten Werte die Darstellung

pij =To+hj - h§+j[(_1)jaj+1 + O(h)), (5.5.5)

ho — 0, j < q. Bei einem konstanten Schrittweitenverhdltnis v = h;/h;—1 < 1 vereinfacht sich

die Darstellung zu

=Ty + RSV [(—1)ip W00, 4 O®E,)), (5.5.6)
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ho — 0, j < q. Die Ordnung der Niherung hat sich also auf h*+1) erhiht.

Beweis Alle beteiligten Groflen, insbesondere die in der Entwicklung (5.5.2) auftretenden h-

Potenzen, werden als Funktionen von s := h* interpretiert,
= st =i go(s), £>1, baw. 1=s"=:go(s).

Da die Polynominterpolation (vom Grad j zu s;,...,S;y;) einer beschrinkten, linearen Abbil-

dung P; entspricht, vgl. (3.6.11), kann man sich in der Entwicklung (5.5.2) wegen

q
Pst = T()Pjgg + Z anggg +...
(=1

bei der Analyse des Verfahrens (5.5.4) auf einzelne Summanden beschrianken. Der Wert des
Interpolationspolynoms g ;(s) = (P;g¢)(s) vom Grad j zu einem Monom g, ist im Punkt s = 0
bei der konstanten Funktion (£ = 0) go;(0) = 1 und fiir 0 < £ < j dann g;(0) = 0. Fiir £ = j +1
wird aber g;41 nicht mehr exakt interpoliert, wegen g;41(0) = 0 ist der Wert ¢j41,;(0) daher
gerade der Interpolationsfehler in s = 0. Nach (3.3.11) ist dies

j (j+ 1)
Pi+1,i(0) = gj+1(0) — (0= 53) -+ (0 = 8i45)gj+1[8iy - - - 8i45, 0] = (=1)7 s - -~ 8i+jm-
Somit hat das Interpolationspolynom P;(Togo + a1g1 + ...+ ajt194+1) vom Grad j in s = 0 den
Wert Ty + (—1)7s; - - - si1jaj1. Dies entspricht der Behauptung. [

Praktische Durchfiihrung

1. In der Trapezregel brauchen nach einer Schrittweitenhalbierung bei der Berechnung von
T}, /2 die in Tj, enthaltenen Funktionswerte nicht mehr neu berechnet zu werden. Bei Ex-

trapolation sind daher folgende Schrittweitenfolgen giinstig.

a) Romberg-Folge: hg = B — a, h; = 27'hgy. Diese Quadratur-Methode heifit Romberg-
Verfahren. In Satz 5.5.4 gilt

27+2
pij:Tg—i-hiier Gj+1+ ... .

Wenn hiermit hohe Ordnungen erreicht werden sollen, sind allerdings sehr viele Funkti-
onsauswertungen erforderlich, nimlich 2/ + 1 fiir poj- Eine Formel der Ordnung 16 etwa

verwendet hier 129 Punkte, wihrend die Gaufiformel dafiir mit 8 Punkten auskommt!

b) Bulirsch-Folge: hg =  — « und fiir i = 1,2,. ..

hz/hO ) )

11 1 [ 2762 ungerade,
608 1277

N | =
O =
=

%Q_i/Q, 1 gerade.

Die Anzahl der fiir eine bestimmte Ordnung benotigten Stiitzstellen wichst hier langsamer,

Ordnung 16, z.B., ist jetzt mit 25 Punkten erreichbar.
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2. Wie bei den anderen Quadraturverfahren kennt man i. a. nicht die giinstigste Ordnung
(etwa die Differenzierbarkeitsordnung von f). Daher sollte die Zulissigkeit der Extrapola-
tion in der Praxis durch Uberwachung der Konvergenzaussage (5.5.5), (5.5.6) sichergestellt
werden. Fiir die Romberg-Folge gilt nach (5.5.6):

_ 2j+2 2j+4
pij = To +hiyj a1 + hiyj ajeo + ..o

Daher ist
2742 j — 27+4 i _
pi,j — pi—l,j = hz_]'_-; (1 — 227+2)aj+1 + hz—Jl——]i— (1 — 22]+4)a]‘+2 + ...
2742 16—2j— — 27+4 16—2j— —
pistj —pij = hily (277 = Daj + B2 = Dagee +

Fiir den Quotienten dieser Differenzen folgt somit

pij—piy;  (1=2%)a; 0 + b2 (. )aje+ ..

— : Kl - =22%2 L O(h2, ).
Pi+1,5 — Dij (2’21*2 — l)aj+1 + h12+j(' . .)aj+2 + ... ( Z+J)

Daher sollte bei einem zu groflen Betrag der Abweichung

9-2j—2Pij “Pi-1j 4
Piv1,j — Pi,j

auf eine weitere Extrapolation j — j 4+ 1 verzichtet werden.

Beispiel 5.5.5 ff %dw = In2 = 0.69314718056, Rombergfolge. Die Tabelle zeigt die Werte
pij, 1+ =1,..,5, 0 < j <4. Der Wert p14 ist auf alle 11 Stellen genau.

h i=0 1 2 3 4
1/2 | 0.70833333333  0.69325396825 0.69314790148  0.69314718307 0.69314718056
1/4 | 0.69702380952 0.69315453065 0.69314719430 0.69314718057
1/8 | 0.69412185037 0.69314765282 0.69314718079
1/16 | 0.69339120221  0.69314721029
1/32 | 0.69320820827

In der rechtsstehenden Graphik ~ logs(h)
wird die Genauigkeit aller Né&he- .

rungen in den verschiedenen Spal- 2 . ) .

ten der Tabelle gezeigt. An der ho- _4 . ) . .
rizontalen Achse ist der negative ¢ . J=0
Zweier-Logarithmus der Schrittwei- -6 . .

ten abgetragen, an der vertikalen ’ .

der Zehner-Logarithmus der Fehler. -8 . * 7=1

Die Ordnung der Néherungen in ei- 0 ’ . =2

ner Spalte der Tabelle 148t sich an .

der Steigung der Punktereihen ab- 12 . J=3

lesen. j=4
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Bemerkung: 1) Die Richardson-Extrapolation beruht allein auf der Ezistenz einer asymptoti-
schen Entwicklung (5.5.2). Solche Entwicklungen existieren auch bei vielen anderen Verfahren

(z.B. den Differenzenformeln in §5.6). Dort 148t sich die Extrapolation daher analog einsetzen.

2) Mit dem Romberg-Verfahren kann bei adaptiver Integration auch einfach eine Ordnungs-

steuerung auf den einzelnen Teilintervallen implementiert werden.

5.6 Numerische Differentiation

Zur Approximation von Ableitungen einer Funktion kann man analog zu den einfachen Quadra-

turformeln das Interpolationspolynom heranziehen und dessen Ableitungen verwenden:
FP(@) = p (@) = fla) LW (#).
j=0

Da hier weniger Gestaltungsmoglichkeiten bestehen als in §5.1, werden nur kurz einige Beispie-
le und Besonderheiten beim Fehlerverhalten besprochen. Im folgenden sei [, ] ein (beliebig
kleines) Intervall, das die Stelle & enthélt.

Satz 5.6.1 Es sei p, € I, das Interpolationspolynom zu f € C"a, B] und einfachen Stiitz-
stellen zj € (o, B], 7 =0,...,n. Dann gilt fir k <n und & € [a, B] die Aussage

pgﬁ) @) — fB(@) = rpa() mit

( (9)... (5 5® ) £t (g, (5.6.1)

Thn(z) = (2 =2y 1=k

&k € (o, B), wobei o < $(()k) <L < $£zk—)k < B. Mit o := maxj_, |2 — z;| < B — « gilt daher

n+1—k

. Y n
rkn(2)] < N

(n+1—-k)
Beweis Iterierter Satz von Rolle, vgl. [Stummel-Hainer]

Bemerkung: Nach (5.6.1) gibt es offensichtlich in [, 5] Stellen, in denen der Fehler verschwindet.
Durch geeignete Wahl der Stiitzstellen kann Z in die Ndhe solcher Punkte gebracht werden um,
wie bei der Quadratur, eine bessere Konvergenz zu erhalten. Zur Untersuchung wird wieder eine

zusétzliche Interpolationsstelle z,41 herangezogen. In der Newtondarstellung ist

f(@) = pn(2) + wni1(2) f2o, -+ Tnga] + roga(2),

wnt1(z) = (r — o) -+ (. — zp,). Aus dem letzten Satz folgt dann

F® @) = p® (@) = 0 (@) flm0, - Bnsr] + Phnga (&), (5.6.2)

mit 7 ne1(2)] < 0" F27F)| F("2)]| o /(n+2 —k)!. Daher wird also bei Auswertung in den Nullstel-

len von wfﬁzl eine um eins erhéhte Konvergenzordnung erreicht fiir o — 0. Bei Approximationen
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mit minimaler Knotenzahl, d.h. n = k, gilt dazu

xj)x"+... = wfﬁgl(x):(n+1)!x—n!2mj.
0 =0

wn+1(x) = gt _ (

n
1=

Die Ableitung p%n) = n!f[zg,...,z,] ist konstant (vgl. (3.3.10)). Wegen (5.6.2) ist dieser Wert
aber eine besonders gute Approximation fiir die Ableitung f(™ (x) im Mittelpunkt der Knoten

. 1 &
= ;)gg] (5.6.3)

z.B., wenn die Knoten um & symmetrisch verteilt sind. In diesem Fall gilt also

2
£ @) = nlflwo, | < TUFOHD oo

Bei dquidistanten Knoten z; = xo + jh ist o < nh, in den einfachsten Fillen ergeben sich

folgende Approximationen (sog. Differenzenformeln) fir & = 0:

F0) = F1F() — FO)] +ehs"(€)
F0) = SeIF) = F]+ 2 FO), vel. (5.6
FU0) = gl (=h) ~ 27(0) + F(R)] + 2 FO), Vel (5.6

Die Fehlerkonstante ¢ ist dabei i.a. unterschiedlich. Eine Formel hoherer Ordnung ist

£/(0) = [ (~2h) = 8F(=h) + 8F () — F2W)] +ch' f O &) (5.6.4)

Die Differenzenformeln sind umso genauer, je kleiner die Schrittweite h ist. Allerdings wird
dann in der Formel durch die kleinen Zahlen h oder h? dividiert. Daher wird der bei der Berech-
nung der Werte f(z;) im Computer gemachte Fehler vergrofiert und macht die Verwendung sehr
kleiner Schrittweiten unsinnig. Da dieser Effekt hier besonders kritisch ist, soll er an der sym-
metrischen ersten Differenz erldutert werden, detaillierter wird das Problem in §7 untersucht.
Daher seien jetzt f(z;) = f(z;) +¢; die tatsichlich berechneten Funktionswerte, deren Fehler ¢;
durch eine kleine Konstante £ (ca. Maschinengenauigkeit, z.B. 107!'") beschréinkt sind, |¢;| < €.

Dann gilt fiir den Gesamtfehler der tatséchlich berechneten Approximation

; ; €1 — € £
Sp ) = Fm) = 7O = [ + L < R+ £ (=0 (569
N0 e

Die Schranke wird minimal bei A = £!/3 mit einem Minimalwert = £2/3. Man kann also bei
diesem Beispiel nicht erwarten, eine Genauigkeit von mehr als % der im Computer verfiigbaren
Stellen zu erreichen. Bei Formeln hoherer Konvergenzordnung, wie (5.6.4), ist die erreichbare

Genauigkeit besser.
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6 Nichtlineare Gleichungssysteme

Viele praktische Probleme fithren auf nichtlineare Gleichungen. Dies war beim Pendel §1 der
Fall und gilt auch in den Problemen aus §2.1, wenn man kompliziertere Wechselwirkungen
betrachtet. Die unbekannten Groflen € R™ sind dann implizit durch Bedingungen in einer der

beiden Formen

fle)=0, f:R"—R", (6.0.1)
z=g(z), g¢g:R"—R", (6.0.2)

definiert, durch ein nichtlineares Gleichungssystem. In ausfithrlicher Form geschrieben heifit das

f1($17---7$n) =0 Tl = gl(l‘la"'axn)

fn($1a---axn) =0 Tn = gn($1,---,$n)

Dabei wird im folgenden mindestens einmalige stetige Differenzierbarkeit der Funktionen f bzw.
g angenommen. Die Gleichungen (6.0.1) und (6.0.2) sind Standardformen solcher Probleme,
(6.0.1) heifit Nullstellen-, (6.0.2) Fizpunktproblem.

Fiir das Fixpunktproblem (6.0.2) kennt man im Banachschen Fixpunktsatz (Satz 2.5.1) ein
hinreichendes Existenzkriterium und ein Losungsverfahren (die Iteration). Das Nullstellenpro-
blem (6.0.1) wird meist durch Umformungen auf die Gestalt (6.0.2) gebracht, auf die der Fix-

punktsatz anwendbar ist. Der einfachste Spezialfall n = 1 wird zunéichst betrachtet.

6.1 Nullstellen einer skalaren Funktion

Fiir reelle Funktionen g konnen die Aussagen des Fixpunktsatzes durch Monotoniebetrachtungen

verfeinert werden. Es sei g € Cl[a, b].

e Die Existenz eines Fixpunkts (oder einer Nullstelle) 148t sich schon aus dem Zwischen-
wertsatz folgern:
a<gla), gb) <b = 3z=g(2) € [a,b].

e Die Uberpriifung der Lipschitzbedingung aus dem Banachschen Fixpunktsatz kann zur
Vereinfachung auf den Fixpunkt z selbst beschrinkt werden. Wenn |¢'(2)| < 1 gilt, folgt
aus der Stetigkeit von ¢’ die Existenz einer ganzen Umgebung von z, in der Konvergenz
eintritt. Zusitzlich wirkt sich das Vorzeichen von ¢'(z) auf die Art der Konvergenz aus,
bei positiver Steigung von g ist die Konvergenz monoton, bei negativer alternierend. Die
Umgebung von z, in der Konvergenz gegen z eintritt, der sogenannte Einzugsbereich von z,
kann sogar wesentlich grofier sein als der Bereich {z : |¢'(z)| < 1} aus dem Fixpunktsatz.

Im folgenden linken Beispiel hat die Funktion g den weiteren Fixpunkt 0 mit ¢'(0) > 1
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(“abstofender Fixpunkt”). Offensichtlich konvergiert die Iteration hier fiir alle Startwerte

zo € (0, 2] gegen z. Dies 148t sich induktiv ganz einfach aus den Eigenschaften
z < g(z) < g(z) Yz € (0, 2)

herleiten, da dann zy < g(zx) = 211 < g(2) = z gilt.

0 < ¢'(2) < 1: monotone Konvergenz —1 < ¢'(z) < 0: alternierende Konvergenz
\
__________________________ ;
7 .
..................................... 9
/
) Ul xT9 é o H?IQ % Hjll

e Im Fall ¢'(2) = 0O tritt ein weiterer Effekt auf:

Beispiel 6.1.1 f(z) =2°—a=0(a>0) < =% < 2z=z+2
Es sei g(z) := $(a+ %) = der Fixpunkt ist z = /a = g(z). Die k| @
Iteration 41 := g(zk) heit Heron- Verfahren. Die nebenstehende (1) 1 s
Tabelle zeigt die Iterierten fiir a = 2. Offensichtlich verdoppelt sich 5 1_ 4166
die Anzahl der richtigen Ziffern bei jedem Schritt. Dieser Effekt 3 E 42156
ist mit dem Banachschen Fixpunktsatz alleine nicht erklarbar. 4 | 1.414213562
Eine Analyse ergibt im speziellen Beispiel die Identitét
2
mk +a 1 2 1 9
— = — = — —_ 2 e — —
Tpy1 — 2 oz a o2r (x5, — 2zKV/a + a) o2 (xp — 2)°,

bzw. allgemein mit der Eigenschaft ¢'(z) = 3(1 — a/2?) = 0 und dem Satz von Taylor

Tr1 — 2 = glzk) — 9(2) = ¢'(2) (2 — 2) + %g"(fk)(mk - 2)”. (6.1.1)
——
=0

Aus beiden Formeln folgt, dafl der Fehler bei jedem Iterationsschritt ungefihr quadriert

wird mit der Konsequenz
—m 1 " —2m
|z — 2| <10 = zpe — 2| < 5“9 || 10,

Dies entspricht ungefihr einer Verdopplung der Zahl der giiltigen Ziffern pro Schritt.
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Zur Beschreibung solcher Effekte fithrt man die Konvergenzordnung von Iterationsverfahren ein.

Definition 6.1.2 Fine Folge {xy} mit limy_, oz = 2, bzw. ein sie erzeugendes Iterationsver-
fahren, heiffen konvergent von der Ordnung p > 1, wenn ky € N, ¢ € Ry (wobei ¢ < 1 bei

Ordnung p = 1) existieren mit

|zpt1 — 2| < qlzk — 2P VE > ko. (6.1.2)

Im allgemeinen wird als Ordnung das maximal moégliche p angegeben. Fiir p = 1,2, 3 spricht man
speziell von linearer, quadratischer und kubischer Konvergenz. Die Ordnung eines Iterationsver-
fahrens 148t sich an der Taylor-Entwicklung der Iterationsfunktion ¢ im Fixpunkt z ablesen (wie
in (6.1.1)).

Satz 6.1.3 Es sei z = g(z) € U ein Fizpunkt von g € CP(U), p > 1, U offen. Es gelte

g(z)=...=g" D(2) =0, ¢P(z) #0.

Dann konvergiert die Iterationsfolge {zy}, 11 := g(x), k = 0,1,..., fiir Startwerte xy gentigend

nahe an z mit der Ordnung p gegen den Punkt z.

Beweis Wenn 0 < |zg — z| < € mit geniigend kleinem ¢ gilt, ist
9" V(z)
(p—1)!
wobei rechts alle Summanden, bis auf den letzten, verschwinden (¢()(£) # 0 wegen der Stetig-

keit). Daher gilt (6.1.2). Die Konvergenz folgt fiir ge?~! < 1 aus

g®) (&)

zhi1 — 2= g(zk) —9(2) = ¢ (2) (s —2) +... + (zr — 2)P~" + T(ﬂﬂk —z)P

|wha1 — 2 < glog — 2P < (g D|zp — 2. m

Bei der Konstruktion von Iterationsverfahren zur Nullstellenbestimmung geht man &hnlich
vor wie frither: Die Funktion f wird durch ein einfacheres Modell approximiert (z.B. ein Poly-

nom), fiir das sich eine Nullstelle einfach berechnen 148t. Dazu gibt es verschiedene Ansétze.

Newton-Verfahren

Approximation der Funktion f durch Abschnitte des Taylorpoly-

noms:

F(2) =02 flow) + @)z — a) 4o @)z — on) 4

— Newton-Verfahren

-~

— Newton-Raphson-Verfahren

Das lineare Modell fithrt auf das Newtonverfahren

Tpt1 = gn(2k), gn(z) =2 —
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das quadratische Modell auf das Newton-Raphson- Verfahren

2f(x)
= , =T — . 6.1.4
S [ e LR T L o149
Nur das Newtonverfahren wird im folgenden genauer analysiert. Offensichtlich gilt
f(z)
f'(2)

Dabher ist jeder Fixpunkt von gy auch Nullstelle von f. Zur Anwendung von Satz 6.1.3 sind fiir

f(z)=0.

z=gn(z) =2z —

f'(z) # 0 Ableitungen von gy zu berechnen:

gy(z)=1- fl(x)z f_,(f()g)fll($) = f(gc)ff,,;(x))2 =0 inz =z,

10 N2 gl x r I (6.1.5)
oy = L@@ @] IO
o f'(z)° f(z) ’

Hieraus folgt, daf (fiir f/(z) # 0) das Newtonverfahren quadratisch konvergiert und in einem
Wendepunkt von f (mit f”(z) = 0) sogar kubisch. Das Newton-Raphson-Verfahren (6.1.4)

konvergiert i.a. kubisch.

AuBlerdem verliuft die Konvergenz beim Newton-Verfahren meist monoton, im Beispiel 6.1.1,
z.B., galt ab dem zweiten Schritt zy N\, v/a. Dies folgt aus der Fehlerdarstellung (6.1.1),

1 . . . (=
P =2 = 5e(6) (0 =2 = sigu(os — 2) =sigu e (2) =sign 7
>0
nahe bei z.
I o I3
gn
\_/ T3 T2 al "
gn(z) <0

Bemerkung: 1) Wie die meisten Verfahren hoherer Ordnung konvergiert das Newtonverfahren
i.a. nur lokal, d.h., fiir geniigend kleine Startfehler |zy — z|. Eine konkrete Aussage iiber dessen
zuléissige Grofle folgt im nichsten Abschnitt fiir den R™. Der Finzugsbereich des Newtonver-
fahrens kann in ungiinstigen Fillen sehr klein sein. Dann ist es sehr schwer, einen geeigneten
Startwert zo zu finden (— Numerik 2A).

2) Auch bei mehrfachen Nullstellen, d.h., fiir f'(z) = 0, ist das Newtonverfahren noch verwend-
bar. Bei f(z) = (z — 2)"r(x), r(z) # 0, gilt ndmlich in der Nihe von z

(z — 2)"r(z) (z — 2)r(z)

gn(z) = — (@ — )" @) + (2 -2 @) mr@) + (@ —2)r(@)




82 6 NICHTLINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

1
—m+ (2, — 2)r (w) /()

Daher konvergiert das Newtonverfahren noch linear mit dem Kontraktionsfaktor 1 — % < 1.

)= (1 - )k~ ).

m

Trpr — 2 = gy (ax) — 2 = (wx — 2)(1

Bisektionsverfahren

Ein einfaches Verfahren zur Nullstellenbestimmung beruht auf dem Zwischenwertsatz fiir stetige
Funktionen. Bei jedem Vorzeichenwechsel der Funktion, d.h., Stellen z¢ < yo mit f(x0)f(yo) < 0,
ist die Existenz einer Nullstelle z € (z, yo) gesichert. Mit einem solchen Anfangsintervall (zg, yo)

kann die EinschlieBung durch Intervallhalbierung (“Bisektion”) verbessert werden:

[my,yk]  fiir  f(mg) f(ye) <O
[zg, mg] fiir  f(zg)f(mg) <0

Die Fallunterscheidung hilt die Bedingung f(zg+1)f(yk+1) < 0 aufrecht wobei yii1 — 11 =

[Tk+1, Y 1] 1= { mit my, 1= (g + yx)/2. (6.1.6)

%(yk — x1). Daher zeigt dieses einfache Verfahren immerhin lineare Konvergenz mit dem Faktor
g = 1/2 ohne jegliche Differenzierbarkeitsvoraussetzung an f und kann, z.B., dazu dienen,

verlafiliche Startwerte fiir Newton- oder andere Verfahren zu berechnen.

Sekantenverfahren, Regula falsi

Zur Approximation der Funktion f bei der Nullstellen-
bestimmung ist aufler dem Taylor- auch ein Interpolati- 1
onspolynom einsetzbar. Ausgehend von zwei Funktions- 777 —

Wertepaaren (xg, fo), (z1, f1) 1aBt sich eine verbesserte Zo 2.

Néherung iiber die Nullstelle der linearen Interpolierenden To 1
(Sekante) bestimmen: f()/
s(z) = flz] + (z — z1) flz1,m0] = f1 + (2 — 961)% = 0.

Dies fiihrt auf den neuen Wert

1 — %0 _ Tofi — 1 fo
fi=fo fi=fo

Die erste Form betont die Ahnlichkeit mit dem Newtonverfahren, da (z; — x0)/(f1 — fo) =
1/f'(z1). Bei Wiederholung der Konstruktion (6.1.7) mit {z1, 22} kann die niichste Niherung

allerdings wieder schlechter als z( sein. Dies wird verhindert bei der

Tro =1 — f1 (6.1.7)

Regula falsi Mit (6.1.7) wird wie beim Bisektionsverfahren stets eine Einschlieffung (zx, yx)
der Nullstelle z konstruiert, d.h., der Ablauf entspricht

(6.1.6) mit my, = DL W) = UiS (@) (6.1.8)

flyr) = f(xr)
Da dieses Verfahren die Bedingung f(zx+1)f(yk+1) < O erzwingt, wird einer der Rand-

punkte nie verbessert, wenn f” in der Nihe von z ein festes Vorzeichen besitzt:
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>0 " <o0:

xo T

Daher hat dieses Verfahren i.a. nur die Konvergenzordnung eins. Bei Verzicht auf die

Einschlieffungseigenschaft erhélt man das

Sekantenverfahren Ohne Beachtung des Vorzeichenwechsels der Funktionswerte wird (6.1.7)
als Iterationsvorschrift angewendet:
L — Tp—1

flzk) = flzp-1)’

Dieses Verfahren hat nun eine andere Struktur als die Fixpunkt-Iteration. Da zur Kon-

Th+1 :mk—f(xk) k= 1,2,... (6.1.9)

struktion von 1 zwei frithere Iterierte verwendet werden, handelt es sich um eine mehr-

stufige Iteration.
Definition 6.1.4 Ein Iterationsverfahren der Form

Tpa1 = G(Try Tl 1, Th_ma1), k>m—1,
mit G : R™ — R heifst m-stufiges Verfahren.

Zur Untersuchung der Konvergenz des Verfahrens wird die Fortpflanzung der Fehler be-
trachtet. Aus (6.1.9) folgt

flzr) — f(2) flere—1, 2] = flog, 2]
A r s B R A P
(= 2) (w1 = 2) flop—1,mk] = flog, 2]
B flop—1,zk] Tp—1 — 2
flTp—1, T, 2]

= (2 — 2)(zh—1 — 2) (6.1.10)

flep—1, 2]
Aus (3.3.10) folgt, da8 Stellen &, n aus der konvexen Hiille von z, zj 1,z existieren mit

1

f[xkflaxk] = fl(gk)a f[xkflaxkaz] = §f”(nk)

Fiir f'(2) # 0 gibt es daher eine Umgebung von z, in der (6.1.9) konvergiert.

Satz 6.1.5 EsseilU = [z—7,z+7],7 > 0, eine Umgebung der Nullstelle z von f € C?*(U).
Es gelte

1
If'(z)] > mq >0, §|f"(x)| < My Vx e U.



84 6 NICHTLINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Dann konvergiert das Sekantenverfahren (6.1.9) fiir zwei beliebige Startwerte xg,x1 € U
mit M|zg — z| < 1, M|z1 — 2| <1 (M := Ms/my) gegen die Nullstelle z. Die Konvergen-
zordnung ist dabei mindestens pg = %(1 ++/5) = 1.618.. .

Beweis Mit e; := |z; — 2|, j > 0, lautet (6.1.10) kurz

f[$k—17 L, Z]

fler—1, 7] (6.1.11)

€k+1 = €k Cp—1

a) Nach (6.1.11) gilt mit ¢ := M max{egp,e1} < 1 induktiv
err1 < Megep 1 < qep <eg, k> 1.

Somit iibertragen sich die bendtigten Eigenschaften auf ey, es gilt epy1 < r, Megi1 < ¢
und es folgt ex41 < qkel — 0.

b) Es wird nur der Fall f”(z) # 0 betrachtet und gezeigt, dafi das Verfahren dann genau
von der Ordnung p = pg, mit p? = p + 1, konvergiert. Dazu sei § := 3 f"(2)/f'(z) # 0 und
eo,e1 # 0. Nach Teil a) und (6.1.11) gilt dann exy; = qrerer_1 mit g # 0 fiir & > ko,
qr — ¢, und die neue Folge ¢y := ej41/e}, ist daher wohldefiniert. Fiir sie gilt

Ck+1 1-p 1—p 14p—p> 1-p
Ck = P = K€, " €Ck-1 = qkCp_1€p_1 = qkCp_1-
k

Dies ist eine einstufige Rekursionsformel, zu der wegen 0 < p — 1 < 1 eine beschrinkte

Folge {ci.} gehort (Ubung). Daraus folgt die Behauptung, g1 < Ce}. ]

Bemerkungen: 1) Die Ordnung des Sekantenverfahrens ist etwas geringer als die des Newton-
verfahrens. Allerdings benétigt ein Iterationsschritt (6.1.9) nur eine neue Funktionsauswertung,
withrend beim Newtonverfahren f(zp) und f’(z;) zu berechnen sind. Dies ist bei einem Ef-
fizienzvergleich zu beriicksichtigen: Mit Hilfe von & = 2m Funktionsauswertungen wird der
Anfangsfehler ey i.w. reduziert auf

k/2 k
e]gN (Newton-Verf.) bzw. egs (Sekanten-Verf.).

Die effektiven Ordnungen (bezogen auf die Zahl der Funktionsauswertungen) sind also fiir

Newton- und Sekanten-Verfahren

PP =V2=1414... <pg=1618... .
Da das Sekantenverfahren somit eine bessere effektive Ordnung besitzt und auflerdem keine
Ableitungen benétigt, ist es fiir skalare Probleme dem Newtonverfahren i.a. vorzuziehen (HP-
Rechner: Solve-Taste).
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Beispiel 6.1.6 f(z) := cos(z) cosh(z) + 1. Anwendung von Newton- und Sekantenverfahren:

Newton Sekanten
zp=1.8 zo=1.8, £1=1.9
12=1.8736979
£1=1.8795674 | £3=1.8750786
£4=1.875104095
29=1.8751186 | £5=1.875104069

2) Die Vorteile von Regula falsi und Sekantenverfahren lassen sich durch einfache Uberwa-

chung vereinigen. Zusétzlich zur Folge {z)} aus (6.1.9) wird die bisher beste Einschliefung
ap :=max{z;: z; <z,j <k}, by:=min{z;: z; > 2,5 <k},

gespeichert und ein w41 & [ak, bg] durch den besseren Randwert ersetzt. Weitere Varianten sind
in der Literatur beschrieben, ihre Konvergenzordnungordnungen reduzieren sich geringfiigig auf

ungefiahr 1.6.

Interpolationsverfahren h6herer Ordnung

Versucht man, bessere Verfahren durch Ubergang zu
Interpolationspolynomen héherer Ordnung von f zu T

konstruieren, handelt man sich das Problem ein, des- (,0 _

sen Nullstellen bestimmen zu miissen. Dies kann man
umgehen durch Betrachtung der (lokalen) Umkehr-
funktion ¢ := f~!. Wenn nimlich z Nullstelle von o1
f ist, f(z) = 0, dann gilt natiirlich z = ¢(0). Da-

zu werden die Wertepaare (zj,y; = f(z;)), j = Zo
k,k—1,,...,k —m, als Daten der Umkehrfunktion

interpretiert, (y;, ¢(y;) = x;), und so interpoliert: / Yo h Y2 Yy

gm €Lt qm(yj) =25, j=kk—1,...,k —m.

Die néchste Tterierte ist dann einfach zj,1 = ¢, (0). Die Verbesserungen gegeniiber dem Sekan-

tenverfahren sind aber nicht mehr grofl (Ordnung < 2 Vm).

6.2 Newtonverfahren im R"”

Im Gegensatz zum skalaren Fall n = 1 gibt es bei der Losung nichtlinearer Gleichungssysteme
(6.0.1) mit n > 1 kaum eine Alternative zum Newtonverfahren. Nach Definition der Ableitung
in einer Stelle z € R",
0 = 0 =
a(@) - gl Vi h
(z) = : : =1 mf=|:|, (6.2.1)
Ofn (= Ofn (~
@) ... Sk V fn fn

OTn

_9f

@) = o
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gilt mit der Matrix A := f'(Z) die Aussage
flz)=f(z) + A(z — z) + o(||z — Z|), z — Z. (6.2.2)

Falls der Abstand ||z — Z|| zu einer Nullstelle z klein genug ist, kann zur Approximation von z

das lineare Modell benutzt werden:

1

0=f(z)=f@)+Az—2)+... = z=2z- A 'f().

Dies fiihrt auf das folgende Newtonverfahren im R™, bei dem die Iteration
Py (@* D) — ®y = ), k=0,1,..., (6.2.3)

durchgefiihrt wird mit einem Startvektor #(®) € R”. In jedem Schritt (6.2.3) ist dabei ein lineares

Gleichungssystem zu l6sen, mit dessen Losung die aktuelle Ndherung korrigiert wird,

Aps® = —f(z() mit Matrix Ay, = f/(z*)),

e+ = k) 4 (k) (6.2.4)

Die Inverse A,;l wird dazu aber i.a. nicht berechnet (vgl. §2). Die Gestalt des Einzugsbereichs
der Tteration (6.2.3) ist in der Regel sehr kompliziert. Unter geeigneten Voraussetzungen kann
aber eine Kugel um z angegeben werden, in der Konvergenz z(¥) — z eintritt fiir jeden Startwert

0)

£(© aus der Kugel. Dazu sei an den Mittelwertsatz im R" erinnert:

Satz 6.2.1 Es sei D C R™ offen, f € C*(D) und Dy C D konvex und abgeschlossen. Dann
gelten fiir x,y € Dy die Aussagen

fl@) = fly) = /Olf’(ert(x—y))dt (z —y), (6.2.5)
7@ = F@) < Lills—yl, Li=max{If()|: z€ Do}, (626)
(F@ - re)e = [ '+ ita-y)di oz -] vo R, (6.2.7)
IF'@ = PO < Lollo—yl, In=max{If"@|: z€ Do} (628)

Bei (6.2.7) ist zu beachten, daf§ f” eine bilineare Abbildung ist, f”(z) : R™ x R™ — R". Die

n

Komponenten f! sind symmetrische Matrizen und f”(z)[v,y] = (UTfZ-”(x)y)_ K
1=

Beweis Fiir die skalaren Funktionen ¢;(t) := fi(y+t(z—vy)), t € [0, 1], gilt nach der Kettenregel

dp;
t
pra)

=00 = [ = [ gadfity+ita )t @),

= gradfi(y +t(z—y)) - (z-y) =

d.h., (6.2.5) nach (6.2.1). Die Schranke (6.2.6) ergibt sich daraus sofort, denn

1
1 (z) = F)ll < | /0 f'ly+ bz = y))dt|| ||z — y|| < max 1" (y + tz =)z = yll.
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Der Beweis von (6.2.7),(6.2.8) geht analog. ]

Mit diesen Hilfsmitteln 148t sich nun die lokale Konvergenz des Newtonverfahrens mit Ordnung

zwel zeigen.

Satz 6.2.2 Es sei D C R" offen, f € C*(D) und z € D mit f(z) = 0. Die Ableitung f'(z) in

der Lésung sei requldr und es gelte

A
|

I7G7 < 5 (629)

sup |f"(z)| < L. (6.2.10)
zeD

Die Kugel K5 :={x € R" : ||z — z|| < 0} sei in D enthalten,

2)
KsCD fir §<—
5 C fiir 3L,
Dann konvergiert das Newtonverfahren (6.2.3) fir jeden Startvektor ) e Kj gegen z. Die

Konvergenz ist quadratisch,

Ly

(k1) _ 1 Ly
B4 2|l < 5N oL,

|z®) — 2|2 (6.2.11)

Beweis O.B.d.A. wird der erste Schritt mit 2(°) =: z betrachtet. Es gilt nach (6.2.3) und (6.2.5)

2 2| =|W—z—f@Y%ﬂ@—f&Ml
= (- 7@ [ et i) - 2]
< 1@ [ 1@ - f b Dl -l (6212

Mit der Abkiirzung y = z + t(z — z), d.h.,, x —y = (1 — t)(z — 2), 148t sich nach (6.2.8) in K
die Differenz der Ableitungen abschétzen durch

/ If'(= (z +t(z — 2))ldt < LQ/ (1 —t)dt ||z — z|| = lellﬁﬁ — 2. (6.2.13)

Als niichstes wird die Regularitiit der Ableitung f’(z) gezeigt. Es ist f'(2)~'f'(z) = I +
f'(2)7Y(f'(x) — f'()). Nach Voraussetzung (6.2.9) ist der zweite Summand klein,
1o N—1( gt / Ly
17 (@) (F ) = Fll < Slle -2l < = < 5 < 1

Nach dem Satz von Neumann, Satz 2.2.2, existiert daher f(x)~! und nach (2.2.15) ist

Hf@)wéﬂfﬁ)w1—;ﬁM1§ijm&

Diese Schranke und (6.2.13) fithren mit (6.2.12) auf die letzte Behauptung (6.2.11),

1 1

o) — 2l < s Lelle — 2I”



88

6 NICHTLINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Damit ist die quadratische Konvergenz gesichert, wenn noch [|z(1) — z|| < ¢||z — 2|, ¢ < 1, gilt.
Dies kann fiir § < 2);/(3Ls) garantiert werden:

1 Lod 1 A

M _ < =—22% gy — S A =l =z —

o) 2l < 555 b= Al < gy gy le Al = e el m
~—_————

=q<1

Durchfithrung des Newtonverfahrens

1. Satz 6.2.2 garantiert Konvergenz nur in einer, eventuell sehr kleinen, Kugel um die Nullstel-

le (lokale Konvergenz). Das globale Konvergenzverhalten des Verfahrens kann verbessert
werden, indem der Fortschritt der Iteration anhand der Norm ||f(z)||2 tiberpriift wird.
Man versucht dabei, die Funktion (“Zielfunktion”)

o(x) = ||f(z)||3 zu minimieren.

Dazu wird der Vektor des Newtonschritts s*) := — f/(z*))=1 f((*)) nur als Suchrichtung
benutzt, und der nichste Punkt 2(*+1) so auf dem Strahl

gFHD = 2B B0 < A, <1,

bestimmt, daB p(z*F+t1)) < o(x*)) gilt. Man fiihrt eine sogenannte Liniensuche durch. Da,

(z*) + )xs(k))‘ = —20(z®) < 0

5@

gilt, existiert ein solcher Punkt fiir geniigend kleines
. In der Praxis kann dazu die Strecke z(®) . .. (%) +
s(k)
ren Wert annimmt. Diese Wahl fithrt auf A\, €

solange halbiert werden, bis ¢ einen kleine-
{1,4,1...}. Da dann )\; < 1 gilt, spricht man

y 5 4o - e «J /
Nullstelle wahlt diese Methode automatisch wieder x(k)

vom gedampften Newtonverfahren. Nahe bei der

Ar = 1, sodaf} die quadratische Konvergenz nicht Hohenlinien von ¢

zerstort wird.

. Im R" sind pro Schritt des Newtonverfahrens n2+n Komponenten von f und f’ zu berech-

nen und eine LR-Zerlegung durchzufithren (Aufwand O(n?) Oper.). Wenn z(*) geniigend
nahe bei z liegt, kann evtl. die Ableitungsmatrix (und ihre LR-Zerlegung) von frither

iibernommen werden. Dies fithrt zum vereinfachten Newtonverfahren
F @) (@z® D) — 20y = —r®)y k=o0,1,.... (6.2.14)

Bei den Gleichungssystemen éndert sich jetzt nur die rechte Seite (vgl. §2.3), —f(z(¥)),
(Aufwand O(n?) Operationen nach Berechnung der LR-Zerlegung). Die Konvergenz der
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vereinfachten Tteration (6.2.14) ist dafiir nur noch linear mit dem asymptotischen Konver-
genzfaktor ||[T— f'(z(®)~1f'(2)|| =: ¢. Wenn ¢ geniigend klein und keine extreme Endgenau-
igkeit erforderlich ist, kann dies schneller zum Erfolg fithren, da das volle Newtonverfahren

n-mal so teuer ist.

Demo-Beispiel Im Quadrat [—1,1] x [-1,1] C R? besitzt die Funktion

z? 4+ 922 + 221 — 3
f(ﬂj):< ! 22

4a? — 23 — 29 — 1

4 Nullstellen bei (—0.72,0.66), (0.62,0.39), (0.43, —0.46) und (—0.44, —0.64). Die normale Newton-
Iteration mit dem Startwert (0,0.4) erzeugt die Iterierten (12-stellige Rechnung)

2 2 | p(a®) —
0.000000000  0.400000000 | 2.2E400
3.900000000 -0.466666667 | 6.4E+01
1.974863569 -0.097182979 | 1.5E+401
1.024133838 -0.509788636 | 4.2E+00
0.603428523 -0.429913469 | 7.4E-01
0.457214218 -0.460213498 | 9.0E-02
0.433986060 -0.464807423 | 2.3E-03
0.433367993 -0.464932100 | 1.6E-06
0.433367555 -0.464932188 | 0.0E+00

ol ok i
H

W~ O Ot i W N = O

Der erste Schritt fithrt nach weit aulerhalb des Quadrats mit einer starken Vergrofierung des
Wertes ¢. Spater konvergiert die Iteration offensichtlich quadratisch gegen eine Losung in der
unteren Halbebene. Bei einer Liniensuche im ersten Schritt wire die nihergelegene Nullstelle
bei (0.62,0.39) gefunden worden.
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7 Rundungsfehler - Analyse

Bisher wurden Verfahren fast ausschlieflich auf der Basis einer Rechnung mit reellen Zahlen
diskutiert. Da in einem Computer aber nur endlich viele Zahldarstellungen (Maschinenzahlen)
zur Approximation reeller Zahlen zur Verfiigung stehen, treten i.a. bei jeder Dateneingabe und
-verkniipfung Fehler auf, die sich — eventuell katastrophal — auf das Endergebnis auswirken

konnen.

7.1 Zahldarstellung und Rundungsfehler

Die giingige (Dezimal-) Darstellung reeller Zahlen, z.B. e=2.71828.., entspricht der Angabe der

Koeflizienten in der Reihen-Entwicklung
e=2-10"+7-10""+1-1072+8-10 % +...

zur Basis 10. Auf Computern ist eine Zahldarstellung giinstiger zu einer Basis B, die eine
Zweierpotenz ist, z.B., B = 2, B = 16. Jede reelle Zahl z ist darstellbar in der Form

t=+(zyB" + 2y B™" '+ ... 4z Btzg+z B+, (7.1.1)

mit z; € {0,1,...,B — 1}, wenn 1 < B € N. Diese Darstellung ist nur dann eindeutig, wenn
von zwei moglichen Darstellungen die endliche gewihlt wird (man beachte: 1.999 ... = 2). Eine
Abbildung mit méglichst kleinem relativem Fehler von (7.1.1) auf eine endliche Zahlmenge ist
bei der Gleitpunktdarstellung moglich. Bei dieser werden der héchste Exponent m und die ersten
¢ Ziffern zp,, . .., 2, g1 angegeben. Der zuléssige Exponentenbereich mufl dabei natiirlich auch

beschrénkt werden. Auflerdem ist eine Standardisierung in folgender Weise iiblich:

Definition 7.1.1 Die Menge M der normalisierten Gleitpunktzahlen enthdlt die FElemente x =
0 und die Zahlen
r = £0.£&...& -Bli=+(6 B+ 6B 2+ + 4B YBY, (7.1.2)
mit & € {0,1,...,B =1}, & #0, d€Z, |d| <e.

Im folgenden wird allerdings ein unbeschrinkter Exponentenbereich (e = co) angenommen.

Beispiel 7.1.2 Bindrdarstellung, B = 2. Wegen der Normalisierung &; # 0 gilt immer & = 1.
Daher kann an Stelle von &; das Vorzeichen gespeichert werden. In Turbo-Pascal wird eine
real-Zahl in 54+1=6 Byte gespeichert:

061826 BT d | £&.88 | ol | - &

Hier gilt also £ = 40,e = 128. Die Zahlgenauigkeit betréigt ca. 12 Dezimalstellen, die Gréfe der
Zahlen ist durch 2¢ 2 10%® beschrinkt.
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Zentraler Bestandteil jeder Computerarithmetik ist die Zuordnung von reellen Zahlen zu
Gleitpunktzahlen, also die Abbildung

R — M

rd : , die “Rundung”.
z — rd(z)

Eine triviale Variante dieser Rundung ist das Abschneiden der Darstellung (7.1.1): & ...& =

Tm - Tm—e+1. Glnstiger ist aber die gewohnliche Rundung, bei der die Funktion rd jeweils

auf die néchstgelegene Maschinenzahl abbildet. Bei Dezimalzahlen etwa wird ab 5 aufwirts

gerundet.

+0.2125 .. .2, - B? falls x4 < B/2

o (7.1.3)
:|:(0.$1I2 ...xp+ B~ ) - B% falls Toy1 2 B/2

rd(£0.x1z9 ... Tz ... Bd) = {
Bei dieser Rundung gilt fiir den relativen Fehler folgendes Aussage.

Satz 7.1.3 Fir z # 0 gilt mit (7.1.3)

rd(z) —

1
" < 531_5 =& <<= rdz)==z(1+e), |¢ <E.

Die GroBe & heiBt Maschinengenauigkeit, bei B = 2 ist £ = 27
Beweis In (7.1.3) ist |z| > B?'. In beiden Fillen gilt dort
B B ipd_ L pirpdt _
|rd(z) — x| < 2B B* < 2B B <|z|-€&. |

Da das Ergebnis der Verkniipfung von zwei Maschinenzahlen i.a. nicht wieder eine solche ist,
werden bei jeder Verkniipfung neue Rundungsfehler erzeugt. Daher miissen bei der Analyse

Maschinenoperationen von reellen Verkniipfungen unterschieden werden:

Definition 7.1.4 Fira,b € M und x € {+,—, X, /} bezeichne (mit b # 0 im Fall der Division)
axb=gl(ax*b)

das Ergebnis der entsprechenden (gerdteabhdngigen) Gleitpunktoperation.

Bei der Konstruktion eines Rechners (Hardware) ist anzustreben, dafl der Fehler bei diesen
Operationen den zu erwartenden Rundungsfehler nicht {ibersteigt. Dies kann durch Verwendung
eines Hilfsregisters (“Akkumulator”) mit doppelter Stellenzahl 2¢ garantiert werden. Dort wird

die Operation mit 2¢ Stellen ausgefiithrt und dann auf ¢ Stellen gerundet.

Satz 7.1.5 Fir die Gleitpunktoperationen zu x € {4+, —, X, /} auf einem £-ziffrigen Rechner mit
doppeltlangem Akkumulator (20 Stellen) gilt fiir a,b € M (b # 0 bei Division)

1
a¥b=(a*xb)(1+0), |0<E= 5Bl—f. (7.1.4)
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Erliuterung: Bei Addition von @ = £0.a1 ... B¢ b = +0.58;...5,B% (0BdA ¢ > d) ist als

erstes eine Exponentenanpassung durchzufiihren:

‘ +0.a1as ... qp ‘
—a | T0.5162... B |

Man sieht leicht, daf fiir ¢ —d < £ das Ergebnis exakt mit 2¢ Stellen darstellbar ist, fir c—d > ¢
andererseits gilt gl(a+b) = a. Das Ergebnis der Multiplikation ist ebenfalls mit 2¢ Stellen exakt
darstellbar.

Die wichtigste Konsequenz der Rundung ist der Verlust der Assoziativitdt bei Gleitpunk-
toperationen. Eine wichtige Aufgabe der Fehleranalyse ist daher die Identifikation ginstiger

Anordnungen bei mehrfachen Verkniipfungen.

Beispiel 7.1.6 £ =3, a = 0.721, b =0.457192, ¢ = —0.4561092. Je nach Klammerung folgt

(atb)Fc= (0.464192)F(—0.456102) = 0.800100,
a+(b+c) = 0.721F(0.1) = 0.82140.

Beide Ergebnisse sind offensichtlich verschieden.

Der in diesem Beispiel bei der ersten Version beobachtete Effekt wird Ausloschung genannt:
Besitzen zwei Zahlen a,b € M gleiche Exponenten und gleiche fithrende Ziffern, so ist bei
Subtraktion das Ergebnis exakt! Sind in den Operanden aber alte Fehler vorhanden, werden
diese sehr verstirkt, da dann |a—b| < |a|+b| ist in (7.1.4). Dies muf} bei der Fehlerfortpflanzung

besonders beachtet werden.

Zunéchst wird die Bildung mehrfacher Produkte und Summen betrachtet, also
Wp i =a1*%ag % ... % ap, n €N, (7.1.5)

mit * € {4+, x}. Das numerische Ergebnis w,, werde dabei rekursiv berechnet mit gerundeten
Werten aj,

wn, 1= gl(... gl(gl(ar * az) x az) ...) = gl(wp—1 * an), (7.1.6)
wobei a; = a;(1 + 0;), |§;| < E. Fiir die weiteren relativen Fehler gelte ebenfalls |¢;| < &.

Produkt: Hier gilt

’1’175 = gl(a\i . Zl\g/) = gl(a1(1 + 51)&2(1 + 52)) = a1a2(1 + 51)(1 + 52)(1 + 62)

Wy = gl(wfn\:l : Eﬁ) = Wp_1 an(l + 5n)(1 + 6n)a

Also
Wy = wy (1 + v) mit

7.1.7
(1= <149, <(1+&)> L (7.17)
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Ausdriicke dieser Form treten jetzt 6fter auf. Nach dem Mittelwertsatz gilt (1 + z)™ = 1 +
mz(1 + &)™ ! mit || < |z|. Daraus folgt

(L4 z)™ — 1] < m|z|(1 + |z))™ " < m|z|e™ V1 < 1.06m|z| fir (m—1)|z| <0.1. (7.1.8)
Daher gilt in (7.1.7) fir -, die Aussage
|| < 1.06(2n —1)E, falls 2(n —1)€ <0.1. (7.1.9)

Summe: Bei der Addition ist die Situation komplizierter, hier ist

wy = gl(ar +a2) = (ar1(1+01) +az(l +062))(1 + €2)
= a1(1+51)(1+62)+a2(1+(52)(1+62)

wy = gl(wp_1+an) = (Wp_1+ an(l+0,))(1+€,)
= [wp ot an 1(1+6 D)1 +en1)1+6)+an(l+6)(1+e,)=...
= a1(l1+01)+ax(l14+02)+ ...+ ap(l +0op),

mit (1+0;)) =(1+6;)(1+¢€) - (1 +e€,). Aus (7.1.8) folgt daher
loi| <1.06(n —i+2)E, wenn (n—i+1)€ <0.1. (7.1.10)

Bemerkung: Bei der Produktbildung ist in der Fehlerschranke keine Bevorzugung einer bestimm-
ten Anordnung der Operanden erkennbar. Bei der Summe dagegen liefern die ersten Summanden
den grofiten relativen Fehlerbeitrag. Daher ist zu erwarten, daf§ der absolute Fehler in w,, kleiner

wird, wenn zuerst die betragskleinsten Koeffizienten a; summiert werden, da dann die Schranke

n
|y, — wy| < 1.06E Y (n—i+2)|as]
i=1
minimal wird. Daher sollte man, z.B., bei der Summation (monoton) konvergenter Reihen mit

den letzten, d.h. kleinsten, Koeffizienten beginnen (“Riickwérts-Summation”).

Ungiinstige arithmetische Ausdriicke: Aufgrund der Rundungsfehler geht bei Gleitpunkt-
rechnung nicht nur die Assoziativitit von Summe und Produkt verloren, auch andere Gesetze
gelten im allgemeinen nicht mehr (exakt). Daher kénnen verschiedene, im Reellen dquivalente
Ausdriicke, wie z.B. die der binomischen Formel a? — b? = (a + b)(a — b), sehr unterschiedliche

numerische Ergebnisse liefern. Dazu werde die Funktion

flx)=vV1+4+22 -2 (7.1.11)

betrachtet. Fiir z > 0 ist 0 < f(z) < 1. Da |f'(z)| = |ﬁ — 1] < 1 ist fiir z > 0, fithrt eine
Storung im Argument z bei exakter Rechnung nur zu einer geringen Verfilschung im Funkti-

onswert f, die nicht grofler als die Abweichung in x selbst ist. Werden allerdings die Teilschritte
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in (7.1.11) nur mit endlicher Genauigkeit ausgefiihrt, sieht das Ergebnis schlechter aus. Selbst

wenn nur bei der Addition in (7.1.11) ein relativer Fehler e, |e| < &, erzeugt wird, gilt

Flo) = V1522 -2 = /(1 +22)(1 + ) —x = f(z) + 5\/1 T 22+ O(eY).

~ 1

Fiir grofe x — oo ist also ein grofier absoluter Fehler = Sze zu erwarten, der relative Fehler
ist wegen |f| < 1 noch groBer. In der Formel (7.1.11) tritt ndmlich bei der Differenzbildung der
beiden grofien Ausdriicke V1 + 22 2 x und z eine Ausldschung fiihrender Stellen auf. Diese lif}t

sich vermeiden durch Umformung in die dquivalente Form

1+ 22— 22 1
2)=V1+z2 -z = = ) 7.1.12
/(@) Vi+z24+2z x+V1+22 ( )

Beispiel 7.1.7 Formel (7.1.11) wird mit 4-ziffriger Dezimalrechnung in 2 = 9.999 ausgewertet,
bei exakter Rechnung ist f(9.999) = 0.04988... Dagegen ist zxz = 99.98, 1+99.98 = 101.0,
V101 = 10.05 und daher f(z) = 0.05100. Dies entspricht einem relativen Fehler von 0.022 =
450 - £. Die letzte, dquivalente Form in (7.1.12) ergibt dagegen den korrekten 4-stelligen Wert

0.04988. Fiir 2 > 100 schlieBlich liefert 4-stellige Rechnung in (7.1.11) immer den Wert f(x) = 0.

7.2 Rundungsfehleranalyse einiger Algorithmen

Fiir einige der frither behandelten Verfahren werden nun Konsequenzen aus dem Auftreten
von Rundungsfehlern behandelt. Bei numerischen Verfahren, die selbst nur Ndherungen mathe-
matischer Losungen liefern, kommen daher zum schon diskutierten Approximationsfehler des
(abstrakten) Verfahrens bei Durchfiihrung auf einem Rechner noch Rundungsfehler hinzu, im

Gesamifehler des realen Verfahrens sind also beide zu beriicksichtigen.

Approximationsverfahren

Bei Interpolation, Quadratur und Differentiation hingt die Giite der Approximation von einem
Parameter n (Grad, Knotenzahl,..) ab. Bei Vergrofierung von n wird der Verfahrensfehler in der

Regel kleiner, allerdings treten dabei i.a. vermehrt Rundungsfehler auf.

o0 n
Beispiel 7.2.1 Die konvergente Reihe s := kz a soll durch Partialsummen s, := kz Qg an-
geniihert werden, vorausgesetzt sei |ax| < ck~™! Vk. Dann gilt fiir den Approximationsfehler
(Integralkriterium)
00 00 00 c
lsp — 8| < Z lak| < ¢ Z kel < c/ e~y = —.
k=n+1 k=n+1 n mn

Statt s, wird aber s, berechnet mit |s; — s,| < 1.06E(n + 1)c(1 + 1), vgl. (7.1.10). Also ist

— ¢
|sn—s|§n—21+cln-5.
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Beispiel 7.2.2 Approximation der Ableitung f'(0) durch den symmetrischen Differenzenquoti-
ent D, = 2[f(L) — f(—1)] mit Schrittweite h = 1. Nach (5.6.5) gilt

n
Do = f'(0)] < % +cin - €.

Beispiel 7.2.3 Approximation des Integrals I := [ : f(x)dz durch die iterierte Trapezregel mit
h=({b-a)/n,zj:=a+jh

n—1
Ty = h[3(a) + 3 flon) + S0,

Fiir die tatséichlich berechneten Funktionswerte f] gelte f] = f(z;)(1+0;) mit |0;] <0-&. Nach
(7.1.10) gilt fiir den numerisch berechneten Wert, T}, eine Abschitzung |ﬁ Ty = b;—“|% fooo +
> fioj + 2 fnon] < c(b — a)||f]loon - €. Mit (5.2.6) fiihrt dies auf die Abschitzung fiir den
Gesamtfehler

Ty, — 1| < |Th, — I| +|T) — Th| < coh® +ein - €.

In all diesen Fillen verhilt sich der Feh- Gesamtfehler
ler so, wie in der Graphik gezeigt: Dem fiir
n — oo kleiner werdenden Verfahrensfeh-
ler wirkt ein wachsender Rundungsfehler
entgegen, da sich beide i. a. addieren. Die / Verfahrensfehler

mit diesen realen Verfahren iiberhaupt er-

reichbare Genauigkeit ist daher begrenzt. n

Als Beispiel werde ein Verfahren der Ordnung m mit linear anwachsenden Rundungsfehlern

betrachtet. Fiir den Gesamtfehler sei also eine Schranke F;, der Form
c
Fn = n_gl + Clg n

bekannt. Die Ableitung dieses Ausdrucks nach n ist OF,/On = —mcy/n™ ! + c1&, sie wiichst

monoton und fithrt auf die Minimalstelle

~

Nmin =

(Cgm)l/(m-l-l) Frin > ey €™/ (m+1),

015
Dies bedeutet, dafl auf einem Rechner mit ¢ Stellen bei einem Verfahren der Ordnung m die
Genauigkeit auf ca. %5/ Stellen beschréinkt ist. Daher kénnen nur Verfahren hoher Ordnung

Genauigkeiten im Bereich der vollen Maschinengenauigkeit erreichen.

Gauf3-Algorithmus

Da der (reelle) GauB-Algorithmus die exakte Losung eines linearen Gleichungssystems liefert,

treten kein Verfahrens- sondern nur Rundungsfehler auf. Bei der Beurteilung von numerischen
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Algorithmen sollte man sich allgemein zunéchst klar machen, daf§ ein ungenaues numerisches

Ergebnis zu einem gegebenen Problem (mindestens) zwei Ursachen haben kann:

1. Das mathematische Problem reagiert empfindlich auf Stérungen der Eingangsdaten. Bei li-
nearen Gleichungssystemen ist dies bei einer grofien Konditionszahl x(A) > 1 der Fall, vgl.
(2.4.7). Dann kann aber natiirlich nicht erwartet werden, daf§ der numerische Algorithmus

gute Ergebnisse liefert.

2. Das mathematische Problem ist unempfindlich gegen Stérungen, der numerische Algorith-

mus erzeugt grofle Fehler.

Um hier die “Verantwortlichkeiten” klar zu machen, beschrinkt man sich meist auf eine soge-

nannte Rickwdrtsanalyse der Algorithmen. Dem entspricht folgende Begriffsbildung.

H Ein Algorithmus heiffit gut konditioniert, wenn er das exakte Ergebnis zu einem

wenig gestorten Ausgangsproblem liefert.

Dieser Begriff schliefit also nur den zweiten Fall aus, im ersten Fall sind grofie Fehler im Ergebnis

auf die schlechten Eigenschaften des mathematischen Problems zuriickzufiihren.

Beim GauB-Algorithmus ist in diesem Sinne der Nachweis zu fiithren, daf er bei Anwendung

auf ein n x n-Gleichungssystem Ax = b die exakte Losung eines gestorten Problems
(A+ANT =b+ 1, mit|A|,||p||<c-E (7.2.1)

berechnet, wobei die Konstante ¢ nicht zu grof} ist. Konkret 148t sich folgendes beweisen.

Satz 7.2.4 Der Gauf-Algorithmus (ohne Pivotisierung) liefert beim System Az = b eine Losung
des gestorten Systems (7.2.1), wobei fiir A" elementweise gilt

|A'| < £ -n(3|A4] + 5|L||R]) + O(E?). (7.2.2)

Dabei sind l~}, R die tatsdchlich berechneten LR-Faktoren von A.

Als wichtigster Anteil ist das Betragsprodukt |L||R| zu erkennen, dessen Elemente méglicher-
weise viel groflere Werte als bei |A| haben konnen. Dies ist besonders dann der Fall, wenn kleine
Pivotelemente auftreten, da [;; = al(g)/a%-) ist, vgl. (2.3.4). Der Satz ist aber auch bei Pivoti-
sierung anwendbar, da der GauB-Algorithmus bei Spaltenpivotisierung die LR-Zerlegung eines
zeilenpermutierten Systems (PA)z = Pb bestimmt, P ist eine Permutationsmatrix. Bei dieser
Pivotisierungsstrategie gilt |Z;| <1, d.h. |L||ls < n fiir den berechneten L-Faktor in LR = PA,
vgl. Beispiel 2.4.5.

Trotz dieser giinstigen Aussagen zum Gauf-Algorithmus kénnen grofie Fehler in einer Losung
auftreten, wenn die Konditionszahl der Matrix grof ist, x(A) > 1. Dann ist aber, wie erldutert,

schon das Ausgangsproblem fehleranfillig.
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Fixpunkt-Iteration

Die zentrale Eigenschaft kontraktiver Iterationsverfahren bei linearen und nichtlinearen Glei-
chungssystemen ist die Tatsache, dafl der Anfangsfehler in jedem Schritt um einen festen Faktor
verkleinert wird. Dies trifft dann natiirlich auch auf Fehler zu, die erst im Verlauf der Rech-
nung durch Rundung eingeschleppt wurden. Daher kénnen Iterationsverfahren den Fixpunkt
im wesentlichen mit derjenigen Genauigkeit bestimmen, die bei der Auswertung der Funktion g

erreicht wird.

Satz 7.2.5 Die Funktion g erfille die Voraussetzungen (2.5.4),(2.5.5) des Banach’schen Fix-

punktsatzes:
g() € Q, QCH
lg(z) =gl < dqllz —yll Yo,y € Q, mit 0 <q <1

AN

Der Fizpunkt von g sei z. Fiir die tatsdchlich berechnete Funktion g gelte
19(z) — g(2)|| < eV € Q. (7.2.3)
Dann gilt bei der gestorten Iteration
gk = gz, (7.2.4)
die a-posteriori-Schranke

~ 1 ~ (e
H$(k) — 2| < — (qu(k) _ ylk 1)” 4 5)_ (7.2.5)

Beweis Mit der Aussage (2.5.7)
lo(r) = 2l < 12 llg(a) ~ a1

aus dem Fixpunktsatz 2.5.1 folgt

||%(k+1) o

dl 1§(EY) = g@*) + g(3") - 2|

< et lg(@®) — 2|
4y (k) _ (k)
<
< et 7L llg@) -0
< 0+ L yer L ga®y —z®). =
- 1—gq 1—gq

Der Satz zeigt, daf bei der Iteration der Gesamtfehler ¢/(1 — ¢) i.a. nicht unterschritten wer-
den kann. Daher lohnt es sich auch nicht, den Iterationsfehler wesentlich unter diesen Wert zu
driicken. Ein Abbruchkriterium fiir die gestorte Iteration (7.2.4), das bei beiden Fehleranteilen
in (7.2.5) fiir gleiche Groenordnung sorgt, ist

q||§(k) _ g(k—l)H <e.

Mit diesem Kriterium wird dann die bestmogliche Genauigkeit beim Gesamtfehler im wesentli-

chen erreicht.
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