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1 Einleitung

Die Numerik befa�t sich mit der \L�osung" analytisch-mathematischer Modelle auf Computern.

Da die dabei verwendeten Computer-Modelle zwar meist gro�, aber endlich sind, kann man nur

N�aherungen solcher L�osungen berechnen. Eine wesentliche Aufgabe der Numerik ist daher die

Betrachtung von Fehlern. Allerdings stellt der �Ubergang zum numerischen Modell nur den al-

lerletzten Schritt bei der Modellierung realer Situationen dar, wobei in der Regel in jeder Stufe

schon Vereinfachungen statt�nden.

Modellierungs-Schema:

Reale Situation, Beschreibung durch

physikalische Gesetze, Experiment

?

Entwicklung mathematischer Modelle,

meist unter Vereinfachungen

?

Mathematische Analyse: Existenz?

Eindeutigkeit? Qualitative Aussagen

�
��	

Theorie @
@@R

Numerik

Explizite L�osung (Spezi-

alf�alle), Reihenentwicklungen;

Eigenschaften (8 L�osungen,..)

Entwicklung numerischer Ver-

fahren mit Fehleranalyse

? ?
L�osungsdiskussion, asympto-

tische Aussagen, Parameter-

abh�angigkeit (Optimierung?)

Implementierung, L�osung

vieler Einzelf�alle, Simulation,

Optimierung

Beispiel Pendel

�
�
�

u
r

'00 + !2 sin' = 0,

ohne Reibung etc.

AWP eindeutig

l�osbar, RWP?

A
AAU

�
�
�
�
�� Approx. '00,

Fehler � h2

'00+!2' = 0,

`Frequenz'

Subprobleme:

Gleichungs-

systeme, ..

Beispiel: Physikalisches Pendel

Kr�aftegleichgewicht: Kraft K = �G sin', Gewicht G = mg.

Newtonsches Gesetz: mL'00(t) = �G sin'. Mit !2 := g=L

folgt f�ur den Winkel '(t) die Gleichung:

'00(t) + !2 sin'(t) = 0: (1.0.1)

r

u
'

?G

���K

A
A

A
A
A
A
A
A

L

Bei dieser Modellierung wurden Luftwiderstand, Reibung, etc. vernachl�assigt. Die Gleichung

(1.0.1) ist eine Di�erentialgleichung und beschreibt die Menge aller m�oglichen Bewegungen des

Pendels. Einzelne L�osungen werden daraus ausgew�ahlt durch zus�atzliche Bedingungen.
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Beim Anfangswertproblem (AWP) sind Start-Winkel und -Geschwindigkeit bekannt, '(0) =

�; '0(0) = �. Beim Randwertproblem (RWP) werden Start- und End-Winkel zu bestimmten

Zeiten vorgegeben, '(0) = �; '(T ) =  (� =  = 0: Schwingung mit Halb-Periode T ). Die

L�osbarkeit (Existenz) des Anfangswertproblems folgt aus dem Satz von Picard-Lindel�of, aller-

dings gilt praktisch:

=) Weder AWP noch RWP zur Gleichung (1.0.1) sind explizit l�osbar! (=
Konsequenz: Approximationsverfahren f�ur die L�osung sind erforderlich. M�ogliche Ans�atze:

� mathematisch: F�ur `kleine' Winkel ' gilt sin' �= '. Statt (1.0.1) wird die Di�erential-

gleichung

'00(t) + !2'(t) = 0 ) '(t) = a cos!t+ b sin!t; (1.0.2)

mit bekannter allgemeiner L�osung verwendet.

� numerisch: Die `Di�erentiale' werden ersetzt durch endliche Di�erenzen. Analysis:

d'

dt
(t) = '0(t) �= '(t+ h)� '(t)

h
; '00(t) �= '(t+ h)� 2'(t) + '(t� h)

h2
: (1.0.3)

Zur numerischen Approximation wird h 'klein', aber fest, gew�ahlt, und Werte nur in end-

lich vielen Punkten tj = jh; j = 0; : : : ;m mit h = T=m verwendet:

-
0 T

Dies f�uhrt f�ur N�aherungen yj �= '(tj) auf Gleichungen

0 = '00(tj) + !2 sin'(tj) �= yj�1 � 2yj + yj+1

h2
+ !2 sin yj

!
= 0: (1.0.4)

Zusammen mit den obigen Randbedingungen y0 = �; ym =  ist dies ist ein nichtlineares

Gleichungssystem im Rm�1. Der lineare Fall wird noch einmal ausf�uhrlicher diskutiert.

Beispiel 1.0.1 Di�erenzenverfahren f�ur lineares Randwertproblem:

'00(t) + f(t)'(t) = g(t)

'(0) = �; '(1) = 
(1.0.5)

Die Ersetzung der zweiten Ableitung nach (1.0.3) f�uhrt hier mit den Bezeichnungen

yj � '(tj); tj = j � h; h =
1

m
; fj := f(tj); gj := g(tj);

auf das lineare Gleichungssystem

yj+1 � 2yj + yj�1
h2

+ fjyj = gj j = 1; � � � ;m� 1

y0 = �; ym = �: (1.0.6)
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Ausf�uhrlich ausgeschrieben sieht man die Struktur0BBBBBBB@

�2 + h2f1 1 0 � � � 0

1 �2 + h2f2 1
...

. . .
. . .

. . .
...

1 �2 + h2fm�2 1

0 � � � 0 1 �2 + h2fm�1

1CCCCCCCA

0BBBBBBB@

y1

y2
...

ym�2
ym�1

1CCCCCCCA
=

0BBBBBBB@

h2g1 � �

h2g2
...

h2gm�2
h2gm�1 � �

1CCCCCCCA
:

Die Matrix hat eine sehr spezielle Gestalt, die einer Tridiagonalmatrix. Matrizen �ahnlicher Form

treten auch in anderen Situationen auf und spielen daher im weiteren eine wesentliche Rolle.

Die numerische L�osung der Di�erenzengleichung (1.0.4) f�uhrt auch im Bezug zum Ausgangs-

problem auf folgende Fragen:

� Au�osung nichtlinearer Gleichungssysteme (! x6), dabei: Au�osung linearer Gleichungs-
systeme (! x2),

� Wie genau sind die N�aherungen yk �= '(tk) theoretisch? (! Numerik IIB)

� Kann '(t) �uberall in [0; T ] approximiert werden? (! x3,4)

� Berechnung von sin y? (! x3)

� Reelle Zahlen werden im Computer approximiert, wie wirken sich Rundungsfehler und ihre

Fortpanzung auf die Ergebnisse aus? (! x7).

Fehlerbehandlung

Da �uberall in der Numerik mit Approximationen gearbeitet wird und insbesondere Computer

reelle Zahlen nicht exakt darstellen k�onnen, hat die Analyse von Fehlern und der Versuch, sie

zu beherrschen, eine zentrale Bedeutung. Zug�ange sind:

� theoretische Analyse der Fehlerquellen und ihrer Auswirkungen, damit Konstruktion und

Verwendung von Fehlersch�atzungen in den Verfahren. Ein Versagen der Verfahren ist (hof-

fentlich nur in Ausnahmef�allen) m�oglich!

� in Teilbereichen (nicht-/ lineare Algebra) sind exakte Fehlereinschlie�ungen auf Com-

putern durchf�uhrbar durch sichere Arithmetiken (Programmbibliothek ACRITH, Sprache

PASCAL-SC): Exakte Aussagen, aber teuer mit begrenztem Einsatzbereich.
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Informationsquellen

F�ur die L�osung praktischer Probleme durch numerische Verfahren sollte man au�er den �ublichen

Literatur-Quellen auch vorhandene Software heranziehen. Ein �Uberblick:

Form Art Namen/Quellen

Literatur

klassisch:

Lehrb�ucher und Zeitschriften Bibliotheken der Uni-

versit�at

Literatur

elektronisch:

Kurzreferate zu mathematischen Ver�o�entlichun-

gen erscheinen schon lange gedruckt im 'Zen-

tralblatt f�ur Mathematik' und den 'Mathemati-

cal Reviews'. Mittlerweile kann diese Information

in elektronischen Literatur-Datenbanken (z.B. auf

CD-ROM) mit Computerunterst�utzung ausgewer-

tet werden

CompactMATH, Math-

Sci auf UB-Server

Software

kommerziell:

Kommerzielle Software-Bibliotheken (Unterpro-

gramme) mit fertigen L�osungsalgorithmen f�ur nu-

merische Standardprobleme

NAG, IMSL auf Gro�-

rechner, MATLAB

Software im

Internet:

Bibliotheken/Spezial-Software f�ur viele Probleme

(BLAS, LINPACK, LAPACK)

elib (elib.zib-berlin.de),

Netlib (www.netlib.org)

Da nur in einfachen Ausnahmef�allen allgemein einsetzbare Standard-Programme existieren,

erfordert die Verwendung solcher Bibliotheken Numerik-Kenntnisse, um Auswahl und Einsatz

sinnvoll durchf�uhren zu k�onnen.
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2 Lineare Gleichungssysteme

Viele N�aherungsverfahren der Numerik bei Di�erentialgleichungen (vgl. Beispiel 1.0.1), Inte-

gralgleichungen, etc., f�uhren auf Lineare Gleichungssysteme (LGSe). In einigen Anwendungen

k�onnen Modelle direkt als LGSe formuliert werden. Realistische Aussagen erh�alt man dabei

meist nur f�ur gro�e Modelldimensionen.

2.1 Beispiele

Beispiel 2.1.1 Input-Output-Analyse: Zur Analyse

der Wechselwirkungen in einer Volkswirtschaft und

der Auswirkungen ge�anderter Nachfrage nimmt man

eine Unterteilung in Produktionsbereiche Pj ; j =

1; : : : ; n, vor. Mit yj wird die Endnachfrage der Ver-

braucher nach Produkten aus Pj bezeichnet, zusam-

mengefa�t zu y 2 Rn. Bei der Bestimmung der da-

zu erforderlichen Produktionsmengen xi (in Pi) mu�

ber�ucksichtigt werden, da� zur Herstellung eines

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

P1; x1

P2; x2

P3; x3

�
��3
�

��+

Q
QQs
Q
QQk

?

6
-

y2

@
@R

y1

�
��
y3

-y

Produktes in Pi Teile aus anderen Bereichen ben�otigt werden (Auto: Maschinen, Stahl, Kunst-

sto�, Elektroteile). Diese Beziehungen fa�t man in einer Bedarfsmatrix B = (bij) zusammen:

bij :

(
Bedarf an Produkten aus Pi zur Produktion einer

Einheit (Geldwert) in Pj ; bij � 0:
(2.1.1)

Die ben�otigte Gesamtproduktion x = (xi) 2 Rn ergibt sich also aus der Bilanzgleichung

x = y|{z}
End-Nachfrage

+ Bx|{z}
interne Nachfrage

, x�Bx = y , (I �B)x = y: (2.1.2)

Somit beschreibt die Matrix (I �B)�1 die Auswirkungen einer sich �andernden Endnachfrage y.

Bemerkung: Auch andere Probleme f�uhren auf Bilanzgleichungen wie in Beispiel 1. In der Com-

putergra�k, z.B., ergibt sich die absolute Helligkeit und Farbe eines Fl�achenelements aus der

direkt und indirekt empfangenen Lichtmenge (Radiosity-Verfahren).

Beispiel 2.1.2 Elektrisches Netzwerk: Netzwerke ohne kapazitive, induktive oder aktive Bau-

teile f�uhren auf LGSe. Zur Berechnung werden die angelegten Einzelspannungen Uk mit den

Teilwiderst�anden Rk und den Teilstr�omen Ik durch die Kirchho�'schen Regeln verkn�upft:

a) Knotenregel: Unter Beachtung der Richtung aller auf einen Knoten zu- bzw. abie�enden

Str�ome Ik gilt f�ur jeden Knoten X
k

Ik = 0
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b) Maschenregel: F�ur jeden geschlossenen Teilstromkreis gilt (unter Ber�ucksichtigung der Rich-

tungen) X
k

IkRk =
X
k

Uk

u

u

u

u��
6

?

-

6

?

6

A

B

C

D

R1

R3

R4

R6

R2

R5

I1

I4 I6

I3 I5

I2

U

F�ur das abgebildete Netzwerk ergibt sich so das folgende LGS:

Knoten

A : �I1 +I2 +I6 = 0

B : �I2 +I3 �I5 = 0

C : �I4 +I5 �I6 = 0

D : I1 �I3 +I4 = 0

(2.1.3)

Maschen

ABC : I2R2 �I5R5 �I6R6 = U

ADB : I1R1 +I2R2 +I3R3 = U

ADC : I1R1 �I4R4 +I6R6 = 0

BDC : �I3R3 �I4R4 �I5R5 = 0

(2.1.4)

Die Gleichungen sind sicher nicht linear unabh�angig, die linear abh�angigen Gleichungen sind

zu eliminieren. Eine Addition der Gleichungen eins, zwei, drei, vier bzw. f�unf, sieben und Sub-

traktion von sechs und acht ergibt jeweils null. Damit bleiben sechs Gleichungen mit sechs

Unbekannten. In Matrixform geht (2.1.3,2.1.4) so �uber in

A

B

C

ACB

ADB

ADC

0BBBBBBBBB@

�1 1 0 0 0 1

0 �1 1 0 �1 0

0 0 0 �1 1 �1
0 R2 0 0 �R5 �R6

R1 R2 R3 0 0 0

R1 0 0 �R4 0 R6

1CCCCCCCCCA

0BBBBBBBBB@

I1

I2

I3

I4

I5

I6

1CCCCCCCCCA
=

0BBBBBBBBB@

0

0

0

U

U

0

1CCCCCCCCCA
(2.1.5)

Bei allen Beispielen stellen sich sofort folgende Fragen:

| Wann besitzen die LGSe eine L�osung (hinreichende Kriterien)?

|Wie l�ost man solche LGSe numerisch g�unstig auf (f�ur gro�e Dimensionen, bei spezieller Struk-

tur)?

| Spiegeln sich spezielle Eigenschaften der rechten Seite, z.B. positive Nachfrage y bzw. Span-

nung U in Beispiel 1 bzw. 2, auch in der L�osung x bzw. (I1; : : : ; I6) wieder?
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2.2 Hilfsmittel

Im Rn bzw. Cn (Sammelbegri� Kn) werden Spaltenvektoren betrachtet

x =

0B@ x1
...

xn

1CA :

Eine wichtige Klasse von Normen sind, mit p 2 R; p � 1, die H�older-Normen

kxkp :=
0@ nX
j=1

jxj jp
1A1=p

; (2.2.1)

mit den wichtigsten Vertretern

kxk1 :=
nX
j=1

jxj j Summennorm (2.2.2)

kxk2 :=
vuut nX

j=1

jxj j2 Euklidnorm (2.2.3)

kxk1 :=
n

max
j=1

jxj j; Maximumnorm (2.2.4)

Mit diesen Normen k � kp ist Kn ein Banachraum. Da alle Normen im Kn �aquivalent sind,

existieren Konstanten mit

kxkp � cpqkxkq 8x 2 Kn; p; q � 1:

Diese cpq h�angen im allgemeinen aber von n ab. Lineare Abbildungen von Kn ! Km werden

(in der Einheits-Basis) durch Matrizen

A = (aij)
m;n
i=1;j=1 2 Km�n

beschrieben. Jedes Paar von Vektornormen in Km;Kn (mit gleichem Index p) induziert eine

zugeh�orige Matrixnorm, die mit dem gleichen Symbol bezeichnet wird

kAkp := sup
x6=0

kAxkp
kxkp = sup

kxkp=1
kAxkp: (2.2.5)

In (2.2.5) wird das Supremum als Maximum angenommen (Grund?). Die durch (2.2.2�) indu-

zierten Normen sind:

kAk1 =
m

max
i=1

nP
j=1

jaij j Zeilensummennorm; (2.2.6)

kAk1 = n
max
j=1

mP
i=1

jaij j Spaltensummennorm; (2.2.7)

kAk2 = %(A�A)1=2 =
q
maxnj=1 �j(A

�A) Spektralnorm, (2.2.8)
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wobei �j(A
�A) die Eigenwerte von A�A sind und A� = �AT. Eine Matrixnorm hei�t vertr�aglich

mit den Vektornormen, wenn gilt

kAxk � kAkkxk 8x 2 Kn; A 2 Km�n: (2.2.9)

Als obere Schranke f�ur kAk2 betrachtet man oft eine einfachere, die

kAkF :=

0@ mX
i=1

nX
j=1

jaijj2
1A1=2

Frobeniusnorm: (2.2.10)

Sie ist vertr�aglich mit der Euklidnorm, denn

kAxk2 � kAkF kxk2:

Allerdings ist sie nicht die induzierte Norm, da z.B. kIkF =
p
n > kIk2 = 1. Mit I wird die

Einheitsmatrix, I = (Æij) bezeichnet. F�ur induzierte Nomen und f�ur k�kF gilt die Produktformel

kABk � kAk kBk (2.2.11)

In dieser Vorlesung werden nur Normen benutzt, die (2.2.11) erf�ullen. F�ur viele �Uberlegungen

zu quadratischen Matrizen A 2Kn�n ist der Spektralradius

%(A) := maxfj�j(A)j : �j(A) EW zu Ag (2.2.12)

eine wichtige Gr�o�e. Wegen %

 
0 1

0 0

!
= 0 ist %(A) sicherlich keine Norm. Der folgende Satz

zeigt aber, da� der Spektralradius eine untere Schranke f�ur jede beliebige Matrixnorm ist, sich

von geeigneten Normen beliebig wenig unterscheidet und f�ur diagonalisierbare Matrizen sogar

gleich einer Norm sein kann. Da hier spezielle Matrixtypen angesprochen werden werden De�-

nitionen und Eigenschaften in Bezug auf die Jordan-Normalform kurz zusammengestellt.

Eigenschaft De�nition Jordan-Normalform A = S�1�S
A diagonalisierbar 9 Eigenvektor-Basis � diagonal

A normal A�A = AA� � komplex diagonal, S unit�ar: S� = S�1

A hermitesch A� = A � reell diagonal, S unit�ar

A herm.positiv de�nit A� = A, x�Ax > 08x 6= 0 Eigenwerte positiv reell

Satz 2.2.1 a) F�ur jede Matrixnorm k � k gilt

%(A) � kAk:

b) F�ur jede Matrix A und jedes " > 0 existiert eine (spezielle) Norm mit

kAkM � %(A) + ": (2.2.13)

c) F�ur diagonalisierbare Matrizen A kann in (2.2.13) " = 0 gew�ahlt werden, f�ur hermitesche,

reell-symmetrische und normale Matrizen gilt kAk2 = %(A).
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Beweis a) x sei Eigenvektor von A) j�jkxk = k�xk = kAxk � kAkkxk.
b) Die Jordan-Normalform von A sei

� = SAS�1 =

0BBBB@
�1 Æ1

�2 Æ2
. . .

�n

1CCCCA
mit Æi 2 f0; 1g; i = 1; : : : ; n�1. Eine weitere �Ahnlichkeitstransformation mit der Diagonalmatrix

P =

0BBBB@
"

"2
. . .

"n

1CCCCA
f�uhrt � �uber in

~� = P�1�P = (P�1S)A(S�1P ):

Da ~� die gleiche Hauptdiagonale wie �, in der Nebendiagonale aber Elemente "Æj hat, gilt

k~�k1 =

8<: maxnj=1fj�j j+ "jÆj jg � %(~�) + " = %(A) + �; wenn ein Æj 6= 0;

maxnj=1fj�j jg = %(~�) = %(A); wenn alle Æj = 0:

F�ur die Matrixnorm

kBkM := kMBM�1k1; M := P�1S;

gilt also b). Bei diagonalisierbaren Matrizen ist Æj � 0. Dies zeigt die erste Behauptung in c). Die

in c) genannten Spezialf�alle mit der Norm k �k2 folgen aus der Orthogonalit�at der Eigenvektoren

bei normalen Matrizen, d.h., aus S�1 = S�. Dann ist kS�1�Sk2 = k�k2.

Der Satz erleichtert folgende Regularit�atsaussage f�ur Matrizen der Form A = I �B.

Satz 2.2.2 (Neumannreihe) Unter der Voraussetzung

%(B) < 1 (2.2.14)

a) ist das Gleichungssystem (I �B)x = b eindeutig l�osbar,

b) gilt (I �B)�1 =
1P
j=0

Bj,

c) gibt es eine Matrixnorm so, da� kBk < 1 ist. F�ur diese gilt

k(I �B)�1k � 1

1� kBk : (2.2.15)

Bemerkung: Dieser Satz wird f�ur St�orungsaussagen sehr h�au�g benutzt, (2.2.15) gilt nat�urlich

in jeder Norm, f�ur die kBk < 1 ist.
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Beweis Da I � B regul�ar ist genau dann, wenn die Gleichung x = Bx nur die triviale L�osung

x = 0 hat, d.h. � = 1 kein EW von B ist, folgt die Existenz von (I �B)�1 aus (2.2.14).

Mit den Teilsummen
Pm

k=0B
k gilt

Sm := (I �B)
mX
k=0

Bk = I �B +B �B2 + : : :�Bm+1 = I �Bm+1:

Nach Satz 2.2.1 existiert eine Norm mit kBk < 1, da %(B) < 1. In dieser Norm gilt kSm � Ik =
kBm+1k � kBkm+1 ! 0 f�ur m!1 und somit Sm ! I, also

Sm ! (I �B)
1X
k=0

Bk = I; m!1:

Durch Betrachtung von (I �B)�1Sm folgt die Behauptung. Au�erdem ist

k(I �B)�1k = k
1X
k=0

Bkk �
1X
k=0

kBkk = 1

1� kBk :

2.3 Der Gau�-Algorithmus

Zur L�osung von linearen Gleichungssystemen

nX
j=1

aijxj = bi; i = 1; : : : ; n , Ax = b; (2.3.1)

A 2 Kn�n, gibt es sowohl direkte als auch iterative Verfahren. Bei den direkten Verfahren formt

man das gegebene System in einer endlichen Anzahl von Schritten in eine leicht au�osbare Form

um, �andert also insbesondere die Matrix A. Bei iterativen Verfahren (vgl. x2.5) konstruiert man

dagegen eine Folge von N�aherungen, die gegen die L�osung konvergiert. Hierbei wird die Matrix

nicht ver�andert, was in vielen F�allen ("d�unnbesetzte" Matrix) vorteilhaft sein kann.

Der Gau�-Algorithmus ist das Standardverfahren zur direkten Au�osung und beruht auf der

Beobachtung, da� die L�osung x von (2.3.1) unver�andert bleibt, wenn Gleichungen addiert oder

subtrahiert werden (allgemein: Bildung von Linearkombination). Ziel ist die Konstruktion eines

einfach l�osbaren Systems in Dreieckform:

r11x1 +r12x2 + : : : +r1nxn = b01
r22x2 + : : : +r2nxn = b02

. . .
...

...

rnnxn = b0n

9>>>>>=>>>>>;
, Rx = b0: (2.3.2)

Dieses kann, beginnend mit xn, schrittweise aufgel�ost werden, falls alle rii 6= 0 sind. Die Matrix

A sei im folgenden regul�ar. Dann erh�alt man ein solches Dreiecksystem (2.3.2) in n�1 Schritten

auf folgende Weise.
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1. f�ur a11 = 0 wird eine Zeile mit ak1 6= 0 gesucht und diese dann mit der ersten vertauscht

(Pivot-Schritt, k-te Zeile = Pivot-Zeile);

2. es wird dasjenige Vielfache der ersten Zeile zur i-ten Zeile (i > 1) addiert, das dort den Ko-

eÆzienten bei x1 zu Null macht (Eliminationsschritt, Faktor �ai1=a11). Nach Behandlung

aller Zeilen i = 2; : : : ; n geht das LGS �uber in die Form

A(2)x = b(2) mit A(2) =

0BBBB@
a
(2)
11 a

(2)
12 : : : a

(2)
1n

0 a
(2)
22 : : : a

(2)
2n

...
...

. . .
...

0 a
(2)
n2 : : : a

(2)
nn

1CCCCA

3. die Schritte 1 und 2 werden auf das Restsystem angewendet mit

B(2) :=

0B@ a
(2)
22 : : : a

(2)
2n

...
. . .

...

a
(2)
n2 : : : a

(2)
nn

1CA : (2.3.3)

4. Nach n�1 Schritten mit Matrizen A(1) := A;A(2); : : : ; A(n�1) ergibt sich ein Dreicksystem

(2.3.2) mit R = A(n), b0 = b(n), das sich einfach au�osen l�a�t.

Die EliminationskoeÆzienten

lij :=
a
(j)
ij

a
(j)
jj

haben eine besondere Bedeutung, die sp�ater erl�autert wird. Man speichert sie bei Durchf�uhrung

des Algorithmus an die freiwerdenden Pl�atze der a
(j+1)
ij = 0 (i > j).

Algorithmus 2.3.1 Gau�-Algorithmus ohne Pivotisierung, durchgef�uhrt im Speicherplatz der

Originalmatrix A (d.h. lij 7! aij),

f�ur j := 1; : : : ; n� 1:

f�ur i := j + 1; : : : ; n:

lij := aij=ajj; bi := bi � lijbj;

f�ur k := j + 1; : : : ; n: aik := aik � lijajk;

xn := bn=ann;

f�ur i := n� 1; n� 2; : : : ; 1:

xi :=
�
bi �

Pn
j=i+1 aijxj

�
=aii;

(2.3.4)

Beim Rechenaufwand werden alle arithmetischen Operationen gez�ahlt (kurz FLOP: oating

point operation), man gibt dabei aber meist nur den am schnellsten wachsenden Anteil an. Der
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Algorithmus enth�alt drei gesta�elte Schleifen (j; i; k), der Hauptaufwand entsteht daher in der

4. Zeile (innerste Schleife):

n�1X
j=1

nX
i=j+1

nX
k=j+1

2 FLOP = 2
n�1X
j=1

(n� j)2 =
2

3
n3 +O(n2) FLOP:

Dieser Hauptanteil dient aber nur zur Umformung der Matrix A und kann bei einer erneuten

L�osung des gleichen LGS Ay = c mit einer anderen rechten Seite c eingespart werden. Im obigen

Algorithmus m�ussen dann nur die die rechte Seite b betre�enden Schritte (3. Zeile des Algor.)

wiederholt werden. Dazu wurden die Gr�o�en lij gespeichert. Der Aufwand ist dann

n�1X
j=1

2(n� j) = n(n� 1) Operationen f�ur b(n):

Die abschlie�ende Au�osung des Dreiecksystems Rx = b(n) ben�otigt ebenfalls

1 +
n�1X
i=1

[1 + 2(n� i)] = n2 Operationen.

RechenaufwandDer Gau�-Algorithmus ben�otigt i.w. 23n
3 arithmetische Operationen. Die noch-

malige Au�osung mit neuer rechter Seite b erfordert nur 2n2 Operationen.

LR-Zerlegung

Die Umformung beim System A(j)x = b(j) in einem Eliminationsschritts ohne Pivotisierung,

f�ur i = j + 1; : : : ; n:

b
(j+1)
i := b

(j)
i � lijb

(j)
j ;

f�ur k := j + 1; : : : ; n:

a
(j+1)
ik := a

(j)
ik � lija

(j)
jk ;

entspricht der Multiplikation dieses Systems mit einer speziellen Matrix:

A(j+1)x = L�1j A(j)x = L�1j b(j) = b(j+1);

wobei

L�1j =

0BBBBBBBBBB@

1
. . .

1

�lj+1;j 1
...

. . .

�lnj 1

1CCCCCCCCCCA
= L�1j = I � lje

T

j ; lj :=

0BBBBBBBBBB@

0
...

0

lj+1;j
...

lnj

1CCCCCCCCCCA
: (2.3.5)
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Wegen eTj lj = 0 (ej = j-ter Einheitsvektor) gilt (I � lje
T
j )(I + lje

T
j ) = I, also Lj = I + lje

T
j .

Somit wird die obere Dreieckmatrix R = A(n) erzeugt durch Multiplikation mit L-Matrizen:

R = A(n) = L�1n�1A
(n�1) = : : : = L�1n�1 � � �L�11 A ,

A = L1L2 � � �Ln�1R =: LR: (2.3.6)

Da die Menge der unteren bzw. oberen Dreieckmatrizen abgeschlossen ist unter Matrixmultipli-

kation, ist L eine untere und R eine obere Dreieckmatrix:

A = LR =

0BBBB@
1 0 : : : 0

� 1
...

. . .

� � : : : 1

1CCCCA �
0BBBB@
� � : : : �
0 � �

. . .
...

0 �

1CCCCA (2.3.7)

Satz 2.3.2 Der Gau�algorithmus (2.3.4) (ohne Pivotisierung) erzeugt eine LR-Zerlegung der

Matrix A. Der Aufwand daf�ur ist 2
3n

3 Operationen. Danach reduziert sich jede L�osung von

Ax = b auf

b = Ax = L (Rx)| {z }
b(n)

, Lb(n) = b; Rx = b(n); (2.3.8)

also auf die Au�osung von zwei LGSen mit Dreieckmatrizen mit 2n2 Operationen. Die beiden

Faktoren L und R werden bei (2.3.4) wieder in A abgespeichert mit Ausnahme der Hauptdiago-

nalen von L.

Bemerkung: Die LR-Zerlegung kann auch direkt erzeugt werden ohne die Zwischenmatrizen A(j).

Die Identit�at A = L �R wird dabei als Gleichungssystem f�ur L und R aufgefa�t:

aij =

minfi;jgX
k=1

likrkj ()

8>>><>>>:
aij =

j�1P
k=1

likrkj+lijrjj; i > j;

aij =
i�1P
k=1

likrkj+rij; i � j:
(2.3.9)

Es k�onnen verschiedene Indexfolgen (i; j) angegeben werden, f�ur die man diese Gleichungen

direkt nach den lij (obere Gleichungen) bzw. rij (untere Gleichungen) au�osen kann. Die EÆzienz

ist dabei sprach- und maschinenabh�angig (Matrizen zeilen-/spaltenweise gespeichert?) und f�uhrt

auf die Algorithmen von Banachiewicz, Crout, etc.

Pivotisierung

Im allgemeinen ist der Gau�-Algorithmus nicht ohne Zeilenvertauschungen durchf�uhrbar. Daher

stellen sich zwei Fragen:

| F�ur welche Problemklassen ist keine Pivotisierung n�otig?

| Welche Pivotstrategien sind f�ur die �ubrigen sinnvoll?

Bei der Diskussion ist die Tatsache hilfreich, da� der Gau�-Algorithmus bestimmte Strukturen

bzw. Eigenschaften der Matrix A erh�alt.
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De�nition 2.3.3 A sei eine n� n-Matrix. A hei�t

| streng diagonaldominant, wenn

jaiij >
nX
j=1

j 6=i

jaij j; i = 1; : : : ; n: (2.3.10)

| (2m+ 1)-Bandmatrix (Tridiagonalmatrix f�ur m = 1), wenn

aij = 0 f�ur ji� jj > m:

Bei de�niten und streng diagonaldominanten Matrizen sind insbesondere die Hauptdiagonalele-

mente von Null verschieden. Die Erhaltung bestimmter Strukturen erm�oglicht au�erdem oft eine

Reduktion des Aufwands beim Gau�-Algorithmus.

Satz 2.3.4 a) In der Matrix A gelte a11 6= 0. Wenn die Matrix A hermitesch, positiv (negativ)

de�nit, streng diagonaldominant oder 2m + 1-Bandmatrix ist, dann hat im Gau�-Algorithmus

die Restmatrix B(2) (2.3.3) wieder die gleiche Eigenschaft.

b) Bei de�niten oder streng diagonaldominanten Matrizen ist der Gau�-Algorithmus ohne Pivo-

tisierung durchf�uhrbar.

c) F�ur eine positiv (negativ) de�nite Matrix A 2 Kn�n existiert genau eine Dreieckzerlegung

A = ~L ~R (A = �~L ~R) mit ~lii = ~rii > 0; i = 1; : : : ; n, und ~L� = ~R. Diese Cholesky-Zerlegung

A = ~L~L� erfordert etwa den halben Rechenaufwand der gew�ohnlichen LR-Zerlegung.

Beweis a) F�ur a11 6= 0 erzeugt der erste Eliminationsschritt folgende Umformung. Aus

A = A(1) =

 
a11 zT

s B(1)

!
mit s =

0B@ a21
...

an1

1CA ; zT = (a12; : : : ; a1n); wird

A(2) =

 
a11 zT

0 B(2)

!
; B(2) :=

�
aik � 1

a11
ai1a1k

�n
i;k=2

= B(1) � 1

a11
szT:

Daraus ergeben sich die Aussagen. Als Beispiel sei A hermitesch. Dann gilt a11 2 R, s = �z und

B(1) = B(1)�. Daher ist auch B(2) hermitesch.

b) Exemplarisch wird die De�nitheit nachgewiesen. Bei positiv de�niter Matrix A gilt x�Ax > 0

f�ur alle x 2 Kn; x 6= 0. F�ur x = (1; 0; : : : ; 0)T folgt a11 > 0, im ersten Schritt war also keine

Zeilenvertauschung notwendig. Nun sei mit y 2 Kn�1; y 6= 0; speziell

x̂ =

 �1
a11

s�y
y

!
) Ax̂ =

 
a11 s�

s B(1)

! �1
a11

s�y
y

!
=

 
0

B(1)y � 1
a11

ss�y

!
=

 
0

B(2)y

!
:

Also ist y�B(2)y = x̂�Ax̂ > 0, d.h., B(2) wieder positiv de�nit.

c) Die Existenz einer Dreieckzerlegung A = ~L ~R mit ~lii = ~rii > 0 folgt sofort aus dem zweiten
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Beweisteil. Es kann n�amlich mit D := diag(
p
r11; : : : ;

p
rnn) gesetzt werden ~L := LD; ~R :=

D�1R. Durch Induktion l�a�t sich auch zeigen, da� diese Zerlegung eindeutig ist. Wegen ~L ~R =

A = A� = ~R� ~L� erh�alt man dann sofort ~L = ~R� und ~R = ~L� .

Damit ist in vielen wichtigen F�allen sichergestellt, da� der Gau�-Algorithmus ohne Pivoti-

sierung durchf�uhrbar ist.

Bemerkung: Bei gro�en praktischen Problemen k�onnen LGSe mit n � 106 Unbekannten auf-

treten. Die Matrizen haben dabei aber nur wenige Elemente aij 6= 0 (Anteil < 10%, "d�unnbe-

setzt"). Bei anderen Besetzungen der Matrix, au�er der Bandstruktur, wird die urspr�ungliche

d�unne Struktur bei der Elimination in der Regel aufgef�ullt (\�ll-in"). Der Grad des Au��ullens

h�angt aber von der Numerierung der Gleichungen/Variablen ab und kann so beeinu�t werden.

Bei geeigneter Implementierung bestimmt v.a. die Zahl der nichttrivialen Elemente der LR-

Zerlegungder den Rechenaufwand (z.B. Bandstruktur: O(m2n)). Ohne die Ausnutzung solcher

Struktureigenschaften w�aren sehr gro�e Probleme auch auf modernen Supercomputern nicht

l�osbar.

Die aktuelle Top-500-Liste der Supercomputer (Quelle: Netlib/HRZ Mannheim 11'97) weist fol-

gende tats�achlichen Leistungen aus (GFLOPS=109 Operationen pro Sekunde). Die genannte

Dimension n gibt dabei die Gr�o�e eines vollbesetzten LGS an, das in 1 sec Rechenzeit gel�ost

werden kann. Bei einer Rechenzeit von einem Tag sind die entsprechenden Dimensionen (nur)

um den Faktor 44 gr�o�er.

Platz Typ Ort Prozessoren GFLOPS n

1 Intel Sandia/USA 9152 1338 11019

2 SGI/Cray T3E USA 1248 634 8590

3 SGI/Cray T3E Meteo/GrBr 840 430 7548

9 SGI/Cray T3E MPI/Garching 672 196 5808

?? IBM SP 2 Uni Marburg 35 6.3 1847

In der Theorie ist eine Zeilenvertauschung beim Gau�-Algorithmus nur dann erforderlich,

wenn das Pivotelement verschwindet, d.h., a
(j)
jj = 0. Bei der praktischen Rechnung im Computer

mit endlichen Zahldarstellungen sollten aber auch zu kleine Pivotelemente vermieden werden,

wie das folgende Beispiel zeigt (genauere Analyse in x7.)

Beispiel 2.3.5 Alle (Zwischen-)Ergebnisse werden in der Gleitkomma-Darstellung auf zwei

Stellen gerundet. Aus

0:01x1 + 2x2 = 1

x1 + x2 = 3
wird

0:01x1 + 2x2 = 1

0 � x1 � 200x2 = �97 ; (2.3.11)

denn l21 = a21=a11 = 1=0:01 = 1:0 � 102 (Gleitpunktdarstellung))

a
(2)
22 = a22 � l21a12 = 1� 100 � 2 = �199 Rundung:

g
a
(2)
22 = �2 � 102

b
(2)
2 = b2 � l21b1 = 3� 100 = �97 (ist exakt):
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Damit erh�alt man

fx2 = �97=(�200) :
= 0:49; fx1 = (1� 2 � 0:49)=0:01 = 2:0:

Die exakte L�osung ist jedoch (2:512::; 0:487::). Vertauscht man die beiden Gleichungen in (2.3.11),

so ergibt die Elimination dagegen

x1 +x2 = 3

0:01x1 +2x2 = 1
! x1 +x2 = 3

2x2 = 0:97
! x1 = 2:5

x2 = 0:49

Um die gezeigten Ungenauigkeiten zu verhindern, verwendet man Pivot-Strategien:

Dabei wird im Schritt j zur Vertauschung mit Zeile j die Zeile p 2 fj; : : : ; ng nach folgender

Regel gew�ahlt:

1. Spaltenpivotisierung, absolutes Maximum:

ja(j)pj j =
n

max
k=j

ja(j)kj j:

2. Spaltenpivotisierung, relatives Maximum:

ja(j)pj jPn
�=j ja(j)p� j

=
n

max
k=j

ja(j)kj jPn
�=j ja(j)k� j

:

3. Vollst�andige Pivotisierung, zus�atzlich werden auch Spaltenvertauschungen (Umnumerie-

rung der Variablen) vorgenommen

ja(j)pq j =
n

max
i;k=j

ja(j)ik j:

Wegen des hohen Aufwands werden die Strategien 2) und 3) nur in Ausnahmef�allen benutzt.

Strategie 2) unterdr�uckt den Einu� der Multiplikation von Zeilen mit einer Konstanten (Ska-

lierung). Ein �ahnlicher E�ekt ist bei 1) erzielbar durch �Aquilibrierung der Matrix, bei der zu

Beginn alle Zeilen auf Summennorm 1 skaliert werden. Auch die einfache Strategie 1) erh�oht

den Aufwand um 50% :

Rechenaufwand f�ur den Gau�-Algorithmus mit Pivotisierung 1): n3 Operationen

Inverse Matrix A�1:

Die L�osung von Ax = b l�a�t sich kompakt in der Form x = A�1b angeben. Bei praktischer

Rechnung lohnt es sich aber selbst zur L�osung vieler LGSe Ax(j) = b(j); j = 1; 2; : : : ; nicht, die

Inverse A�1 explizit zu berechnen. Der Rechenaufwand f�ur das Produkt x = A�1b ist der gleiche,
wie der zur L�osung der beiden Dreiecksysteme bei LRx = b, n�amlich 2n2 (vgl. Berechnung nach

(2.3.4)), der Rechenaufwand f�ur A�1 amortisiert sich daher nie.
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Manchmal ist es aber f�ur theoretische Aussagen g�unstig, die Elemente von A�1 zu kennen

(z.B. Input-Output-Analyse: Wechselwirkungen zwischen Produktionszweigen). Bei gegebener

LR-Zerlegung von A ergeben sich die Spalten von

A�1 = C =
�
c(1); : : : ; c(n)

�
aus LRc(j) = e(j); j = 1; : : : ; n: (2.3.12)

Unter Ausnutzung der speziellen Gestalt der Einheitsvektoren e(j) ben�otigt man zur Berechnung
4
3n

3 Operationen zus�atzlich zur LR-Zerlegung, also 2n3 Operationen insgesamt.

2.4 Fehlerausbreitung, Kondition

Die Auswirkungen von Rundungsfehlern bei der Durchf�uhrung des Gau�-Algorithmus werden

sp�ater (x7) diskutiert. Aber auch die Verf�alschung von Eingangsdaten (z.B. durch Rundung

auf endliche Genauigkeit) kann sich bei fast-singul�aren LGSen katastrophal auf die L�osung

auswirken. Zur quantitativen Untersuchung dieser Auswirkungen wird angenommen, da� statt

des urspr�unglichen Problems Ax = b mit regul�arer Matrix A das Problem

(A+A0)~x = b+ b0; ~x = x+ x0 (2.4.1)

mit gest�orter Matrix ~A = A + A0 und gest�orter rechter Seite ~b = b + b0 exakt gel�ost wird. Die
Rundungsfehleranalyse des Gau�-Algorithmus wird �ubrigens in x7 auf diesen Fall zur�uckgef�uhrt.

Zur Absch�atzung der St�orung x0 = ~x� x von x wird die Gleichung mit A�1 multipliziert:

(I +A�1A0)~x = A�1(b+ b0) = x+A�1b0: (2.4.2)

Nach Satz 2.2.2 (v. Neumann) ist dieses LGS l�osbar, wenn in einer Norm gilt

kA�1A0k � kA�1k kA0k =: q < 1: (2.4.3)

Dann folgt die Schranke

k~xk � kx+A�1b0k
1� q

: (2.4.4)

Nach (2.4.2) gilt auch x0 = ~x� x = A�1b0 �A�1A0~x. Daraus folgt mit (2.4.3) und (2.4.4)

kx0k = k~x� xk � kA�1b0k+ qk~xk
� kA�1b0k+ q

1� q
(kxk+ kA�1b0k)

� q

1� q
kxk+ 1

1� q
kA�1kkb0k: (2.4.5)

Besonders aussagekr�aftig sind Absch�atzungen, die skalierungsinvariant sind, bei einer Multi-

plikation des LGS mit Konstanten also unver�andert bleiben. Zu diesem Zweck betrachtet man

relative Fehler. Mit kbk = kAxk � kAkkxk folgt aus (2.4.5):
kx0k
kxk �

q

1� q
+
kA�1k � kAk

1� q

kb0k
kbk :
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Bezieht man sich auch bei A0 = ~A�A auf den relativen Fehler, etwa in

q = kA�1kkA0k = kA�1k � kAk kA
0k

kAk ;

dann taucht in der Absch�atzung au�er den Fehlern nur eine zus�atzliche Konstante auf:

De�nition 2.4.1 Zu einer gegebenen Matrixnorm k � k hei�t

�(A) := kAk kA�1k

die Konditionszahl der Matrix A. Bei Verwendung spezieller Normen �ubernimmt man den Index,

z.B., �1(A) = kAk1kA�1k1.

Die Konditionszahl beschreibt die Emp�ndlichkeit des LGS gegen�uber St�orungen. F�ur vertr�agli-

che Matrixnormen gilt �(A) � 1 wegen 1 � kIk = kAA�1k � kAkkA�1k. Die gerade durch-

gef�uhrte Diskussion hat folgende Fehlerabsch�atzung bewiesen:

Satz 2.4.2 Im gest�orten System (2.4.1) werden folgende relative Fehler betrachtet:

'x :=
k~x� xk
kxk =

kx0k
kxk ; 'b :=

k~b� bk
kbk =

kb0k
kbk ; 'A :=

k ~A�Ak
kAk =

kA0k
kAk :

Damit ist das gest�orte LGS (2.4.1) eindeutig l�osbar f�ur

�(A) � 'A < 1: (2.4.6)

Der relative Fehler in der L�osung ist beschr�ankt durch

'x � �(A)

1� �(A)'A

�
'A + 'b

�
: (2.4.7)

F�ur gro�e �(A)� 1 ist das Problem schlecht konditioniert. Dann k�onnen schon kleine St�orungen

der Daten zu erheblichen �Anderungen der L�osung des LGS f�uhren.

Bei der Berechnung einer L�osung von (2.4.1) k�onnen weitere (Rundungs-) Fehler auftreten.

Die Genauigkeit einer N�aherungsl�osung y kann mit Hilfe des Defekts oder Residuums

r := ~Ay � ~b; ~A = A+A0; ~b = b+ b0; (2.4.8)

�uberpr�uft werden. Dazu gilt

Satz 2.4.3 Mit den Bezeichnungen von Satz 2.4.2 gilt f�ur den relativen Fehler einer N�aherung

y zur L�osung x = A�1b mit Defekt r (2.4.8) die Absch�atzung

ky � xk
kxk � �(A)

1� �(A)'A

�
'A + 'b +

krk
kbk

�
: (2.4.9)
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Beweis y unterscheidet sich von ~x aus Satz 2.4.2 folgenderma�en:

~A~x = ~b; ~Ay = ~b+ r ) y � ~x = ~A�1r:

Da (2.4.2), (2.4.4) der Absch�atzung

k ~A�1k = k(A+A0)�1k � kA�1k
1� kA�1A0k ;

entsprechen, folgt mit den Schranken aus Satz 2.4.2 die Behauptung,

ky � xk
kxk � k~x� xk

kxk +
k ~A�1rk
kxk � 'x +

kA�1k
1� �(A)'A

� kAkkrkkbk :

Auch hier geht die Konditionszahl entscheidend ein. Wegen dieser Bedeutung sollte bei der

praktischen L�osung eines LGS immer auch die Kondition der Matrix (ab-)gesch�atzt werden, um

die Genauigkeit der tats�achlich berechneten L�osung beurteilen zu k�onnen.

Schranken f�ur �(A)

Da die Zeilensummennorm k � k1 einer Matrix einfacher bestimmt werden kann als, z.B., k � k2,
werden hier Ans�atze diskutiert, diese Norm der Inversen kA�1k1 abzusch�atzen:

1. F�ur streng diagonaldominante Matrizen (2.3.10) ist A = D(I �D�1B) mit D = diag(aii)

und kD�1Bk1 < 1. Aus Satz 2.2.2 folgt daher

�1(A) � kAk1 kD�1k1
1� kD�1Bk1 :

2. Da die LR-Zerlegung A = LR bei der Au�osung berechnet wird, kann mit der folgen-

den Methode mit akzeptablem Rechenaufwand O(n2) auch eine Schranke f�ur kA�1k1 �
kL�1k1kR�1k1 berechnet werden. Grundlage sind die folgenden Eigenschaften nichtne-

gativer Matrizen, die hier nur f�ur R formuliert werden. Ungleichungen und Betr�age bei

Matrizen sind dabei komponentenweise zu verstehen.

(a) F�ur B = (bij) mit bij � 08i; j (kurz: B � 0) gilt

kBk1 = kBek1 ; e = (1; 1; : : : ; 1)T:

(b) F�ur C�1 � 0 ist kC�1k1 = kC�1ek1 = kzk1, wobei z das LGS Cz = e l�ost. Hiermit

kann die Norm kC�1k1 berechnet werden, ohne C�1 explizit zu kennen.

(c) Die Norm k � k1 ist monoton, d.h. aus

jbij j � jcij j 8i; j (kurz: jBj � jCj); folgt kBk1 � kCk1:
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(d) Zerlegt man R = D(I � B) mit D = diag(rii), dann ist B strikt obere Dreieck-

matrix mit �(B) = 0 ) Bn = 0. Aus dem Satz 2.2.2 (Neumannreihe) folgt durch

komponentenweise Absch�atzung

jR�1j = j(I �B)�1D�1j = j
n�1X
j=0

BjjjD�1j �
n�1X
j=0

jBjj jDj�1 =
�
jDj(I � jBj)

��1
:

Die Eigenschaften (a) - (d) f�uhren auf

Satz 2.4.4 R 2 Rn�n sei eine regul�are obere Dreieckmatrix. Der (positive) Vektor z 2 Rn

sei de�niert durch das LGS

jriijzi �
nX

j=i+1

jrij jzj = 1; i = n; n� 1; : : : ; 1: (2.4.10)

Dann gilt

kR�1k1 � kzk1:

Beispiel 2.4.5

A =

0B@ 2 3 �5
4 8 �3
�6 1 4

1CA =

0B@ 1 0 0

2 1 0

�3 5 1

1CA
0B@ 2 3 �5
0 2 7

0 0 �46

1CA = L �R:

Zur Absch�atzung von kR�1k1 ist zu l�osen0B@ 2 �3 �5
0 2 �7
0 0 46

1CA
0B@ z1

z2

z3

1CA =

0B@ 1

1

1

1CA =)

0B@ z1

z2

z3

1CA =

0B@ 1:418

0:576

0:0217

1CA :

Dies f�uhrt auf die Schranke kR�1k1 � kzk1 :
= 1:418: F�ur kL�1k1 ergibt sich analog0B@ 1 0 0

�2 1 0

�3 �5 1

1CA
0B@u1

u2

u3

1CA =

0B@ 1

1

1

1CA =)

0B@u1

u2

u3

1CA =

0B@ 1

3

19

1CA :

Hier erh�alt man die Schranke kL�1k1 � kuk1 = 19, zusammen mit der ersten f�uhrt sie auf

die Absch�atzung kA�1k1 � 26:95 (zum Vergleich: kA�1k1 :
= 0:451). Mit kAk1 = 15 folgt die

Schranke �1(A) � 404:25 f�ur die Konditionszahl.

Spalten-Pivotisierung (hier: Vertauschung der Zeilen 1 und 3) verbessert auch die berechneten

Schranken, es ist0B@ 0 0 1

0 1 0

1 0 0

1CAA =

0B@�6 1 4

4 8 �3
2 3 �5

1CA =

0B@ 1 0 0

�2
3 1 0

�1
3

5
13 1

1CA
0B@�6 1 4

0 26
3 �1

3

0 0 �46
13

1CA =: L̂R̂:

Als Absch�atzung erh�alt man jetzt kR̂�1k1 � 0:376; kL̂�1k1 � 2:616 und daher die viel sch�arfere

Schranke kA�1k1 � 0:984, da kA�1k1 = k(PA)�1k1 mit P =

0B@ 0 0 1

0 1 0

1 0 0

1CA = P�1.
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2.5 Iterationsverfahren f�ur lineare Gleichungssysteme

Wenn selbst die exakte L�osung eines LGSs nur eine Approximation f�ur ein Ausgangsproblem

darstellt, reicht auch hier eine N�aherungsl�osung aus. F�ur lineare Gleichungssysteme der Form

(I�B)x = r (vgl. Input-Output-Analyse) mit \kleiner" Matrix B, d.h., Spektralradius �(B) < 1,

ist eine explizite Darstellung der L�osung durch Satz 2.2.2 (Neumannreihe) bekannt,

x = (I �B)�1r =
1X
j=0

Bjr = r +B
1X
j=0

Bjr: (2.5.1)

Die Partialsummen dieser Reihe sind daher konvergierende N�aherungen f�ur x und k�onnen �uber

folgende Rekursion bzw. Iteration x(0) := 0,

x(k+1) := Bx(k) + r; k = 0; 1; : : : ; (2.5.2)

berechnet werden: x(1) = r; x(2) = r + Br; x(3) = r + Br + B2r; : : :. Diese Konvergenzaussage

l�a�t sich erheblich verallgemeinern. Die Iteration (2.5.2) dient n�amlich zur Bestimmung eines

Fixpunkts der Abbildung x 7! g(x) := Bx+ r, d.h. eines Vektors mit

z = g(z); g : Rn ! Rn: (2.5.3)

Allgemein gilt f�ur kontrahierende Abbildungen g der

Satz 2.5.1 (Banachscher Fixpunksatz) Gegeben sei ein Banachraum H und eine Abbildung

g : H ! H. Gelten auf einer abgeschlossenen Teilmenge 
 � H und f�ur q 2 R; 0 < q < 1, die

Aussagen

g(
) � 
 (\g bildet 
 auf sich ab") (2.5.4)

kg(x) � g(y)k � qkx� yk 8x; y 2 
; (\g ist kontrahierend") (2.5.5)

dann besitzt g genau einen Fixpunkt z = g(z) 2 
. Dieser kann mit einem beliebigen Startwert

x(0) 2 
 durch die Iteration

x(k+1) := g(x(k)); k = 0; 1; : : : ; (2.5.6)

berechnet werden, es ist limk!1 x(k) = z. Quantitativ gelten die Fehlerabsch�atzungen

kx(k) � zk � q
1� qkx(k) � x(k�1)k (\a-posteriori") (2.5.7)

� qk

1� qkx(1) � x(0)k (\a-priori"). (2.5.8)

Bemerkungen: 1) Eine Bedingung der Form (2.5.5) (q > 0) hei�t Lipschitz-Bedingung.

2) Typische Anwendungen der Fehlerschranken sind folgende. (2.5.7): Verwendung als Abbruch-

kriterium in der Iteration, d.h., wenn x(k) berechnet ist. (2.5.8): Absch�atzung der f�ur eine be-

stimmte Genauigkeit erforderliche Anzahl von Iterationen, d.h., des Aufwands.
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Beweis Wegen (2.5.5) gilt

kx(k+1) � x(k)k = kg(x(k))� g(x(k�1))k � qkx(k) � x(k�1)k � : : :

� qkkx(1) � x(0)k:

Analog ergibt sich, f�ur beliebiges m > 0, aus der Dreiecksungleichung die Schranke

kx(k+m) � x(k)k �
m�1X
j=0

kx(k+j+1) � x(k+j)k �
mX
j=1

qjkx(k) � x(k�1)k

� q

1� q
kx(k) � x(k�1)k � qk

1� q
kx(1) � x(0)k ! 0; k !1: (2.5.9)

Daher ist fx(k)g Cauchyfolge, wegen der Vollst�andigkeit von 
 also auch konvergent, der Grenz-

wert x̂ = limk!1 x(k) existiert also. Aus der Stetigkeit von g folgt nun

x̂ = lim
k!1

x(k) = lim
k!1

x(k+1) = lim
k!1

g(x(k)) = g( lim
k!1

x(k)) = g(x̂);

d.h. x̂ ist Fixpunkt von g. Dieser ist eindeutig, denn wegen q < 1 gilt

kx̂� zk = kg(x̂)� g(z)k � qkx̂� zk ) x̂ = z:

Nach (2.5.9) folgen aus x(k) � z = limm!1 (x(k) � x(k+m)) die Schranken wie

kx(k) � zk �
1X
j=0

qj+1kx(k) � x(k�1)k = q

1� q
kx(k) � x(k�1)k:

Dieser Satz ist die Grundlage der meisten Konvergenzaussagen bei Iterationsverfahren, auch

bei nichtlinearen Problemen (vgl. x6). Wegen Satz 2.2.1 kann die Bedingung (2.5.5), kBk < 1, bei

der aÆn-linearen Funktion (2.5.2) nat�urlich durch die Bedingung �(B) < 1 an den Spektralradius

ersetzt werden. Au�erdem gilt hier die Umkehrung

Satz 2.5.2 F�ur �(B) > 1 gibt es Startvektoren x(0) 2 Rn so, da� (2.5.2) divergiert.

Beweis (-idee): W�ahle x(0) = z + y so, da� By = �y mit j�j > 1.

Au�er in einigen Spezialf�allen liegt die Matrix A des LGSs nat�urlich nicht in der Form

A = I�B vor. Oft kann man sie aber als St�orung eines HauptteilsM schreiben. Von praktischem

Interesse sind dabei allerdings nur Hauptteile M , die auf einfach au�osbare Gleichungssysteme

f�uhren (M , z.B., Diagonal-, Dreieck-Matrix).

De�nition 2.5.3 Die Zerlegung einer Matrix

A =M �N (2.5.10)

hei�t regul�ar, wenn M regul�ar ist und wenn gilt

�(M�1N) < 1: (2.5.11)
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Nach Satz 2.5.1 de�niert jede regul�are Zerlegung von A ein konvergentes Iterationsverfahren:

b = Ax =Mx�Nx () Mx = Nx+ b () x =M�1Nx+M�1b;

d.h. (2.5.3) mit B := M�1N = I�M�1A; r := M�1b. Dazu geh�ort ein Iterationsverfahren, das

man bei der Rechnung in der Form

Mx(k+1) := Nx(k) + b () M(x(k+1) � x(k)) := b�Ax(k) (2.5.12)

x(0) := 0, durchf�uhrt, allerdings besser in der �aquivalenten Form

x(k+1) :=M�1Nx(k) +M�1b () x(k+1) := M�1b+ (I �M�1A)x(k): (2.5.13)

analysiert (keine Berechnung von M�1!). Eine Zerlegung ist umso g�unstiger, je kleiner der Kon-

vergenzfaktor �(M�1N) ist und je weniger Aufwand ein Schritt (2.5.12) kostet. Beide Kriterien

lassen sich auf folgende Weise miteinander in Beziehung setzen.

Bemerkung: Benutzt man in Satz 2.5.1 die bestm�ogliche Konstante q = �(M�1N), so folgt aus

(2.5.8), da� zur Verkleinerung des Startfehlers kx(1)�x(0)k auf die Endgenauigkeit kx(k)� zk �
10�`kx(1) � x(0)k ungef�ahr

k =
`

� log10 �(M
�1N)

Schritte

n�otig sind. Die Reduktion des Fehlers um 1
10 erfordert bei einer gegebenen Zerlegung den Auf-

wand
1

� log10 �(M
�1N)

� [Aufwand f�ur einen Schritt (2.5.12)]: (2.5.14)

Verschiedene Zerlegungen von A lassen sich daher anhand dieses \EÆzienz-Ma�es" vergleichen.

Eine einfache Anwendung der Iteration beim Gau�-Algorithmus ist die Nachiteration: Bei

sehr schlecht konditionierten linearen Gleichungssystemen mit �(A)� 1 kann die mit Hilfe des

Gau�algorithmus berechnete L�osung durch Rundungsfehler stark verf�alscht sein. Dann gilt f�ur

die berechnete LR-Zerlegung nur noch ~L ~R �= A. In diesem Fall kann diese L�osung durch (2.5.12)

verbessert werden mit M := ~L ~R wenn �(I � ~R�1 ~L�1A) < 1 (vgl. auch Satz 2.4.3), d.h., mit der

Nachiteration
~L ~R(x(k+1) � x(k)) = b�Ax(k):

Der Speicherbedarf verdoppelt sich allerdings, da die Originalmatrix A zur Berechnung des

Defekts b� Ax(k) ben�otigt wird. Die Defektberechnung sollte mit doppelter Zahlengenauigkeit

erfolgen.

Gesamt- und Einzelschrittverfahren

Beispiel 2.5.4 Betrachtet werde das folgende 2� 2-Gleichungsystem mit L�osung (2; 1)T.

x1 + 0:01x2 = 2:01 () x1 = 2:01 �0:01x2
�0:02x1 + 4x2 = 3:96 () 4x2 = 3:96 +0:02x1| {z }

\St�orung"
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\Sukzessives Einsetzen", beginnend mit x(0) =
�0
0

�
liefert der Reihe nach die Vektoren

x(0) x(1) x(2) x(3)

0 2.01 2.0001 1.9999995

0 0.99 1.00005 1.0000005

Dabei wurde die Diagonale der Matrix
�

1
�0:02

0:01
4

�
alsHauptteilM benutzt, der Rest als \St�orung".

Als bessere (?!) Variante kann man zur Berechnung von x
(k)
2 statt x

(k�1)
1 den schon bekannten

Wert x
(k)
1 benutzen. Zugrunde liegt beiden Verfahren die Zerlegung der Matrix A = L+D +R

in Diagonale D = diag(a11; a22; : : : ; ann) (aii 6= 0) und linkes und rechtes Dreieck,

A =

0BB@
L

@
@
@
@

D

@
@
@
@

R
1CCA ; d.h., L =

0B@ 0 � � � 0

� . . .
...

� � 0

1CA ; R =

0B@ 0 � �
...

. . . �
0 � � � 0

1CA (2.5.15)

Gesamtschrittverfahren, Jacobi-Iteration: Zerlegung M := D; N := �L� R, Iterationsmatrix

ist BG = �D�1(L+R).8><>:
Dx(k+1) = b� (L+R)x(k); k = 0; 1; : : :

x
(k+1)
i = 1

aii
[bi �

i�1P
j=1

aijx
(k)
j �

nP
j=i+1

aijx
(k)
j ]; i = 1; : : : ; n:

(2.5.16)

Einzelschrittverfahren, Gau�-Seidel-Iteration: Zerlegung M := D+L; N := �R, Iterationsma-

trix ist BE = �(D + L)�1R.8><>:
(D + L)x(k+1) = b�Rx(k); k = 0; 1; : : :

x
(k+1)
i = 1

aii
[bi �

i�1P
j=1

aijx
(k+1)
j �

nP
j=i+1

aijx
(k)
j ]; i = 1; : : : ; n:

(2.5.17)

Die Formeln (2.5.16) und (2.5.17) besitzen den gleichen Rechenaufwand pro Iterationsschritt, in

(2.5.17) werden in der Zeile i allerdings die jeweils aktuellsten N�aherungen x
(k+1)
j eingesetzt. Der

Rechenaufwand betr�agt bei beiden Verfahren maximal 2n2 Operationen. F�ur Matrizen aber, bei

denen nur wenige Elemente von Null verschieden sind, gilt genauer

Rechenaufwand pro Schritt (2.5.16), (2.5.17) = 2�(Anzahl der nichttrivialen Matrixelemente)

Diese einfache Abh�angigkeit ist ein entscheidender Vorteil von Iterationsverfahren, da auch eine

unregelm�a�ige d�unne Besetzung von A direkt ausgenutzt werden kann, im Gegensatz zu den

Eliminationsverfahren.

Ein einfaches, hinreichendes Kriterium f�ur die Konvergenz beider Iterationen ist die Diago-

naldominanz von A.

Satz 2.5.5 Die Matrix A sei streng diagonaldominant, (2.3.10). Dann konvergieren Gesamt-

und Einzelschrittverfahren. Genauer gilt

kBEk1 = k(D + L)�1Rk1 � kD�1(L+R)k1 = kBGk1 < 1: (2.5.18)
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Somit gelten die Absch�atzungen (2.5.8) in der Maximumnorm mit q = kBGk1 bzw. q = kBEk1.

Beweis Die betrachtete Matrixnorm ist k:k1.

a) Die strenge Diagonaldominanz ist �aquivalent mit kBGk = maxi
P

j 6=i jaij=aiij < 1.

b) Es wird die st�arkere Aussage

kCk � kBGk; C := (jDj � jLj)�1jRj (2.5.19)

bewiesen. Daraus folgt die Behauptung (2.5.18) mit kBEk � kCk � kBGk, da wie im (vorgezo-

genen) Beweis von Satz 2.4.4 gilt

jBE j = j(D + L)�1Rj � (jDj � jLj)�1jRj = C:

Zur Ungleichung (2.5.19): Da C � 0 gilt, ist kCk = kzk1 =: q wobei Ce =: z; e = (1; : : : ; 1)T.

Mit

(I � jD�1Lj)�1jD�1Rje = z () z = jD�1Ljz + jD�1Rje
folgt

q = kzk1 = max
i
f
X
j<i

jaij
aii
jzj +

X
j>i

jaij
aii
jg

� max
i
fq
X
j<i

jaij
aii
j+

X
j>i

jaij
aii
jg = kD�1(qL+R)k: (2.5.20)

Nach Division durch q (der Fall q = 0 ist trivial) wird daraus die Ungleichung

1 � max
i
f
X
j<i

jaij
aii
j+ 1

q

X
j>i

jaij
aii
jg = kD�1(L+

1

q
R)k;

die wegen der Diagonaldominanz aber nur f�ur q < 1 erf�ullt sein kann. Also gilt kCk = q �
kD�1(qL+R)k � kD�1(L+R)k = kBGk, d.h. (2.5.20))(2.5.19))(2.5.18).

Der Satz zeigt, da� bez�uglich der Zeilensummennorm das Einzelschrittverfahren nicht schlech-

ter konvergiert als das Gesamtschrittverfahren. F�ur die Konvergenz entscheidend ist aber der

Spektralradius. Auf diesen l�a�t sich die Aussage in einem wichtigen Spezialfall �ubertragen.

Satz 2.5.6 (Stein-Rosenberg) Die Matrix BG = �D�1(L + R) sei nicht-negativ, BG � 0.

Dann gilt einer der F�alle

0 = �(BE) = �(BG)

0 < �(BE) < �(BG) < 1

�(BE) = �(BG) = 1

�(BE) > �(BG) > 1

9>>>>>=>>>>>;
() j�(BG)� 1j � j�(BE)� 1j;

mit Gleichheit genau f�ur � 2 f0; 1g:

Im nichttrivialen Konvergenzfall konvergiert also das Einzelschrittverfahren f�ur solche Matri-

zen schneller. F�ur die Konvergenz von Gesamt- und Einzelschritt-Verfahren gibt es folgende

hinreichenden Kriterien:



28 2 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

1. (2.3.10), A ist zeilenweise streng diagonaldominant: jaiij �
P

j 6=i jaijj > 0 8i.

2. A ist spaltenweise streng diagonaldominant: jajjj �
P

i6=j jaij j > 0 8j.

3. A ist hermitesch, positiv de�nit.

4. schwache Zeilen- bzw. Spalten-Diagonaldominanz:A ist unzerlegbar und jaiij�
P

j 6=i jaij j �
0 bzw. jajjj �

P
i6=j jaijj � 0 mit echter Ungleichung \ >00 an mindestens einer Stelle.

Im letzten Fall mu�te ausgeschlossen werden, da� das LGS in kleinere Teilprobleme zerf�allt:

De�nition 2.5.7 Eine Matrix A = (aij) hei�t unzerlegbar, wenn keine Umordnung (i1; i2; : : : ; in)

der Indizes (1; 2; : : : ; n) existiert so, da� die Matrix dann folgende Struktur hat

�
aikij

�n
k;j=1

=

 
A11 A12

0 A22

!
:

Relaxationsverfahren

Die gerade beschriebenen Verfahren k�onnen oft durch Einf�uhrung eines Beschleunigungsparame-

ters ohne h�oheren Rechenaufwand verbessert werden. Zur Vereinfachung der Darstellung wird

schon von einer Matrix der Form A = I � B ausgegangen. Nach (2.5.13) ist dies keine Ein-

schr�ankung. Mit 0 < ! 2 R wird das Iterationsverfahrens (2.5.2) folgenderma�en modi�ziert:

x(k+1) := (1� !)x(k) + !(Bx(k) + r) = x(k) + !(r �Ax(k)); (2.5.21)

k = 0; 1; : : : . Die Iterationsmatrix ist hier demnach

B(!) := (1� !)I + !B = I � !A; (2.5.22)

wobei B(1) = B. Beim Ansatz (2.5.21),(2.5.22) verfolgt man nat�urlich das Ziel, ! so zu bestim-

men, da� der Konvergenzfaktor �(B(!)) m�oglichst klein wird. Dabei gilt �(B(0)) = 1.

Eine Optimierung des Parameters ! ist einfach, wenn

A und B nur reelle Eigenwerte besitzen. Die Eigen-

werte von A seien daher �n � : : : � �1, die von B sind

dann �i = 1 � �i. F�ur �n > 0 existiert o�ensichtlich

ein ! > 0 mit �(B(!)) = maxi j1� !�ij < 1.

6

-

1

!

XXXXXXXXXXXX

PPPPPPPPPPPP

@
@
@
@�

�
�
�
�
j1� !�1j

Dabei mu� man nur die achste und steilste Gerade betrachten,

�(B(!)) = maxfj1� !�1j; j1� !�njg: (2.5.23)

Ein optimaler Parameter !̂ ergibt sich im Schnittpunkt dieser beiden (geknickten) Geraden:

�(1� !�1) = 1� !�n () 1

!̂
=

�1 + �n
2

:
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Satz 2.5.8 Die Eigenwerte �i von A seien reell und positiv, 0 < �n � : : : � �2 � �1. Dann ist

der optimale Relaxationsparameter !̂ bei (2.5.21) gegeben durch

!̂ =
2

�1 + �n
mit �

�
B(!̂)

�
=

�1 � �n
�1 + �n

< 1:

Bemerkung: 1) Die Konvergenz des einfachen Verfahrens (! = 1) war nicht vorausgesetzt, d.h.

�1 < �1, �1 > 2, ist zugelassen.

2) Falls der Mittelpunkt des Spektrums von A kleiner Eins ist, 1
2(�1 + �n) < 1, gilt !̂ > 1. Man

spricht dann von �Uberrelaxation.

3) Die exakte Kenntnis der Eigenwerte von A ist nicht erforderlich, eine (gute) Einschlie�ung

[�n; �1] � [a; b] reicht dazu aus. Die Approximation von Eigenwerten (sogar im Rahmen von

(2.5.21)) wird in der Numerik IIA behandelt.

Beispiel 2.5.9 Das folgende LGS hat die L�osung (0;�1; 1)T, die Matrix die Eigenwerte 1; 1; 4.0B@ 2 �1 1

0 2 2

�1 2 2

1CAx =

0B@ 2

0

0

1CA
Der Konvergenzfaktor aus Satz 2.5.8 ist 3=5 = 0:6 bei !̂ := 2=(1 + 4) = 0:4. Beginnend mit

x(0) = b erh�alt man durch (2.5.21) die Approximationen:

k= 1 2 3 4 5 6 7

x1 = 1.2 0.72 0.432 0.2592 0.15552 0.09331 0.05599

x2 = 0 -0.64 -0.64 -0.8704 -0.8704 -0.95334 -0.95334

x3 = 0.8 0.64 0.928 0.8704 0.97408 0.95334 0.99067

Das Verfahren (2.5.21) l�a�t sich sehr einfach analysieren, da die Iterationsmatrix B(!) linear

von ! abh�angt. Es hat aber, etwa in Verbindung mit dem Einzelschrittverfahren mit B =

�(D+L)�1R den Nachteil, da� f�ur den Vektor x(k) und (D+L)�1Rx(k) getrennte Speicherpl�atze
erforderlich sind. Geschickter ist es, die Relaxation direkt in jeder Komponente durchzuf�uhren.

F�ur das LGS Ax = b hat ein einzelner solcher Schritt die einfache Gestalt

Algorithmus 2.5.10 SOR-Verfahren (successive overrelaxation)

f�ur i := 1 bis n:

s := bi;

f�ur j := 1 bis n: s := s� aij � xj ;
xi := xi + ! � s=aii;

(2.5.24)

Mit Iterationsindizes k = 0; 1; : : : ; versehen lautet ein Verfahrensschritt somit

aiix
(k+1)
i := aiix

(k)
i + ![bi �

X
j<i

aijx
(k+1)
j �

X
j�i

aijx
(k)
j ]; i = 1; : : : ; n :
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In der Matrix-Schreibweise

(D + !L)x(k+1) := [(1� !)D � !R]x(k) + !b (2.5.25)

wird allerdings erkennbar, da� die Iterationsmatrix

BS(!) := (D + !L)�1[(1� !)D � !R]

nichtlinear vom Parameter ! abh�angt. Eine Analyse des Verfahrens ist f�ur diese Vorlesung zu

aufwendig. Als Beispiel einer Konvergenzaussage sei zitiert

Satz 2.5.11 F�ur symmetrische und positiv de�nite Matrizen A gilt

j! � 1j � �(BS(!)) < 1 80 < ! < 2:

Meist wird eine Beschleunigung nur f�ur ! > 1 erreicht, d.h. bei �Uberrelaxation. Eine sehr genaue

Analyse ist bei bestimmten, praktisch wichtigen Matrixstrukturen m�oglich.

Demo-Beispiel: Poisson-Gleichung auf Einheitsquadrat mit einem 10�
10-Gitter, n = 100. Das LGS besteht i.w. aus Gleichungen der Form

4xi�xi�1�xi+1�xi�10�xi+10 = 0, wobei f�ur bestimmte Komponenten,

z.B., solche mit Indizes au�erhalb f1; : : : ; 100g feste Werte eingesetzt

werden. Theoretisch berechenbar ist �(BG) = 0:959; �(BE) = �(BG)
2 =

0:9206; �(BS(!̂)) = 0:560 �= �(BE)
7.

Also hat eine SOR-Iteration mit optimalem Parameter in diesem Fall den gleichen E�ekt wie

ca. 7 Einzelschritt- oder 14 Gesamtschritt-Iterationen (fast) ohne Mehraufwand.

Allgemeiner gilt f�ur gro�e n = m2 hier %(BE) �= 1 � �2=m2, also �1= log10 %(BE) �= 0:23m2 =

0:23n, sowie bei optimalem Parameter %(BS) �= 1 � 2�=m, d.h., �1= log10 %(BS) �= 0:37m =

0:37
p
n. Da die Iterationsverfahren ca. 10n Operationen pro Schritt ben�otigen, f�uhrt die Annah-

me, da� der Anfangsfehler um 10�8 verkleinert werden soll, auf folgende Aufwandssch�atzungen,

vgl. (2.5.14). Zum Vergleich ist der Aufwand beim Gau�-Algorithmus f�ur Bandmatrizen ange-

geben.

Verfahren ESV SOR Gau�

Aufwand ca. 20n2 30n
p
n 2n2

F�ur gro�e n ist das SOR-Verfahren hier also der Band-Variante des Gau�-Algorithmus �uberlegen.
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3 Polynom-Interpolation

3.1 Problemstellung

In vielen Situationen sind Datenwerte f�ur bestimmte Gr�o�en eines Parameters (etwa Zeitpunkte)

bekannt, z.B., die Position eines Fahrzeuges oder Flugk�orpers oder auch Finanzdaten. Nicht in

allen F�allen ist es sinnvoll, diese Daten als Funktionswerte einer (glatten) Funktion zu interpre-

tieren (B�orsenwerte?).

Zur Berechnung von Zwischenwerten verwendet man einfache Ersatzfunktionen, die die vorhan-

denen Daten einbeziehen. Zun�achst werden als Ersatzfunktionen Polynome betrachtet, die in

bestimmten Parameterwerten (\St�utzstellen") vorgegebene Datenwerte annehmen, d.h., inter-

polieren. Im n�achsten Paragraphen werden auch Splinefunktionen behandelt, die sich st�uckweise

aus Polynomen zusammensetzen.

-

6

x0 x1 x2 � � � xn�1 xna b
x

y

p
p

p
p

py0

y1

y2

yn�1

yn

3.2 Lagrange-Interpolation f�ur Polynome

De�nition 3.2.1 Zum Gitter fx0; : : : ; xng mit
a � x0; : : : ; xn � b; xi 6= xj f�ur i 6= j; (3.2.1)

und dem Datenvektor y := (y0; : : : ; yn)
T sei p ein Polynom mit

p(xi) = yi; i = 0; 1; : : : ; n: (3.2.2)

Dann hei�t p Interpolationspolynom. Ein Polynom, das (3.2.2) erf�ullt, nennt man genauer

auch Lagrange-Interpolationspolynom. Als Hermite-Interpolationspolynom bezeichnet man ein

Polynom p zu den allgemeineren Bedingungen

p(j)(xi) = yij; j = 0; : : : ;mi � 1; i = 0; : : : ; n: (3.2.3)

Die Bedingungen (3.2.2) f�uhren im Prinzip auf ein lineares Gleichungssystem f�ur die KoeÆzien-

ten aj eines Polynoms vom Grad n in der Darstellung

pn(x) =
nX
j=0

ajx
j; �n := fpn : aj 2 R; j = 0; : : : ; ng: (3.2.4)
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Das Lagrange-Interpolationspolynom kann aber direkt konstruiert werden:

Satz 3.2.2 Zu beliebigen Wertepaaren (xi; yi); i = 0; : : : ; n, mit paarweise verschiedenen St�utz-

stellen xi 6= xj (f�ur i 6= j) existiert genau ein Interpolationspolynom vom Grad n zu (3.2.2). Es

hat die Form

p := py :=
nX
i=0

yiLi; Li(x) :=
nY
j=0
j 6=i

x� xj
xi � xj

: (3.2.5)

Die Abbildung Rn+1 ! �n; y 7! py ist linear.

O�ensichtlich sind die Li Polynome einer Kardinal-Basis,

Li 2 �n; Li(xk) = Æik =

(
1 f�ur i = k;

0 f�ur i 6= k
;

in den St�utzstellen xj verschwindet daher genau ein Summand von py nicht.

Eines von vielen Kriterien zur Beurteilung numerischer Algorithmen ist der Rechenaufwand.

Die Operationsanzahlen wachsen mit dem Polynomgrad n. Wenn die Di�erenzen x�xj getrennt
berechnet werden, sind zur Auswertung von (3.2.5) jeweils n2 + 2n Aditionen, n(n+ 1) Multi-

plikationen und n(n + 1) Divisionen n�otig. F�ur gro�e n ist der am st�arksten wachsende Anteil

(hier die n2-Terme) entscheidend, die anderen werden als O(n)-Ausdruck zusammengefa�t. Dies

ergibt den

Rechenaufwand f�ur eine Auswertung von (3.2.5): 3n2 +O(n) Operationen.

Beweis zu Satz 3.2.2 Wegen der genannten Eigenschaften der Li gilt f�ur p aus (3.2.5)

p 2 �n; p(xk) =
nX
i=0

yiLi(xk) = yk; k = 0; : : : ; n:

Zur Eindeutigkeit: wenn zwei Polynome p; �p 2 �n beide (3.2.2) erf�ullen, so folgt

(p� �p)(xi) = 0; i = 0; : : : ; n:

Damit sind nach dem Fundamentalsatz der Algebra p und �p identisch.

Im Vergleich zu anderen Darstellungen hat (3.2.5) einen sehr hohen Rechenaufwand pro Aus-

wertung. F�ur die praktische Anwendung ist eine andere Darstellung der Li aus (3.2.5)besser

geeignet. Mit

b
(n)
i := bi :=

1
nY
j=0
j 6=i

(xi � xj)

; !(x) :=
nY
j=0

(x� xj) (3.2.6)

ist Li(x) = bi!(x)=(x�xi) f�ur x 6= xi. Damit erh�alt man f�ur das Polynom p aus (3.2.5) die Form

pn(x) = !(x)
nX
i=0

bi
x� xi

yi f�ur x 6= xi:



3.2 Lagrange-Interpolation f�ur Polynome 33

Speziell ergibt sich mit dem Sonderfall

pn(x) � 1 () yi � 1 8i

aus der letzten Gleichung die Relation

1 � !(x)
nX
i=0

bi
x� xi

; also !(x) = 1
. nX

i=0

bi
x� xi

f�ur x 6= xj 8j: (3.2.7)

Dies zeigt folgende Darstellung von p(x) als ein gewichtetes Mittel.

Satz 3.2.3 Das Lagrange-Interpolationspolynom ist darstellbar in der baryzentrischen Form

pn(x) =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

nX
i=0

bi
x� xi

yi

nX
i=0

bi
x� xi

f�ur x 6= xi 8i;

yj wenn x = xj:

(3.2.8)

Zur Auswertung von (3.2.8) berechnet man zweckm�a�igerweise zun�achst die vom Punkt x und

den Datenwerten yi unabh�angigen Gewichte bi. Man kann zeigen, da� die Auswertung von (3.2.8)

\numerisch stabiler" ist (! x7) als (3.2.5).

Bei Hinzunahme einer St�utzstelle ergibt sich der �Ubergang von den b
(n)
i in (3.2.6) zu den

ersten n+ 1 KoeÆzienten b
(n+1)
i ; i = 0; : : : ; n; folgenderma�en:

b
(n+1)
i := b

(n)
i =(xi � xn+1); i = 0; 1; : : : ; n: (3.2.9)

F�ur den o�enen Fall n+ 1 wird (3.2.7) umgeformt zu

1 �
n+1X
i=0

b
(n+1)
i

n+1Y
j=0
j 6=i

(x� xj) = xn+1
n+1X
i=0

b
(n+1)
i + : : : (3.2.10)

Durch KoeÆzientenvergleich folgt also

n+1X
i=0

b
(n+1)
i = 0 f�ur n � 0: (3.2.11)

Daraus kann auch noch b
(n+1)
n+1 bestimmt werden und es ergibt sich

Algorithmus 3.2.4 Rekursive Berechnung der Gewichtsfaktoren b
(n)
i in (3.2.6):

b
(0)
0 := 1;

f�ur k := 1 bis n:

f�ur i := 0 bis k � 1:

b
(k)
i := b

(k�1)
i =(xi � xk);

b
(k)
k := �Pk�1

i=0 b
(k)
i ;

(3.2.12)
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Dieser Algorithmus (3.2.12) erfordert
Pn

k=1 k =
n2

2 +O(n) Divisionen und doppelt soviel Addi-

tionen, also ist der

Rechenaufwand Baryzentrische Darstellung:

3

2
n2 +O(n) Operationen zur Berechnung der fb(n)i g in (3.2.12),

5n+O(1) Operationen zur Auswertung von p(x) in (3.2.8).

Man beachte, da� im Dreieck-Schema (3.2.12) die b
(k)
i die b

(k�1)
i �uberschreiben d�urfen, daher

wird also nur ein lineares Feld [0; : : : ; n] ben�otigt.

Beispiel 3.2.5 Interpolation auf einem �aquidistanten Gitter: Mit

xi := x0 + ih; i = 0; : : : ; n

erh�alt man
1

bi
=

nY
j=0
j 6=i

(xi � xj) = hn
nY
j=0
j 6=i

(i� j) = hn(�1)n�ii!(n� i)! : (3.2.13)

Dies ergibt

bi =
(�1)n
hnn!

� n!(�1)i
i!(n� i)!

=
(�1)n
hnn!

� (�1)i
 
n

i

!
:

K�urzt man in der Darstellung (3.2.8) hierbei den von i unabh�angigen Vorfaktor heraus und f�uhrt

die Gr�o�en ~bi := (�1)i�ni� ein, so ergibt sich f�ur den Fall der �aquidistanten Knoten die folgende

vereinfachte Formel f�ur das Interpolationspolynom p,

pn(x) =
nX
i=0

(�1)i
x� xi

 
n

i

!
yi
. nX

i=0

(�1)i
x� xi

 
n

i

!
f�ur x 6= xj 8j: (3.2.14)

3.3 Newton-Interpolation

Um beim konkreten Einsatz eventuell zus�atzliche St�utzstellen schnell ber�ucksichtigen zu k�onnen,

ist folgender Ansatz zweckm�a�ig

pn(x) = pn�1(x) + (x� x0) � � � (x� xn�1)an:

Dies ist die Newton-Darstellung des Interpolationspolynoms. Darin verschwindet der zweite

Summand in den Punkten x0; : : : ; xn�1. Man setzt also induktiv voraus, da� pn�1 die Interpo-
lationsaufgabe in den ersten n Punkten erf�ullt, pn�1(xi) = yi; i = 0; : : : ; n � 1. Den Wert an

berechnet man dann aus der zus�atzlichen Interpolationsbedingung pn(xn) = yn, zweckm�a�iger

ist aber ein weiter unten formulierter Algorithmus. Beginnend mit p0(x) � y0 = a0 setzt man

also f�ur pn die folgende Form an:

pn(x) = a0 + (x� x0)a1 + : : : + (x� x0) � � � (x� xn�1)an (3.3.1)

= a0 + (x� x0)[� � � [an�2 + (x� xn�2)[an�1 + (x� xn�1)an]] � � �]
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Diese Klammerung deutet bereits an, wie pn(x) am g�unstigsten zu berechnen ist:

Algorithmus 3.3.1 Horner-Schema zur Auswertung von pn(x) bei bekannten ai.

q := an;

f�ur k = n� 1; n� 2; : : : ; 0:

q := ak + (x� xk)q;

pn(x) = q.

Rechenaufwand Hornerschema: 3n Operationen:

F�ur den Spezialfall xi = 0 8i erh�alt man pn(x) =
Pn

i=0 aix
i und braucht f�ur die Auswertung

dieser Polynomform nach dem Hornerschema nur 2n Operationen.

Das Hauptproblem bei (3.3.1), die Bestimmung der KoeÆzienten ai, wird nun behandelt.

De�nition 3.3.2 (und Algorithmus) Die `-ten dividierten Di�erenzen oder `-ten Di�eren-

zenquotienten der Daten y bezgl. der St�utzstellen x werden bestimmt durch den Algorithmus

f�ur i = 0; 1; : : : ; n: y[xi] := yi;

f�ur l = 1; : : : ; n:

f�ur i = 0; : : : ; n� l:

y[xi; : : : ; xi+l] :=
y[xi+1; : : : ; xi+l]� y[xi; : : : ; xi+l�1]

xi+l � xi
.

(3.3.2)

Bemerkungen: Die Berechnung nach (3.3.2) f�uhrt auf folgendes Dreieckschema, das spaltenweise

(l = 1; 2; : : : ; n) erzeugt wird.

xi yi = y[xi] l = 1 l = 2 l = n

x0 y0

x1 y1 y[x0; x1]

x2 y2 y[x1; x2] y[x0; x1; x2]
...

...
...

. . .

xn yn y[xn�1; xn] y[xn�2; xn�1; xn] � � � y[x0; : : : ; xn]

(3.3.3)

Im Newtonpolynom (3.3.1) werden nur die Di�erenzen y[x0; : : : ; xi] ben�otigt, s.u., (3.3.7). Da-

her gen�ugt zur Durchf�uhrung ein lineares Feld [0; 1; : : : ; n], in dem der Reihe nach zun�achst die

Werte y1; : : : ; yn durch die ersten dividierten Di�erenzen, dann die ersten dividierten Di�erenzen

y[x1; x2],. . . , y[xn�1; xn�2] durch die zweiten �uberschrieben werden, usw. Am Ende bleiben die

in (3.3.7) ben�otigten Werte �ubrig. Es ist auch eine zeilenweise Berechnung m�oglich, wenn man

mit dem h�ochsten Index beginnt. Dabei kann dann bei Hinzunahme zus�atzlicher Interpolations-

punkte das Di�erenzenschema einfach erg�anzt werden.

Rechenaufwand f�ur (3.3.2): 3[n+ (n� 1) + � � �+ 1] = 3
2n

2 +O(n) Operationen.
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Der Zusammenhang der in (3.3.2) eingef�uhrten Di�erenzenquotienten mit den KoeÆzienten ai

aus (3.3.1) ergibt sich aus dem folgenden Neville-Algorithmus und dem anschlie�enden Satz 3.3.4.

De�nition 3.3.3 (und Neville-Algorithmus) Es seien pi;` 2 �` Abschnittspolynome mit

pi;`(xj) = yj; j = i; : : : ; i+ `: (3.3.4)

Man erh�alt die Werte dieser pi;` und den des Polynoms pn zu (3.2.2) an einer Stelle x durch

f�ur i = 0; 1; : : : ; n: pi;0(x) := yi;

f�ur ` = 1; : : : ; n:

f�ur i = 0; : : : ; n� `:

pi;`(x) :=
(x� xi)pi+1;`�1(x) + (xi+` � x)pi;`�1(x)

xi+` � xi
;

pn(x) = p0;n(x).

(3.3.5)

F�ur x 2 (xi; xi+`) ist pi;`(x) eine \konvexe Linearkombination" der pi;`�1(x) und pi+1;`�1(x).
Dadurch werden Rundungsfehler im Algorithmus nicht verst�arkt (vgl. x7).

Rechenaufwand f�ur den Neville-Algorithmus (3.3.5) bei vorberechneten Di�erenzen x� xi:

5

2
n2 +O(n) Operationen.

Den Zusammenhang zwischen den dividierten Di�erenzen aus (3.3.2), den Teilpolynomen pi;`

aus (3.3.4) und den KoeÆzienten ai aus der Newton-Interpolationsform (3.3.1) gibt der folgende

Satz 3.3.4 a) Die in (3.3.5) berechneten Polynome und die in (3.3.4) de�nierten sind gleich.

b) Die dividierten Di�erenzen in (3.3.2) stimmen mit den h�ochsten KoeÆzienten der Teilpoly-

nome in (3.3.4) �uberein:

y[xi; : : : ; xi+`] =
1

`!
p
(`)
i;` ; 0 � i � i+ ` � n: (3.3.6)

c) Das Lagrange-Interpolationspolynom (3.2.2) ist in der Newtonform (3.3.1) darstellbar als

pn(x) = y[x0] + (x� x0) y[x0; x1] + : : :+ (x� x0) � � � (x� xn�1) y[x0; : : : ; xn]: (3.3.7)

Beweis Durch Induktion, die Aussagen bez�uglich (3.3.4) bis (3.3.7) sind o�ensichtlich richtig

f�ur n = ` = 0.

a) Unter der Induktionsvoraussetzung, da� pi;`�1(x) und pi+1;`�1(x) ihre Interpolationsbedin-
gungen in (3.3.4) erf�ullen, gilt f�ur das in (3.3.5) de�nierte pi;`(x) die Aussage

pi;`(xj) = yj; j = i; : : : ; i+ `:
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F�ur j = i und j = i+ ` treten n�amlich in (3.3.5) nur der zweite bzw. erste Summand im Z�ahler

auf, f�ur die F�alle j = i + 1; : : : ; i + `� 1 kann man aufgrund der Induktionsvoraussetzung den

Faktor yj ausklammern, die Vorfaktoren ergeben zusammen eins.

b) Nun wird angenommen, (3.3.6) sei richtig f�ur `� 1. Dann gilt nach (3.3.1) und (3.3.4)

pi;`(x) = pi;`�1(x) + (x� xi) � � � (x� xi+`�1) � a: (3.3.8)

Zun�achst wird gezeigt

a = y[xi; : : : ; xi+`]: (3.3.9)

Durch Vergleich der KoeÆzienten von x` in (3.3.8) und (3.3.5) ergibt sich mit der Induktions-

voraussetzung die Gleichung

a =
y[xi+1; : : : ; xi+`]� y[xi; : : : ; xi+`�1]

xi+` � xi
:

Dies ist die Rekursion (3.3.2) f�ur (3.3.9). Durch Di�erentiation von (3.3.8) folgt (3.3.6).

c) Ist der Spezialfall von (3.3.8) und (3.3.9) f�ur i = 0 und ` = 0; : : : ; n.

Beispiel 3.3.5 Newton-Polynom durch vier Interpolationspunkte (Werte in der Tabelle):

i xi yi

0 �1 2

1 0 4 2

2 2 6 1 �1
3

3 3 12 6 5
3

1
2

Die eingerahmten Werte sind die KoeÆzienten im Interpolationspolynom

p3(x) = 2 + 2(x+ 1)� 1

3
(x+ 1)x+

1

2
(x+ 1)x(x� 2):

Bei den besprochenen Verfahren werden keinerlei spezielle Eigenschaften der verwendeten

Datenpaare (xj ; yj) ber�ucksichtigt. Wenn die yj allerdings Funktionswerte einer bestimmten

Funktion f sind, stellt sich die Frage, wie stark p und f voneinander abweichen. Diese und

andere Eigenschaften sind im folgenden Satz zusammengefa�t.

Satz 3.3.6 a) Das Interpolationspolynom pn aus (3.2.5) h�angt linear vom Datenvektor y ab.

b) Die dividierte Di�erenz y[xi; : : : ; xi+k] ist unabh�angig von der Reihenfolge der Wertepaare

(xi; yi); : : : ; (xi+k; yi+k).

c) Sind die yi Funktionswerte einer Funktion f 2 Cn[a; b], d.h., yi = f(xi) mit xi 2 [a; b], so gilt

f [xi; : : : ; xi+k] := y[xi; : : : ; xi+k] =
1

k!
f (k)(�); (3.3.10)

wobei � 2 (mini+kj=i xj ;maxi+kj=i xj); 0 � i � i+ k � n.
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d) F�ur f(x) = ckx
k + : : : 2 �k gilt

f [x0; : : : ; xn] =

(
ck f�ur k = n;

0 f�ur k < n:

e) F�ur den Interpolationsfehler rn(x) := f(x) � pn(x); x 2 [a; b], gilt bei einer Funktion f 2
Cn+1[a; b] mit !n+1(x) := (x� x0) : : : (x� xn) und einem � 2 (a; b) die Darstellung

rn(x) = !n+1(x)f [x0; : : : ; xn; x] = !n+1(x)
f (n+1)(�)

(n+ 1)!
: (3.3.11)

Beweis Teil a) ist nach De�nition o�ensichtlich, b) folgt aus Satz 3.2.2 und (3.3.6).

c) Nach (3.3.6) ist y[xi; � � � ; xi+k] = p
(k)
i;k (x)=k!. Nun verschwindet rk = f � pi;k in den Punkten

x = xi; � � � ; xi+k. Nach dem iterierten Satz von Rolle existiert � 2
�
mini+kj=i xj;maxi+kj=i xj

�
mit

0 = r
(k)
k (�) = f (k)(�)� p

(k)
i;k (�):

d) Dies ist ein Spezialfall von c).

e) Der Interpolationsfehler wird an einer festen Stelle x = �x dargestellt und das Interpola-

tionspolynom p0;n+1 mit der zus�atzlichen St�utzstelle xn+1 := �x; yn+1 := f(�x); betrachtet. Nach

Satz 3.3.4 gilt hierf�ur

p0;n+1(x) = p0;n(x) + (x� x0) � � � (x� xn)f [x0; � � � ; xn; xn+1 = �x]:

Wegen p0;n+1(�x) = f(�x) folgt in �x f�ur den Fehler

rn(�x) = f(�x)� p0;n(�x) = (�x� x0) � � � (�x� xn) f [x0; � � � ; xn; �x]:

Die De�nition von !n+1 und (3.3.10) liefern schlie�lich (3.3.11).

Wegen der Beziehung (3.3.10) liegt es nahe, das Hermite-Interpolationsproblem (3.2.3) durch

Grenz�ubergang von mehreren Knoten in eine gemeinsame Stelle zu behandeln. Bekanntlich ist

lim
xi+1!xi

f [xi; xi+1] = f 0(xi) f�ur f 2 C1[a; b]:

Analoge Aussagen gelten in (3.3.10), wenn mehr als zwei Knoten zusammenr�ucken. Das In-

terpolationsproblem ist allerdings nur dann sinnvoll gestellt, wenn, wie in (3.2.3) gefordert, an

einer Stelle Funktions- und Ableitungswerte l�uckenlos vorgeschrieben sind. Es seien also f�ur die

Hermite-Interpolationsaufgabe bei einer gen�ugend oft di�erenzierbaren Funktion f die folgenden

Werte bekannt

f(xi); f
0(xi); � � � ; f (j)(xi); wenn xi = xi+1 = � � � = xi+j: (3.3.12)

Mit diesen Ableitungen werden im Einklang mit (3.3.10) die Di�erenzenquotienten de�niert

durch

f [xi; � � � ; xi+k] := 1

k!
f (k)(xi); 0 � k � j:
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F�ur all solche Mehrfachenknoten (3.3.12) werden diese Werte in das Di�erenzentableau (3.3.3)

eingetragen. Die noch fehlenden Di�erenzenquotienten berechnet man dann nach (3.3.2).

Beispiel 3.3.7 Di�erenzentableau f�ur n = 4; x1 = x2 = x3:

x0 y0

x1 y1 y[x0; x1]

x1 y1 y01 y[x0; x1; x1]

x1 y1 y01
1
2y
00
1 y[x0; x1; x1; x1]

x4 y4 y[x1; x4] y[x1; x1; x4] y[x1; x1; x1; x4] y[x0; x1; x1; x1; x4]

Bemerkungen: Man kann das Hornerschema aus Algorithmus 1 verallgemeinern zur Berechnung

von Ableitungswerten von Polynomen.

Satz 3.3.6 erlaubt eine Gegen�uberstellung von Taylor- und Newton-Entwicklung f�ur f 2 Cn+1[a; b].

Mit den analog zu !n+1 de�nierten !k(x) = (x�x0) � � � (x� xk�1), vgl. (3.3.11), erh�alt man f�ur

die Entwicklung nach

Taylor: f(x) =
nX

k=0

(x� x0)
k f (k)(x0)

k!
+ (x� x0)

n+1 f
(n+1)(�)

(n+ 1)!
;

Newton: f(x) =
nX

k=0

!k(x)f [x0; � � � ; xk] + !n+1(x)
f (n+1)(�)

(n+ 1)!
;

�; � 2 (a; b). Insbesondere geht f�ur xj ! x0; j = 1; � � � ; n, die Newton-Darstellung �uber in die

Taylor-Darstellung.

3.4 Entwicklung nach Orthogonalpolynomen, Drei-Term-Rekursionen

Die Vorteile von Orthogonalbasen sind aus der Linearen Algebra bekannt. Um diese auch bei

der Interpolation nutzen zu k�onnen werden in �n � C[a; b] Familien von Orthogonalpolynomen

bez�uglich geeigneter Skalarprodukte eingef�uhrt. Diese lassen sich rekursiv durch Drei-Term-

Rekursionen berechnen. Der wichtigste Fall ist die Entwicklung nach Tschebysche�-Polynomen.

Zu einer positiven Gewichtsfunktion g : [a; b] 7! R+ und f; h 2 C[a; b] sei

(f; h) := (f; h)g :=
bR
a
f(x)h(x)g(x) dx; bzw.

(f; h) := (f; h)g :=
nP

k=0
f(xk)h(xk)g(xk)

(3.4.1)

mit a � x0 < : : : < xn � b. Durch (3.4.1) sind Innenprodukte f�ur �n de�niert. �Uber Zusam-

menh�ange zwischen den beiden Innenprodukten aus (3.4.1) in �n wird in x5 nachgedacht. Eine

Familie von Orthogonalpolynomen ist de�niert durch die Relationen

Pk 2 �k und (Pj ; Pk) = Æjk � ck; 0 � j; k � n: (3.4.2)
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Dabei bezeichnet Æjk das �ubliche Kronecker-Symbol, die Werte ck sind entweder in geeigneter

Weise vorgegeben (z.B. ck � 1) oder berechnen sich aus der Forderung

P0(x) � 1; Pk(x) = xk + : : : (3.4.3)

Durch (3.4.1) bis (3.4.3) ist die Familie von Orthogonalpolynomen wohlde�niert und kann durch

das Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren bestimmt werden.

Orthogonalsysteme bieten den Vorteil, da� die EntwicklungskoeÆzienten zur Best-Approximation

einer Funktion f explizit bekannt sind, mit

�j := (f; Pj)=(Pj ; Pj); 0 � j � n; ist pk :=
kX

j=0

�jPj � f (3.4.4)

Bestapproximierende vom Grad 0 � k � n. Hier werden nur die Tschebysche�-Polynome be-

handelt, im x5 treten aber bei der numerischen Integration weitere Klassen von Orthogonalpo-

lynomen auf.

De�nition 3.4.1 Man bezeichnet die Funktionen

Tn(x) := cos(n arccos x); jxj � 1; n = 0; 1; ::; (3.4.5)

als Tschebysche�-Polynome und ihre Nullstellen

xk := xk;n := cos
�2k + 1

2n+ 2
�
�
; k = 0; : : : ; n (3.4.6)

als Tschebysche�-Punkte oder -Knoten.

Satz 3.4.2 Die in (3.4.5) de�nierten Funktionen Tn sind Polynome vom Grad n. Sie k�onnen

mit T0 = 1; T1(x) = x, rekursiv berechnet werden durch die Drei-Term-Rekursion

Tn+1(x) = 2xTn(x)� Tn�1(x); n = 1; 2; : : : : (3.4.7)

Die xk = xk;n aus (3.4.6) sind die Nullstellen von Tn+1. Die Polynome Tn haben die Form

Tn(x) = 2n�1xn + : : : 2 �n; (3.4.8)

ihre Supremum-Norm ist eins, f�ur n = 0; 1; : : : gilt

kTnk[�1;1];1 = max
x2[�1;1]

jTn(x)j = 1: (3.4.9)

Beweis Mit t := arccos x folgen die Aussagen f�ur T0; T1 unmittelbar aus (3.4.5). Die Rekursion

in (3.4.7) ergibt sich aus dem Additionstheorem

cos(n+ 1)t+ cos(n� 1)t = 2 cos t � cosnt:

An (3.4.7) erkennt man, da� die Tn 2 �n die Form (3.4.8) besitzen und an (3.4.5), da� die xk

aus (3.4.6) die Nullstellen von Tn+1 sind und (3.4.9) gilt.
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Satz 3.4.3 Die Tschebysche�-Polynome Tk; k = 0; 1; : : : ; n; bilden ein Orthogonalsystem bez�uglich

des Innenprodukts (f; h 2 �n)

(f; h)n :=
nX

k=0

f(xk)h(xk) mit xk = xk;n aus (3.4.6). (3.4.10)

Zur Vereinfachung der Formeln (wegen (3.4.13)) verwendet man bei Entwicklungen nach Tsche-

bysche�-Polynomen (wie bei Fourierentwicklungen) statt (3.4.4) die Darstellung

f � c0
2
+

nX
j=1

cjTj =: pn: (3.4.11)

Die KoeÆzienten ergeben sich bei den speziellen Knoten (3.4.6) in (3.4.10) durch

cj =
2

n+ 1
(f; Tj)n =

2

n+ 1

nX
k=0

f(xk) cos
�
j
2k + 1

2n+ 2
�
�
; j = 0; 1; : : : ; n: (3.4.12)

Das Polynom pn aus (3.4.11) interpoliert f in xk;n; k = 0; : : : ; n.

Beweis Die Aussagen in (3.4.10), (3.4.12) folgen aus der bekannten Beziehung

(Ti; Tj)n =
nX

k=0

Ti(xk)Tj(xk) =
nX

k=0

cos
�
i
2k + 1

2n+ 2
�
�
cos

�
j
2k + 1

2n+ 2
�
�

=

8>><>>:
0 f�ur i 6= j;

n+1
2 f�ur 0 < i = j < n+ 1;

n+ 1 f�ur i = j = 0:

(3.4.13)

Die Relation (T0; T0)n = 2(Tj ; Tj)n, 1 � j � n, in Formel (3.4.13) ist der Grund f�ur den �Ubergang

von (3.4.5) zu (3.4.11). Da pn nach einer Orthogonalbasis entwickelt wurde, ist

(f � pn; f � pn)n = min
q2�n

(f � q; f � q)n = min
q2�n

nX
k=0

[f(xk)� q(xk)]
2 = 0:

Das Minimum wird im Interpolationspolynom an die Funktion f zu den Punkten xk aus (3.4.6)

angenommen, mit dem pn o�ensichtlich �ubereinstimmt.

Rechenaufwand zur Bestimmung der cj aus (3.4.12):

2n2 +O(n) Operationen + n2 cos -Funktionsauswertungen.

Die Drei-Term-Rekursion (3.4.7) ist auch bei der Auswertung eines Polynoms (3.4.11) einsetzbar.

Analoge Algorithmen sind f�ur alle Orthogonalfamilien mit Drei-Term-Rekursionen m�oglich.

Algorithmus 3.4.4 Clenshaw-Algorithmus

dn+1 := 0; dn := cn;

f�ur k = n� 1; n� 2; : : : ; 1:

dk := ck + 2xdk+1 � dk+2;

pn(x) = c0=2 + xd1 � d2;

(3.4.14)
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zur Berechnung von

pn(x) =
c0
2
+

nX
j=1

cjTj(x) f�ur x 2 R; ( i.a. jxj � 1): (3.4.15)

Rechenaufwand von (3.4.14): 3n+O(1) Operationen.

Der Clenshaw-Algorithmus ergibt sich einfach durch Vertauschung der Multiplikationen in

folgender Darstellung. Der Polynomwert (3.4.15) entspricht einem Innenprodukt

pn(x)� c0
2
= (c1; : : : ; cn)

�
T1(x); : : : ; Tn(x)

�T
:

Da der Vektor t :=
�
T1(x); : : : ; Tn(x)

�T
aufgrund der Rekursion (3.4.7) das Dreieck-System

0BBBBBB@

1

�2x 1

1 �2x 1
. . .

. . .
. . .

1 �2x 1

1CCCCCCA

0BBBBBBB@

T1(x)

T2(x)

T3(x)
...

Tn(x)

1CCCCCCCA
=

0BBBBBB@

x

�1
0
...

0

1CCCCCCA () : Bt = r

l�ost, gilt t = B�1r. Der Vektor d := (BT)�1c wird in der Rekursion (3.4.14) berechnet, es folgt

pn(x)� c0
2
= cTt = cTB�1r = dTr = xd1 � d2:

Bemerkung: Wegen (3.4.5) und der daraus abgeleiteten Normabsch�atzung (3.4.9) ist der Fehler-

verlauf bei einer (abgebrochenen) Tschebysche�-Entwicklung wesentlich gleichf�ormiger als etwa

beim Newton-Polynom mit Hornerschema und sonstigen Knoten.

3.5 Vergleich der Verfahren

Verfahren Rechenaufwand(Oper.): Bemerkungen

Vorbereitung, 1 Auswertung

Lagrange origin. Li(x) : 3n2 2n Li abh�angig von x und Gitter, Sta-

bilit�atsprobleme

Lagr. baryzentr. bi :
3
2n

2 5n bi nur gitterabh�angig, exibel, stabil

Newton y[:] : 3
2n

2 3n y[x0;:::] abh�angig von Gitter und Da-

ten, exibel, Stabilit�atsprobleme

Aitken-Neville | 5
2n

2 f�ur Spezialanwendungen

Clenshaw, n bel. ci : 2n2 3n Einfach, stabiler als Newton.

Clenshaw, n = 2m m � n 3n F.F.T.(Numerik IIA), spezielle Git-

ter, �Ubergang von 2m zu 2m+1.

In den Kapiteln 3.2 bis 3.4 wurden eine Reihe verschiedener Methoden zur Bestimmung von
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Interpolationspolynomen vorgestellt. In 3.2 und 3.3 waren die Knoten v�ollig willk�urlich vorgeb-

bar, in 3.4 wurde nur das Intervall [�1; 1] behandelt bei Verwendung der Knoten (3.4.6). In der

obigen Tabelle werden die verschiedenen Methoden gegen�uberstellt. Dabei wird der Rechenauf-

wand getrennt nach der Vorberechnung von KoeÆzienten, der bei jeder Interpolation einmalig

auftritt, und der Polynomauswertung bei bekannten KoeÆzienten.

3.6 Interpolationsfehler, optimale Knoten

Bisher wurde davon ausgegangen, da� die \Eingangsdaten" (xi; yi) festgelegt sind und daher

nur die Berechnung und Auswertung des Interpolationspolynoms behandelt. Wenn das Ziel der

Interpolation aber die Approximation einer gegebenen Funktion ist, kann der Fehler ohne Mehr-

aufwand durch geeignete Wahl der Interpolationsknoten stark verkleinert werden. Dazu setzt

man an der Darstellung (3.3.11) des Interpolationsfehlers an und benutzt die Supremumsnorm

kgk1 := supfjg(x)j : x 2 [�; �]g; g 2 C[�; �]:

F�ur eine \glatte" Funktion f 2 Cn+1[�; �] erh�alt man aus der Fehlerdarstellung (3.3.11) mit

!n+1(x) := (x� x0) � � � (x� xn) und x 2 [�; �], � 2 (�; �); die Schranke

jf(x)� pn(x)j = j!n+1(x)j jf
(n+1)(�)j
(n+ 1)!

� j!n+1(x)jkf
(n+1)k1
(n+ 1)!

: (3.6.1)

Bei festem Polynomgrad n ist der Anteil kf (n+1)k1 durch die Funktion f vorgegeben. Dagegen

kann aber der Beitrag j!n+1(x)j durch geeignete Wahl der St�utzstellen beeinu�t werden. Zwei

m�ogliche Situationen werden diskutiert:

Problem 1: Es sind sehr viele Funktionswerte von f gegeben an �aquidistanten Stellen xi =

� + ih; i = 0; 1; : : : (z.B. Funktionstafel, Me�reihe). Welche Knoten eignen sich, bei festem n,

am besten zur Auswertung von f an einer bestimmten Stelle x?

Es sei nun speziell x 2 [xj ; xj+1]; 0 � j < n. u
x0 xnxj

x

xj+1
Dann folgt

j!n+1(x)j = jx� x0j � � � jx� xjjjx� xj+1j � � � jx� xnj
� h(j + 1� 0)h(j + 1� 1) � � � hh � � � h(n� j) = hn+1(j + 1)!(n� j)!

= hn+1 (n+ 1)!�n+1
j+1

� : (3.6.2)

Da die BinomialkoeÆzienten bei n+1
2 den gr�o�ten Wert haben, ist der Fehler minimal f�ur

j + 1 = bn+ 1

2
c;

d.h., es ist am g�unstigsten, links und rechts von x etwa gleich viele St�utzstellen zu w�ahlen.
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Problem 2: Wenn f durch das Polynom pn gleichm�a�ig m�oglichst gut approximiert werden

soll, ist der maximale Fehler im Intervall [�; �] zu betrachten. Dieser erf�ullt nach (3.6.1)

kf � pnk1 � k!n+1k1 kf
(n+1)k1
(n+ 1)!

: (3.6.3)

Da in dieser Absch�atzung nur der erste Faktor beeinu�t werden kann, soll dieser minimiert

werden. Dazu sind diejenigen Knoten x0; : : : ; xn zu suchen mit

k!n+1k1 = min
�j2[�;�]

max
x2[�;�]

jx� �0jjx� �1j � � � jx� �nj: (3.6.4)

Die L�osung dieses Problems kann explizit angegeben werden, es gilt

Satz 3.6.1 Die optimalen Knoten in (3.6.4) sind die Tschebysche�-Punkte

xk :=
�+ �

2
� � � �

2
cos

�2k + 1

2n+ 2
�
�
; k = 0; : : : ; n: (3.6.5)

Der Minimalwert der Norm ist

k!n+1k1 = max
x2[�;�]

j!n+1(x)j = 2

�
� � �

4

�n+1

: (3.6.6)

Bemerkung: Die Knoten ergeben sich aus den in (3.4.6) genannten durch aÆne Transformation

des Intervalls (
[�1; 1] ! [�; �]

� 7! �+�
2 � ���

2 � = x
: (3.6.7)

Die Punkte �k = cos 2k+1
2n+2� = Re exp

�
i 2k+1
2n+2�

�
sind

die Realteile der (4n+4)-ten komplexen Einheitswur-

zeln. Sie liegen am Rand des Intervalls [�1; 1] viel dich-
ter als im Innern.

n = 3

-�
�
�
�
��

!!
!!
!!

L
L
L
L
LL

aa
aa

aa

r r r r
Beweis des Satzes: Beim Standardintervall [�; �] = [�1; 1] gilt xk = ��k; k = 0; : : : ; n, also

Tn+1(xk) = cos ((n+ 1) arccos xk) = cos
�
(n+ 1)

2k + 1

2n+ 2
�
�
= cos (

�

2
+ k�) = 0:

Daher ist !n+1, bis auf eine Konstante, das Tschebysche�-Polynom. Ein Vergleich des h�ochsten

KoeÆzienten mit (3.4.8) liefert genauer

!n+1(x) = xn+1 + : : : = 2�nTn+1(x):

Die Funktion cos(n + 1)' nimmt ihre Extrema �1 in den Stellen 'j =
j�
n+1 an, das Polynom

!n+1 seine Extrema �2�n daher in tj = cos j�
n+1 ; j = 0; : : : ; n+ 1. Daher gilt

k!n+1k1 = 2�n:
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Dies ist tats�achlich der Minimalwert dieser Norm, g�abe es n�amlich ein Polynom der Form pn+1 =

xn+1+ : : : mit kleinerer Norm, dann m�u�te f�ur dessen Di�erenz zu !n+1 in den Stellen tj gelten

!n+1(tj)� pn+1(tj)

(
< 0 f�ur n+ 1� j gerade

> 0 f�ur n+ 1� j ungerade
; j = 0; : : : ; n+ 1:

Das Polynom !n+1 � pn+1 vom Grad n (!) h�atte dann aber mindestens n+ 1 Nullstellen. Dies

f�uhrt zu einem Widerspruch.

Durch die Transformation (3.6.7) wird

Tn+1(�) = Tn+1

��+ � � 2x

� � �

�
= 2n

� �2
� � �

�n+1
xn+1 + : : : ;

die Normierung des h�ochsten KoeÆzienten ergibt damit

!n+1(x) =
�
� � � �

2

�n+1
2�nTn+1(�):

Daraus folgt die Schranke (3.6.6).

Nach dem Satz von Weierstra� ist auf einem kompakten Intervall jede stetige Funktion

beliebig genau durch Polynome approximierbar. Dieses Ergebnis l�a�t sich aber nicht unbesehen

auf Interpolationspolynome �ubertragen, selbst wenn immer mehr St�utzstellen verwendet werden.

Dazu wird die Fehleraussage (3.6.3) f�ur zwei Klassen von Knoten betrachtet. F�ur �aquidistante

Punkte xj = �+ j(� � �)=n; j = 0; : : : ; n, ergibt sich aus (3.6.2) die einfache Schranke

k!n+1k1 �
�� � �

n

�n+1
n! � c

�� � �

e

�n+1 1p
n
; �aquidistant;

deren asymptotisches Verhalten mit der Stirlingschen Formel (n! � (n=e)n
p
2�n) approximiert

wurde. Aus dieser Aussage und der aus (3.6.6) folgen explizite Schranken f�ur die Interpolations-

fehler bei �aquidistanten und Tschebysche�-Knoten:

kpn � fk1 � cp
n

�� � �

e

�n+1 kf (n+1)k
(n+ 1)!

; �aquidistant; (3.6.8)

kpn � fk1 � 2
�� � �

4

�n+1 kf (n+1)k
(n+ 1)!

; Tschebysche�: (3.6.9)

Bei diesen Formeln ist zu beachten, da� sich bei einer Vergr�o�erung des Polynomgrads n auch

die Ordnung der Ableitung f (n+1) erh�oht. Schon lange bekannt ist das Beispiel

f(x) :=
1

1 + 25x2
; x 2 [�1; 1];

wo bei �aquidistanten St�utzstellen das Anwachsen der Ableitungen f�ur n!1 verhindert, da� der

Fehler klein wird. Tats�achlich divergiert die Folge der Interpolationspolynome fpng (n!1) bei

diesem Beispiel in Randn�ahe bei �1. Im Vergleich von (3.6.8) und (3.6.9) verbessert der �Uber-

gang zu Tschebysche�punkten den wichtigsten Vorfaktor e�n auf 4�n. F�ur Tschebyschefknoten
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und f 2 Cm+1[�1; 1];m � 1, l�a�t sich sogar Konvergenz nachweisen in der Form [Schaback,

10.4.5]

kpn � fk1 = o
� logn
nm

�
; n!1

Diese Beobachtungen legen die Frage nahe, wie weit man mit dem interpolierenden Polynom

noch vom bestapproximierenden entfernt ist, d.h. von demjenigen p̂n 2 �n mit

kp̂n � fk1 = min
pn2�n

kpn � fk1 =: dist(f;�n): (3.6.10)

Dazu wird der Interpolationsproze� als ein Operator

Pn :

(
C[�; �] 7! �n;

g 7! Png; (Png)(xi) = g(xi); i = 0; : : : ; n;
(3.6.11)

betrachtet. Dieser Operator ist linear und ein Projektor, P 2
n = Pn, denn Polynome p 2 �n

werden reproduziert, Pnp = p. Die Norm dieses Projektors kann aus den Lagrange-Polynomen

berechnet werden. Dazu sei

�n(x) :=
nX
i=0

jLi(x)j die Lebesgue-Funktion. (3.6.12)

Diese tritt im folgenden Satz auf, der ein sehr allgemeines Beweisprinzip benutzt.

Satz 3.6.2 F�ur f 2 C[�; �] gilt

kPnf � fk1 � (1 + kPnk) dist (f;�n); (3.6.13)

kPnk = k�nk1 � 1; (3.6.14)

wobei kPnk := sup
n
kPngk1=kgk1 : g 2 C[�; �]; g 6� 0

o
.

Bemerkung: Dies zeigt, da� der Interpolationsfehler h�ochstens um den Faktor 1 + kPnk � 2

vom minimalen Fehler (3.6.10) abweicht. Daher interessieren Interpolationsknoten mit m�oglichst

kleinem Wert kPnk = k�nk1.

Beweis Mit einem beliebigem p 2 �n gilt wegen Pnp = p die Aussage

kPnf � fk1 = kPnf � Pnp+ p� fk1 = k(I � Pn)(p� f)k1
� (1 + kPnk)kp� fk1:

Auf der rechten Seite kann nun zum In�mum von kp� fk1 �ubergegangen werden.

F�ur die Norm kPnk folgt aus der Lagrange-Darstellung

kPngk1 = k
nX
i=0

g(xi)Lik1 � kgk1k
nX
i=0

jLijk1 = kgk1k�nk1;
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d.h., kPnk � k�nk1. Zum Nachweis der Gleichheit sei x̂ 2 [�; �] eine Maximalstelle von �n, also

�n(x̂) = k�nk1 und g eine spezielle Funktion mit kgk1 = 1 und g(xi) = sign Li(x̂). Hierf�ur gilt

kPngk1 � jPng(x̂)j = j
nX
i=0

Li(x̂) sign Li(x̂)j = �n(x̂):

Dies zeigt die Gleichung in (3.6.14). Die untere Schranke f�ur kPnk gilt wegen kpk = kPnpk1 �
kPnkkpk1 8p 2 �n.

Die Bestimmung eines bestapproximierenden Polynoms (3.6.10) ist ein sehr aufwendiger

Proze�. Zur Kl�arung der Frage, ob im konkreten Fall nicht eine gute Interpolierende ausreicht,

kann der \Verlustfaktor" 1 + kPnk herangezogen werden. F�ur Tschebysche�knoten w�achst er

wie 1:52 + 2
� ln(n+ 1). Etwas g�unstiger verh�alt sich dieser Faktor f�ur die gestreckten Tschebys-

che�knoten

xk =
�+ �

2
� � � �

2

cos 2k+1
2n+2�

cos �
2n+2

; k = 0; : : : ; n; : (3.6.15)

bei denen x0 = �; xn = � gilt. Die folgende Tabelle enth�alt die entsprechenden Werte f�ur einige

Polynomgrade.

n = 5 8 10 15 20

3.1 3.4 3.5 3.7 3.9 Tschebysche�knoten (3.6.5)
1 + kPnk �= 2.6 2.9 3.0 3.3 3.5 gestreckte Tscheb.Knoten (3.6.15)
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4 Spline-Funktionen

4.1 De�nition

Der Fehler bei der Interpolation einer Funktion f 2 Ck+1[a; b] durch ein Polynom pk vom Grad

k mit St�utzstellen �0; : : : ; �k 2 [a; b] hat nach (3.6.1) die Gestalt (x 2 [a; b])

jf(x)� pk(x)j � j(x� �0) � � � (x� �k)jkf
(k+1)k1
(k + 1)!

� (b� a)k+1

(k + 1)!
kf (k+1)k1: (4.1.1)

Im letzten Paragraph wurde ein Beispiel genannt, bei dem f�ur k ! 1 i.a. keine Konvergenz

kf � pkk1 ! 0 garantiert werden kann. Dagegen folgt aus (4.1.1) trivialerweise

jf � pkj ! 0 f�ur (b� a)! 0; k fest:

Dies nutzt man aus durch Unterteilung des Gesamtintervalls [a; b] mit einem Gitter

� : a = x0 < x1 < : : : < xn = b; hi := xi+1 � xi; i = 0; : : : ; n� 1; H :=
n�1
max
i=0

hi; (4.1.2)

und approximiert die Funktion f in jedem Teilintervall [xi; xi+1] durch ein Polynom festen

Grades.

De�nition 4.1.1 Zu einem Gitter � nach (4.1.2) und m; k 2 N0; 0 � m < k, wird der Raum

Sm�;k aller Spline-Funktionen s bezeichnet, die

a) lokal, in jedem Teilintervall (xi; xi+1], Polynome vom Grad k sind, d.h., sj(xi;xi+1] 2 �k,

b) global m-mal stetig di�erenzierbar sind, d.h., s 2 Cm[a; b].

Hier wird konkret nur der Fall der kubischen Splines (k = 3) mit m 2 f1; 2g behandelt, einige

Aussagen werden aber allgemeiner formuliert.

Anwendungsgebiete von Splines:

| Approximation (nicht-analytischer) Funktionen

| Approximation von Me�daten

| Kurven- und Fl�achendarstellung in der Computer-Graphik (CAD)

| L�osung von gew�ohnlichen und partiellen Di�erentialgleichungen (FEM, Finite-

Elemente-Methode)

Von besonderer Bedeutung sind die sogenannten nat�urlichen Splines aus S2m�2
�;2m�1 wegen der

folgenden Minimaleigenschaft.

Satz 4.1.2 Mit einem Gitter � nach (4.1.2) und f 2 C2[a; b] erf�ulle die Splinefunktion s 2 S2
�;3

die Interpolationsbedingungen

s(xi) = f(xi); i = 0; 1; : : : ; n; (4.1.3)
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sowie eine der Bedingungen

a) s00(a) = s00(b) = 0;

b) s0(a) = f 0(a); s0(b) = f 0(b):

Dann gilt

kf 00 � s00k22 = kf 00k22 � ks00k22 � 0; (4.1.4)

mit der Norm kgk22 :=
R b
a g(x)

2dx. Der so de�nierte Spline ist eindeutig bestimmt.

Beweis Mit dem L2-Innenprodukt (f; g)2 :=
R b
a f(x)g(x) dx gilt

kf 00 � s00k22 � kf 00k22 + ks00k22 = �2(f 00; s00)2 + 2(s00; s00)2 = 2(s00 � f 00; s00)2

= 2

Z b

a
[s00(x)� f 00(x)]s00(x) dx:

Durch partielle Integration auf den einzelnen Teilintervallen [xi; xi+1] ergibt sich hierZ xi+1

xi

[s00 � f 00]s00 dx = (s0 � f 0)s00
���xi+1
xi

�
Z xi+1

xi

(s0 � f 0)s000 dx

= (s0 � f 0)s00
���xi+1
xi

� (s� f)| {z }
=0;(4:1:3)

s000
���xi+1
xi

+

Z xi+1

xi

(s� f) s(4)|{z}
=0;s2�3

dx

Der verbleibende Beitrag (s0 � f 0)s00 ist stetig, bei Summation �uber die Teilintervalle zeigt sich

Z b

a
[s00 � f 00]s00 dx =

n�1X
i=0

Z xi+1

xi

::: =
�
s0(x)� f 0(x)

�
s00(x)

���b
a
= 0:

Dabei verschwindet die Klammer, wenn Bedingung b) erf�ullt ist, bzw. die zweite Ableitung bei

Bedingung a).

Zum Nachweis der Eindeutigkeit seien s; �s zwei Splines, die die Voraussetzungen erf�ullen. F�ur

beide gilt dann (4.1.4), also

0 � ks00k22 � k�s00k22 = ks00 � �s00k22 = k�s00k22 � ks00k22 � 0:

Daher ist s00 � �s00 � 0, also s(x)� �s(x) = cx + d; c; d 2 R. Da die Di�erenz wegen (4.1.3) aber

in allen xi verschwindet, gilt s = �s.

Bemerkung: Unter allen Funktionen, die die Werte (xi; f(xi)) interpolieren, hat der nat�urliche

kubische Spline nach (4.1.4) minimale zweite Ableitung im quadratischen Mittel, bei b) etwa ist

ks00k2 = minfkg00k2 : g 2 C2[a; b]; g(xi) = f(xi)8i; g00(a) = g00(b) = 0g:

In der Mechanik entspricht kg00k2 der Biegenergie eines elastischen Lineals, wie es fr�uher im

Schi�sbau eingesetzt wurde (Strak-Latte, engl. Spline).
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4.2 Existenz des Interpolations-Splines

F�ur den Interpolationsspline s 2 S2
�;3, der gegebene Werte yi interpoliert, s(xi) = yi; i =

0; : : : ; n, wird in jedem Teilintervall eine Darstellung als Polynom ben�otigt. Dazu bietet sich die

folgende Bezi�er-Bernstein-Darstellung an, die auf dem Standardintervall [0; h]; h > 0; lautet

s(x) =
1

hk

kX
j=0

 
k

j

!
xj(h� x)k�j bj (4.2.1)

mit KoeÆzienten b0; : : : ; bk. Diese Darstellung besitzt folgende Eigenschaften:

(a) bj � 1 ) s(x) = 1
hk
Pk

j=0

�k
j

�
xj(h� x)k�j = 1

hk
(x+ h� x)k � 1

(b) s(0) = b0; s(h) = bk

(c) s0(x) = 1
hk
[�k(h� x)k�1b0 + k(h� kx)(h� x)k�2b1 + x(: : :)])

s0(0) = b1 � b0
h=k

; s0(h) = bk � bk�1
h=k

(d) s00(0) = k(k�1)
h2 (b0 � 2b1 + b2); s00(h) = k(k�1)

h2 (bk�2 � 2bk�1 + bk):

9>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>;
(4.2.2)

Die Eigenschaft (c) f�uhrt bei k = 3 auf eine ein-

fache geometrische Interpretation der KoeÆzienten

bj. Werden die Paare (�j ; bj)
T mit �j = jh=3 be-

trachtet, dann ist die Gerade (�0; b0)T (�1; b1)T die

Tangente an s in x = �0 = 0 und (�2; b2)T (�3; b3)T

die Tangente an s in x = �3 = h. Durch b0; b3 wer-

den also die Werte von s in den Randpunkten be-

einu�t, durch b1; b2 die dortigen Ableitungen. Man

bezeichnet die KoeÆzienten oft als Kontrollpunkte.

- x

x0 = �0 �1 �2 �3 = x1

�
�
�
��

b0

b1

��
��
�

b2

b3

s(x)

Der Spline s wird auf dem Gesamtintervall [a; b] durch lokale Darstellungen (4.2.1) zusam-

mengesetzt. Dazu wird ein Zusatzgitter eingef�uhrt,

: : :
x0

y0

x1

y1

x2

y2

: : :

�0

b0

�1

b1

�2

b2

�3

b3

�4

b4

�5

b5

�6

b6 �ik+j := xi +
j
khi;

j = 0; : : : ; k � 1;

i = 0; : : : ; n� 1;

(4.2.3)

Die Stetigkeitsbedingungen an s im Punkt xj = �kj; 1 � j � n� 1, mit Polynomst�ucken (4.2.1)

lauten f�ur

C0: ist erf�ullt mit bkj = yj.

C1: Nach (4.2.2,c) entspricht die Stetigkeit der 1. Ableitung

s0(xj�) = k

hj�1
(bkj � bkj�1)

!
=

k

hj
(bkj+1 � bkj) = s0(xj+) ()
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1

hj�1
bkj�1 +

1

hj
bkj+1 = (

1

hj�1
+

1

hj
)bkj = (

1

hj�1
+

1

hj
)yj: (4.2.4)

2. Ableitung: Nach (4.2.2,d) ist die Bedingung s00(xj�) !
= s00(xj+) �aquivalent mit

1

h2j�1
(bkj�2 � 2bkj�1 + bkj) =

1

h2j
(bkj � 2bkj+1 + bkj+2) =: �j (4.2.5)

Im folgenden werden jetzt die Werte �j =
1
6s
00(xj) aus (4.2.5) als eigentliche Parameter

des Splines interpretiert, die KoeÆzienten b lassen sich daraus bei k = 3 berechnen. Die

Beziehungen (4.2.5) an den beiden R�andern von [xj ; xj+1],

2b3j+1 � b3j+2 = yj � h2j�j

�b3j+1 + 2b3j+2 = yj+1 � h2j�j+1

k�onnen n�amlich nach b3j+1; b3j+2 aufgel�ost werden und ergeben

b3j+1 = 1
3(2yj + yj+1)� 1

3h
2
j (2�j + �j+1)

b3j+2 = 1
3(yj + 2yj+1)� 1

3h
2
j (�j + 2�j+1)

)
: (4.2.6)

Diese Gleichungen f�uhren auf folgende Formulierung der C1-Bedingungen (4.2.4):

hj�1�j�1 + 2(hj�1 + hj)�j + hj�j+1 =
yj+1 � yj

hj
� yj � yj�1

hj�1
; j = 1; : : : ; n� 1:

Bei Division durch hj�1 + hj = xj+1 � xj�1 kann insbesondere die rechte Seite nach (3.3.2)

einfacher als dividierte Di�erenz dargestellt werden:

hj�1
hj�1 + hj| {z }
=: �j

�j�1 + 2�j +
hj

hj�1 + hj| {z }
=: �j

�j+1 = y[xj�1; xj ; xj+1]; j = 1; : : : ; n� 1: (4.2.7)

Zus�atzlich sind noch die Randbedingungen aus Satz 4.1.2 zu ber�ucksichtigen. Im

Fall a) s00(a) = s00(b) = 0, bedeuten diese einfach

�0 = �n = 0:

Nach Streichung dieser beiden Unbekannten ist (4.2.7) ein quadratisches Gleichungssystem.

Dagegen gilt im

Fall b) s0(a) = y00; s0(b) = y0n, nach (4.2.2,c) und (4.2.6) am linken Rand

y0 +
h0
3
y00 = b1 =

1

3
(2y0 + y1)� h20

3
(2�0 + �1):

Da rechts analoges gilt, f�uhren diese Bedingungen b) also auf die zus�atzlichen Gleichungen

2�0 + �1 = 1
h0

�
y1�y0
h0

� y00
�
= y[x0; x0; x1];

�n�1 + 2�n = y[xn�1; xn; xn]:

9=; (4.2.8)
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In beiden F�allen ergeben sich die Momente � = (�j)j als L�osung eines Gleichungssystems

A� = r

mit einer Tridiagonalmatrix

A =

0BBBB@
2 �1

�2 2 �2

�3 2 �3
. . .

. . .
. . .

1CCCCA bzw. A =

0BBBB@
2 �0

�1 2 �1

�2 2 �2
. . .

. . .
. . .

1CCCCA :

2 R(n�1)�(n�1) 2 R(n+1)�(n+1)

(4.2.9)

Satz 4.2.1 F�ur die Matrix A gilt in beiden F�allen von (4.2.9) die Schranke

kA�1k1 � 1:

Beweis Nach (4.2.7), (4.2.8) ist �j; �j � 0; �j + �j = 1, (mit �0 := �n+1 := 0). Diese Matrix

ist diagonaldominant, daher gilt f�ur jeden Vektor r und � mit A� = r und jeden Index j:

2j�j j = jrj � �j�j�1 � �j�j+1j � jrjj+ (�j + �j| {z }
� 1

)k�k1:

Betrachtet man auf der linken Seite den Index mit j�jj = k�k1, sieht man

2k�k1 � krk1 + k�k1 ) k�k1 = kA�1rk1 � krk1:

Da also insbesondere die Gleichungssysteme mit A immer l�osbar sind, folgt

Satz 4.2.2 F�ur beliebige Gitter � und beliebige Datenwerte yj; y
0
0; y

0
n; existiert der eindeutig

bestimmte Interpolationsspline s 2 S2
�;3 (vgl. Satz 4.1.2) mit s(xj) = yj; j = 0; : : : ; n sowie den

Randbedingungen s00(a) = s00(b) = 0 oder s0(a) = y00; s0(b) = y0n.

Mit Hilfe von Satz 4.2.1 l�a�t sich auch einfach eine a-priori-Schranke f�ur den Spline herleiten,

bei einem �aquidistantes Gitter (hj � h), etwa gilt

js(x)j � 3 kyk1
�
+ hmaxfjy00j; jy0njg

�
; x 2 [a; b]:

Dagegen existiert eine solche Schranke f�ur Interpolationspolynome nicht mit einem f�ur alle n

beschr�ankten Vorfaktor.

4.3 Konvergenz des Interpolations-Splines

Wie nach der einleitenden Bemerkung zu erwarten, konvergiert der Interpolationsspline einer

glatten Funktion gegen diese bei feiner werdendem Gitter (H ! 0). �Uberraschenderweise zeigt

sich au�erdem, da� dabei keine weiteren Voraussetzungen �uber das Gitter ben�otigt werden und

da� sogar die ersten drei Ableitungen des Splines gegen die der Funktion konvergieren. Zum

Nachweis dieser Aussagen wird folgendes Hilfsmittel ben�otigt.
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Satz 4.3.1 Verschwindet eine Funktion g 2 C2[a; b] in den Randpunkten, g(a) = g(b) = 0, gilt

kgk1 � (b� a)2

8
kg00k1; kg0k1 � (b� a)kg00k1:

Beweis Taylorentwicklung um x 2 (a; b) ergibt

0 = g(a) = g(x) + (a� x)g0(x) + 1
2(a� x)2g00(�1); �1 2 (a; b);

0 = g(b) = g(x) + (b� x)g0(x) + 1
2(b� x)2g00(�2); �2 2 (a; b):

Durch Multiplikation der Gleichungen mit (b�x) bzw. (x�a) und Addition wird g0(x) eliminiert

und man erh�alt

0 = (b� x+ x� a)g(x) +
1

2
(b� x)(x� a)[(x� a)g00(�1) + (b� x)g00(�2)]:

Daraus folgt dann die erste Ungleichung,

jg(x)j � (b� x)(x� a)

2(b� a)
(jx� aj+ jb� xj)kg00k1 � (b� a)2

8
kg00k1:

Die zweite Ungleichung gilt, da nach dem Satz von Rolle ein x0 2 [a; b] existiert mit g0(x0) = 0

und daher

jg0(x)j = jg0(x0) + (x� x0)g
00(�)j = jx� x0jjg00(�)j � (b� a)kg00k1:

Die Konvergenz des Interpolationssplines nach Satz 4.1.2,b wird im folgenden Satz beschrieben.

Der Fehler in einem Punkt x h�angt dabei sowohl von der maximalen Schrittweite H als auch von

der lokalen hj ab. Da die Fehlerschranke f�ur die Funktionswerte vereinfacht die Form ks� fk =
O(H4) (H ! 0) hat, sagt man, der Spline konvergiere mit Ordnung 4.

Satz 4.3.2 Gegeben sei f 2 C4[a; b] und ein Gitter �. Dann gelten f�ur den Interpolationsspline

s 2 S2
�;3 mit

s(xj) = f(xj); j = 0; : : : ; n; s0(a) = f 0(a); s0(b) = f 0(b);

und seine Ableitungen folgende Fehlerschranken. F�ur x 2 (xj; xj+1]; 0 � j < n, ist

js(i)(x)� f (i)(x)j � ciH
2h2�ij kf (4)k1; 0 � i � 3:

Beweis Es wird eine weitere Splinefunktion ŝ 2 S0
�;3 eingef�uhrt, die die Bedingungen

ŝ(xj) = f(xj); ŝ
00(xj) = f 00(xj); j = 0; : : : ; n;

erf�ullt. Dann ist b̂3j = b3j = f(xj) =: fj und nach (4.2.6) gilt mit �̂j :=
1
6 ŝ
00(xj) die Beziehung(

b̂3j+1 = 1
3 (2fj + fj+1)� 1

3h
2
j (2�̂j + �̂j+1)

b̂3j+2 = 1
3 (fj + 2fj+1)� 1

3h
2
j (�̂j + 2�̂j+1)

:
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Daraus folgt

jb3j+� � b̂3j+� j � h2jk�� �̂k1; � = 1; 2; (4.3.1)

und aus der Bezi�erdarstellung (4.2.1) in (xj ; xj+1],

s(x)� ŝ(x) =
3

h3j

2X
�=1

(x� xj)
�(xj+1 � x)3��(b3j+� � b̂3j+�);

ergibt sich f�ur die Ableitungen der Di�erenz die Schranke

js(i)(x)� ŝ(i)(x)j � 3

h3j

2X
�=1

��� di
dxi

[(x� xj)
�(xj+1 � x)3�� ]

���max
�
jb3j+� � b̂3j+� j

� ~ci
hij

max
�
jb3j+� � b̂3j+� j;

mit ~c0 =
3
4 ; ~c1 = 3; ~c2 = 18; ~c3 = 36. Mit dieser Aussage und (4.3.1) wurde also bisher gezeigt

js(i)(x)� ŝ(i)(x)j � ~cih
2�i
j k�� �̂k1; x 2 (xj ; xj+1]: (4.3.2)

Da die Momente von s aus dem Gleichungssystem A� = r, (4.2.7), (4.2.8) stammen und nach

Satz 4.2.1 kA�1k1 � 1 gilt, folgt

�� �̂ = A�1(r �A�̂) ) k�� �̂k1 � kr �A�̂k1:
Die Komponenten rj und (A�̂)j der Di�erenz k�onnen durch Taylorentwicklung um xj verglichen

werden. F�ur 1 � j < n ist

6(A�̂)j =
1

hj�1 + hj

�
hj�1f 00(xj�1) + 2(hj�1 + hj)f

00(xj) + hjf
00(xj+1)

�
= 3f 00(xj) + (hj � hj�1)f 000(xj) +

1

2

1

hj�1 + hj
[h3j�1f

(4)(�1) + h3jf
(4)(�2)];

rj = f [xj�1; xj ; xj+1] =
1

hj�1 + hj

� 1

hj
(fj+1 � fj)� 1

hj�1
(fj � fj�1)

�
=

1

2
f 00(xj) +

1

6
(hj � hj�1)f 000(xj) +

1

24

1

hj�1 + hj
[h3j�1f

(4)(�3) + h3jf
(4)(�4)];

mit Zwischenstellen �� 2 (xj�1; xj+1). F�ur die gesuchte Di�erenz folgt daher die Schranke

jrj � (A�̂)j j � (
1

12
+

1

24
)
h3j�1 + h3j
hj�1 + hj

kf (4)k1 � H2

8
kf (4)k1;

die sich analog auch in den F�allen j = 0; n nachweisen l�a�t. Nach Einsetzen dieser Ergebnisse

in (4.3.2) zeigt sich f�ur die Di�erenz der beiden Spline-Funktionen die Aussage

js(i)(x)� ŝ(i)(x)j � 1

8
~ciH

2h2�ij kf (4)k1; x 2 (xj ; xj+1]:

Zum Nachweis der Behauptung ist nun nur noch zu zeigen, da� eine solche Absch�atzung

auch f�ur die Di�erenz ŝ � f gilt. Nach Konstruktion verschwinden ŝ � f und ŝ00 � f 00 in allen

Gitterpunkten xj ; j = 0; : : : ; n. Daher besitzt in jedem Teilintervall (xj ; xj+1] die Funktion

ŝ� f ŝ0 � f 0 ŝ00 � f 00 ŝ000 � f 000

2 Nullstellen 1 Nullstelle 2 Nullstellen 1 Nullstelle
:
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Bei der ersten und dritten Ableitung wurde dazu der Satz von Rolle angewendet. Daher folgen

aus Satz 4.3.1 rekursiv die Schranken

jŝ00 � f 00j � 1
8h

2
jkf (4)k1; jŝ000 � f 000j � hjkf (4)k1 )

jŝ� f j � 1
64h

4
jkf (4)k1; jŝ0 � f 0j � 1

8h
3
jkf (4)k1:

Die Behauptung ergibt sich jetzt aus den Schranken f�ur die beiden Di�erenzen in s(i) � f (i) =

s(i) � ŝ(i) + ŝ(i) � f (i).

4.4 Spline-Darstellungen, Bezi�er-, B-Splines

Zur Darstellung von Splines sind zwei Methoden verbreitet. Die erste, mit Bezi�er-St�ucken (4.2.1)

bietet sich an, wenn sowohl C2- als auch C1- oder C0-Splines verwendet werden sollen. Allerdings

benutzt diese Darstellung bei C2-Splines unn�otig viele Parameter. Dies wird bei Verwendung

einer Basis von S2
�;3 aus B-Splines vermieden.

Die Bezi�er-Darstellung wird nur f�ur �aquidistante Gitter behandelt. Dies ist aber bei einer

der wichtigsten Anwendungen, der Parameterdarstellung von Kurven (s1(x); s2(x); : : :) im R2

bzw. R3 keine starke Einschr�ankung. In diesem Fall, hj � h, gibt es f�ur die verschiedenen

Stetigkeitsbedingungen einfache geometrische Interpretationen.

� Die C1-Bedingung (4.2.4) lautet b3j =
1
2 (b3j�1+b3j+1). Da auch �3j =

1
2(�3j�1+�3j+1) gilt,

ist also der R2-Punkt (�3j ; b3j)
T Mittelpunkt der Verbindungsstrecke von (�3j�1; b3j�1)T

und (�3j+1; b3j+1)
T.

� Spezielle Teilausdr�ucke in der C2-Bedingung werden als neue Parameter eingef�uhrt, aus

(4.2.5) wird so:

2b3j�1 � b3j�2 = 2b3j+1 � b3j+2 =: aj ; au�erdem ist

2�3j�1 � �3j�2 = 2�3j+1 � �3j+2 = �3j = xj:

Daher liegt der Punkt (xj; aj)
T im Schnittpunkt der Geraden durch (�� ; b�)

T mit � =

3j�2; 3j�1 sowie � = 3j+1; 3j+2. Umgekehrt dritteln die Punkte (�3j+� ; b3j+�)
T; � = 1; 2;

die Strecke von (xj ; aj)
T nach (xj+1; aj+1)

T, denn

2b3j+1 � b3j+2 = aj

�b3j+1 + 2b3j+2 = aj+1

)
)

(
b3j+1 =

1
3(2aj + aj+1)

b3j+2 =
1
3(aj + 2aj+1)

: (4.4.1)

Diese Beziehungen der Bezi�er-KoeÆzienten beim C2-Spline erlauben folgende geometrische In-

terpretation (Hilfslinien), die analog auch f�ur Kurven (s1(x); s2(x))
T gilt. Der Spline ist hier nur

links von xj skizziert:
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Mit (4.4.1) k�onnen die C1-Bedingungen umformuliert werden,

2b3j = b3j�1 + b3j+1 =
1

3
(aj�1 + 4aj + aj+1):

Daher gilt f�ur die KoeÆzienten aj des C
2-Interpolationssplines das Gleichungssystem

aj�1 + 4aj + aj+1 = 6yj ; j = 1; : : : ; n� 1; (4.4.2)

mit den Randbedingungen

a0 = y0; an = yn; bei s00(a) = s00(b) = 0; bzw.

2a0 + a1 = 3y0 + hy00; an�1 + 2an = 3yn � hy0n bei s0(a) = y00; s0(b) = y0n;
(4.4.3)

das zur Berechnung der aj dienen kann. Die Bezi�er-KoeÆzienten fb�g ergeben sich daraus nach

(4.4.1).

Zur Auswertung eines Splines s in Bezi�er-Darstellung kann nat�urlich die Formel (4.2.1) direkt

verwendet werden, nach (4.2.2a) ist sie eine konvexe Linearkombination und daher numerisch

stabil. Wegen der auftretenden BinomialkoeÆzienten l�a�t sich die Auswertung aber (analog

zum Pascalschen Dreieck) auch durch mehrfache lineare Interpolation realisieren. Dazu sei f�ur

x 2 [xj; xj+1]

s(x) =
kX
i=0

 
k

i

!
�i(1� �)k�ibkj+i; � :=

x� xj
h

:

Dann ergibt sich s(x) = b
(k)
0 aus dem Dreieckschema

b
(0)
i := bkj+i; i = 0; : : : ; k;

b
(�)
i := (1� �)b

(��1)
i + �b

(��1)
i+1 ; i = 0; : : : ; k � �; � = 1; : : : ; k:

(4.4.4)

Auch (4.4.4) enth�alt nur konvexe Linearkombinationen.

Beweis von (4.4.4): Die Identit�at b
(�)
i =

�P
�=0

��
�

�
��(1��)���b(0)i+� l�a�t sich leicht durch Induktion

�uber � veri�zieren.

B-Splines: Die wesentlichen Parameter des Splines s sind die Gr�o�en aj . Da sich die Funk-

tionswerte des Splines daraus durch lineare Operationen (4.4.1), (4.4.4) berechnen existiert eine
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Basisdarstellung der Form

s(x) =
nX

j=0

ajBj(x); x 2 [a; b]: (4.4.5)

F�ur jedes j, 0 � j � n, entspricht hier die Funktion Bj dem Spline, den man f�ur die speziellen

KoeÆzienten (am)m = (Æjm)m erh�alt.

xj�2 xj�1 xj xj+1 xj+2

r aj = 1

Bj

Dieser Spline hat im Innern des Intervalls

die gezeigte Gestalt (vgl. oben die geome-

trische Interpretation). Der Tr�ager von Bj

f�ur 2 � j � n� 2; ist [xj�2; xj+2], umfa�t

also 4 = k+1 Teilintervalle. In Randn�ahe

ergeben sich etwas unterschiedliche For-

men.

Diese Basisfunktionen werden B-Splines genannt. Aus der Herleitung ist ersichtlich, da� diese

eine Zerlegung der Eins bilden mit Bj � 0;
P

j Bj(x) � 1, wie dies bei den Bernsteinpolynomen,

vgl. (4.2.2,a), schon der Fall war. Die B-Splines k�onnen aber auch vollkommen unabh�angig davon

und f�ur beliebige Gitter � de�niert werden. Die Bezeichnungen vereinfachen sich in Randn�ahe,

wenn das Gitter um 2k = 6 Punkte erweitert wird,

� : x�3 < x�2 < x�1 < x0 < : : : < xn < xn+1 < : : : < xn+3; (4.4.6)

z.B. durch x�1 := 2x0 � x�1; xn+1 := 2xn � xn�1; : : :. Eine geschlossene Darstellung der B-

Splines kann mit Hilfe der folgenden Funktion von zwei Argumenten angegeben werden.

-x
t

g

g(t;x) := (t� x)3+ =

(
(t� x)3 f�ur t� x � 0;

0 f�ur t� x < 0:
(4.4.7)

F�ur festes t ist o�ensichtlich g(t; �) 2 C2(R).

De�nition 4.4.1 Zum Gitter � werden die kubischen (normalisierten) B-Splines de�niert durch

die dividierte Di�erenz

Bi(x) := (xi+2 � xi�2) g[xi�2; xi�1; : : : ; xi+2;x]; i = �1; : : : ; n+ 1:

Die Di�erenzen sind dabei nach (3.3.2) bez�uglich des ersten Arguments t von g zu bilden.

Satz 4.4.2 Die B-Splines besitzen folgende Eigenschaften:

Bi(x) = 0 8x =2 (xi�2; xi+2); (4.4.8)

Bi(x) > 0 8x 2 (xi�2; xi+2); (4.4.9)

n+1X
i=�1

Bi(x) =
j+2X

i=j�1
Bi(x) � 1; wenn x 2 (xj ; xj+1]; 0 � j < n: (4.4.10)
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Beweis (4.4.8): F�ur x � xi+2 ist g(xj ; x) = 0; j = i� 2; ::; i + 2. F�ur x � xi�2 ist der Ausdruck
g[xi�2; xi�1; : : : ; xi+2;x] vierte Di�erenz des kubischen Polynoms (t� x)3 in t, also ebenfalls 0.

(4.4.9): vgl. B�ohmer/Spline-Funktionen, x6.3.
(4.4.10): Nach De�nition ist Bi(x) = g[xi�1; ::; xi+2;x] � g[xi�2; ::; xi+1;x]. Nach (4.4.8) ist f�ur

x 2 (xj ; xj+1] :

X
i

Bi(x) =
j+2X
i=j�1

Bi(x)

= g[xj+1; ::; xj+4;x]| {z }
1

�g[xj ; ::; xj+3;x] + g[xj ; ::; xj+3;x] + : : : � g[xj�3; ::; xj ;x]| {z }
0

= 1:

Der Wert 1 ergibt sich vorne aus Satz 3.3.6d, da g(t; �) = t3 + : : : ist und der Wert 0 am Ende,

da g � 0 f�ur die auftretenden Argumentwerte.

Durch die Eigenschaften (4.4.8-4.4.10) ist umgekehrt der B-Spline Bi eindeutig festgelegt

und stimmt daher mit dem aus (4.4.5) �uberein. Zur numerischen Berechnung ist der Zugang

�uber die Di�erenzen nicht sehr geeignet, da bei der Di�erenzbildung Rundungsfehler verst�arkt

werden. �Ahnlich wie bei der Bezi�er-Darstellung in (4.4.4) kann auch f�ur einen Spline in B-

Spline-Darstellung ein stabiles Rekursionsschema angegeben werden, wobei bei jeder Auswertung

h�ochstens 4 KoeÆzienten a eingehen (vgl. Stoer, x2.4.5).

Sowohl B-Spline- als auch Bezi�er-Darstellung bieten eine Reihe von praktischen Vortei-

len bei der Handhabung, die darauf beruhen, da� die verwendeten Basisfunktionen eine lokale

Zerlegung der Eins bilden:

Der Funktionswert s(x) an einer beliebigen Stelle x im Intervall

ist eine konvexe Linearkombination von k + 1 = 4 KoeÆzienten.

Konsequenzen:

| Bei Auswertung des Splines treten keine zus�atzlichen Rundungsfehler auf.

| Die KoeÆzienten schlie�en, als Punkte betrachtet, den Funktionsgraphen ein. Graphik-

Algorithmen wie Skalierung, Clipping (Abschneiden bei Fenstern, Verdeckung) k�onnen eine Vor-

entscheidung anhand der KoeÆzienten tre�en.

| Bei Koordinatentransformationen (Zoom) sind alle KoeÆzienten gleich zu behandeln.

| �Anderungen einzelner KoeÆzienten haben nur lokale �Anderungen des Splines zur Folge (!
interaktiver Entwurf, CAD).
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Beispiel 4.4.3 R2-Graphik aus kubischen Bezi�er-Splines mit Kontrollpunkten:

4.5 Lokale Spline-Approximationen

Beim Interpolationsspline ist zur Bestimmung des Splines ein Gleichungssystem zu l�osen. Da-

her wirken sich einzelne (gro�e) Funktionswerte auf den gesamten Spline aus. Beide Probleme

entfallen, wenn man auf die exakte Interpolation verzichtet und explizite Formeln der Spline-

KoeÆzienten betrachtet. Den einfachsten Fall behandelt

Satz 4.5.1 Die Funktion f sei Lipschitz-stetig auf R mit der Lipschitz-Konstanten L. Mit den

Eigenschaften (4.4.8)-(4.4.10) der Basis-Funktionen Bj gilt f�ur den Spline

s(x) :=
n+1X
j=�1

f(xj)Bj(x)

im Intervall [a; b] = [x0; xn] die Konvergenzaussage

ks� fk1 � 2HL:

Beweis F�ur x 2 (xj ; xj+1] ist 1 =
Pj+2

i=j�1Bi(x) und daher

js(x)� f(x)j = j
j+2X
i=j�1

(f(xi)� f(x))Bi(x)j � max
jx�yj�2H

jf(x)� f(y)j � 2HL:
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Allgemeiner werden Approximationen der Form

Qf :=
n+1X
i=�1

ai(f)Bi (4.5.1)

betrachtet f�ur f 2 C[a � d; b + d] mit d := maxfjx0 � x�3j; jxn+3 � xnjg. Diese hei�en lokale

Spline-Approximation, wenn ai(f) nur von Funktionswerten im Tr�ager von Bi, also dem Intervall

[xi�2; xi+2], abh�angt. Besonders interessant sind dabei lineare Funktionale ai, z.B.,

ai(f) =
X̀
j=1

�ijf(�ij); �ij 2 [xi�2; xi+2]: (4.5.2)

Dann ist n�amlich Q ein linearer Operator. Bei (4.5.2) gilt zun�achst

jai(f)j �
X̀
j=1

j�ij j supfjf(x)j : x 2 [xi�2; xi+2]g =: Aikfk[xi�2;xi+2]: (4.5.3)

Daraus ergibt sich eine lokale Absch�atzung f�ur Qf , denn f�ur x 2 [xj; xj+1] ist

jQf(x)j �
j+2X

i=j�1
jai(f)jBi(x) � j+2

max
i=j�1

jai(f)j � j+2
max
i=j�1

Aikfk[xj�3;xj+4]: (4.5.4)

Diese lokale Schranke erm�oglicht nach einem einfachen Prinzip (vgl. Satz 3.6.2) folgende Kon-

vergenzaussage.

Satz 4.5.2 Zu einem erweiterten Gitter �� sei ein lokaler Approximationsoperator Q de�niert,

der (4.5.4) erf�ullt. Wenn Q Polynome vom Grad m reproduziert, d.h., Qp = p8p 2 �m gilt,

dann gilt f�ur f 2 Cm+1[a� d; b+ d] die Fehlerschranke

kf �Qfk[a;b] � c
�
1 +

n+1
max
i=�1

Ai

�
Hm+1kf (m+1)k[a�d;b+d]

Beweis Nach Voraussetzung ist mit jedem beliebigen Polynom p 2 �m

f �Qf = f � p� (Qf � p) = f � p�Q(f � p):

Mit (4.5.4) folgt daraus f�ur x 2 (xj ; xj+1]; 0 � j < n, dann

jf(x)�Qf(x)j � jf(x)� p(x)j+ jQ(f � p)(x)j � (1 +
n+1
max
i=�1

Ai)kf � pk[xj�3;xj+4]:

Nun kann ein Polynom p so gew�ahlt werden (z.B. durch Interpolation), da�

kf � pk[xj�3;xj+4] � cHm+1kf (m+1)k[xj�3;xj+4]:

Die optimale Fehleraussage f�ur kubische Splines, O(H4), folgt also aus diesem Satz, wenn Q

kubische Polynome reproduziert und die Konstante maxiAi nicht vom Gitter �� abh�angt.
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Beispiel 4.5.3 (Schoenberg, H2-Approximation): Bei beliebigem Gitter sei

ai(f) := f(�xi); �xi :=
1

3
(xi�1 + xi + xi+1):

Q reproduziert lineare Funktionen. F�ur �aquidistantes Gitter stimmt Q mit der Approximation

aus Satz 4.5.1 �uberein, da �xi = xi.

Beispiel 4.5.4 (H4-Approximation) Die Gestalt der Funktionale (4.5.2) f�ur diese Approximati-

on mit ` = 3 ist sehr kompliziert bei allgemeinem Gitter, bei �aquidistantem Gitter vereinfachen

sich diese zu

ai(f) := f(xi)� h2

3
f [xi�1; xi; xi+1];

(vgl. dazu (4.2.7)). Q reproduziert kubische Polynome.

Auch ohne Au�osung eines linearen Gleichungssystems (4.2.7) bzw. (4.4.2) kann also eine

H4-Approximation einer C4-Funktion konstruiert werden, wenn auf die strenge Interpolations-

forderung aus Satz 4.3.2 verzichtet wird.
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5 Numerische Integration und Di�erentiation

In der Praxis stellt sich oft die Aufgabe, mit einer gegebenen Funktion f eine aufwendige, oder

explizit nicht m�ogliche Operation durchzuf�uhren. Als Ausweg kann man die Funktion durch

eine \einfachere" ersetzen, f�ur die die Operation (einfach) ausf�uhrbar ist. Bei Integration und

Di�erentiation bietet sich die Polynom-Interpolierende in der Lagrange-Form aus x3.2 an:

f(x) �= pn(x) =
nX

j=0

Lj(x)f(xj)
?

=)Z b

a
f(x)dx �=

Z b

a
pn(x)dx =

nX
j=0

� Z b

a
Lj(x)dx

�
f(xj) =:

nX
j=0

�jf(xj);

f 0(0) �= p0n(0) =
nX

j=0

L0j(0) f(xj) =:
nX

j=0

Æjf(xj):

(5.0.1)

Diese N�aherungen f�ur Integral- und Ableitungswerte sind also einfach Linearkombinationen von

Funktionswerten. Daher werden jetzt solche Approximationen behandelt, zun�achst f�ur die Inte-

gration.

5.1 Quadratur

Bei nicht stetig di�erenzierbaren Integranden ist es f�ur Fehleraussagen vorteilhaft, diese als Pro-

dukt einer glatten Funktion und einer speziellen, schwierigen Gewichtsfunktion g(x) > 0 (z.B.p
x; 1=

p
x; ::) aufzufassen. Im folgenden wird daher die Integration mit einer festen Gewichts-

funktion g betrachtet.

De�nition 5.1.1 Falls
R b
a f(x)g(x)dx existiert, hei�t

Z b

a
f(x)g(x)dx =

nX
j=0

�jf(xj) +Rn(f) (5.1.1)

eine Quadraturformel mit den Gewichten �j zu den Knoten

a � x0 < x1 < : : : < xn � b:

Dabei ist Rn(f) der Quadraturfehler bzw. das Restglied und man sagt, die Formel (5.1.1) besitze

die Ordnung m 2 N, wenn gilt

Rn(p) = 0 8p 2 �m�1:

F�ur die speziellen Quadraturformeln, die sich wie in (5.0.1) durch Integration des Interpolati-

onspolynoms ergeben, sind die Gewichte

�j =

Z b

a
Lj(x)g(x)dx; j = 0; : : : ; n: (5.1.2)
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Aus der Darstellung (3.3.11) des Interpolationsfehlers rn = f � pn folgt

Rn(f) =

Z b

a
f(x)g(x)dx �

nX
j=0

�jf(xj) =

Z b

a
rn(x)g(x)dx

=

Z b

a
!n+1(x)f [x0; : : : ; xn; x]g(x)dx: (5.1.3)

F�ur f 2 Cn+1[a; b] f�uhrt eine Betragsabsch�atzung auf die Schranke

jRn(f)j �
Z b

a
j!n+1(x)jg(x)dx 1

(n+ 1)!
kf (n+1)k1: (5.1.4)

Damit folgt insbesondere der

Satz 5.1.2 Die Ordnung einer interpolatorischen Quadraturformel (5.1.1), (5.1.2) ist minde-

stens n+ 1.

Die Betragsschranke kann noch versch�arft werden, wenn das Knotenpolynom !n+1 nur ein Vor-

zeichen besitzt, d.h., wenn

!n+1(x) = (x� x0) � � � (x� xn) � 0 8x 2 [a; b] (bzw. � 0 8::): (5.1.5)

Dann gilt nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung mit �1; �2 2 (a; b), sogar

Rn(f) =

Z b

a
!n+1(x)g(x)dx � f [x0; : : : ; xn; �1]

= %n � f (n+1)(�2); %n :=
1

(n+ 1)!

Z b

a
!n+1(x)g(x)dx: (5.1.6)

5.2 Newton-Cotes-Formeln

Speziell f�ur g � 1 und �aquidistante Knoten xj = x0 + jh; j = 0; : : : ; n, die die Randpunkte ent-

halten (d.h. x0 = a; h = (b�a)=n, \abgeschlossene Formeln") oder ausschlie�en (a < x0; xn < b,

\o�ene Formeln") ergeben sich die Newton-Cotes-Formeln. Die einfachsten Spezialf�alle sind:

Rechteckregel: n = 0, o�ene Formel, Ordnung 2:

-

Z b

a
f(x)dx = (b� a) f

�a+ b

2

�
+
(b� a)3

24
f 00(�): (5.2.1)

Trapezregel: n = 1, abgeschlossene Formel, Ordnung 2:

-

   
   Z b

a
f(x)dx =

b� a

2

h
f(a) + f(b)

i
� (b� a)3

12
f 00(�): (5.2.2)
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Simpsonregel: n = 2, abgeschlossene Formel, Ordnung 4:

-

Z b

a
f(x)dx =

b� a

6

h
f(a) + 4f(

a+ b

2
) + f(b)

i
(5.2.3)

�(b� a)5

2880
f (4)(�):

In diesen Formeln steht � jeweils f�ur eine unbekannte Zwischenstelle in (a; b). Eine Tabelle der

Gewichte �j und der FehlerkoeÆzienten %n f�ur weitere Ordnungen folgt weiter unten. Zun�achst

wird nachgepr�uft, da� bei der Rechteck- und Simpsonregel die Ordnung tats�achlich n + 2 ist,

statt n+ 1, wie nach Satz 5.1.2 zu erwarten.

Beweis von (5.2.3): F�ur a = 0 (oBdA) sind die Lagrangepolynome zu x0 = 0; x1 = h; x2 = 2h:

L0(x) =
(x� h)(x� 2h)

2h2
; L1(x) =

x(x� 2h)

�h2 ; L2(x) =
x(x� h)

2h2
2 �2:

Daraus berechnen sich die Gewichte

�0 =

Z 2h

0
L0(x)dx =

1

2h2
[
1

3
x3 � 3h

2
x2 + 2h2x]2h0 =

h

3
= �2; �1 =

Z 2h

0
L1(x)dx =

4

3
h:

Die Fehlerdarstellungen (5.1.4) bzw. (5.1.6) stimmen allerdings noch nicht mit der in (5.2.3)

�uberein. Dazu ist die Zusatz�uberlegung erforderlich, da� wegen

-
Z 2h

0
!3(x)dx =

Z 2h

0
x(x� h)(x� 2h)dx = 0 (5.2.4)

sogar kubische Polynome exakt integriert werden! Dazu wird eine zus�atzliche Interpolationsbe-

dingung p0(x1) = f 0(x1) betrachtet. Nach (3.3.7) folgt dann mit p2 = f(x0)L0+f(x1)L1+f(x2)L2

die Darstellung p3(x) = p2(x) + !3(x)f [x0; x1; x1; x2] undZ 2h

0
p3(x)dx =

Z 2h

0
p2(x)dx+

Z 2h

0
!3(x)dx| {z }
=0

f [x0; x1; x1; x2] = �0f(x0) + �1f(x1) + �2f(x2):

Daher sind die Integrale �uber p2 und p3 identisch und es gilt (5.1.3) sogar mit n = 3 und auch

(5.1.6) mit %3 = � 1
90h

5, da

!4(x) = x(x� h)2(x� 2h) � 0 8x 2 [0; 2h]:

Dieser Beweis �ubertr�agt sich auf alle Newton-Cotes-Formeln mit geradem n, die Ordnung ist f�ur

diese n+ 2 statt n+ 1.

Die folgende Tabelle enth�alt die Gewichte und Fehlerkonstanten der Newton-Cotes-Formeln.

Da die Gewichte rational sind, erfolgt die Angabe in der FormZ b

a
f(x)dx =

b� a



nX
j=0

�jf(xj) + c
�b� a

n

�m+1
f (m)(�); � 2 (a; b): (5.2.5)
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Abgeschlossene Newton-Cotes-Formeln, xj = a+ jh; j = 0; : : : ; n; h = b�a
n .

n  �0 �1 �2 �3 �4 c m

1 2 1 1 -1/12 2

2 6 1 4 1 -1/90 4

3 8 1 3 3 1 -3/80 4

4 90 7 32 12 32 7 -8/945 6

5 288 19 75 50 50 75 -275/12096 6

6 840 41 216 27 272 27 -9/1400 8

7 17280 751 3577 1323 2989 2989 -8183/518400 8

8 28350 989 5888 -928 10496 -4540 -2368/467775 10

Die fehlenden KoeÆzienten �5; : : : ; �8 sind symmetrisch zu erg�anzen. Die Gewichte f�ur n � 8

sind nicht mehr positiv. Dies erh�oht etwas die Anf�alligkeit der Formeln f�ur Rundungsfehler.

F�ur die Konvergenz (n ! 1) der Quadraturformel (5.2.5) gilt das gleiche wie bei der

Polynom-Interpolation. Das Anwachsen der h�oheren Ableitungen f (m); m = 2(bn2 c + 1), kann

die Konvergenz zerst�oren. Andererseits geht der Fehler

Rn(f) = c

�
b� a

n

�m+1

f (m)(�)

sehr schnell gegen null f�ur (b � a) ! 0. Dies kann durch Unterteilung des Gesamtintervalls

ausgenutzt werden. Dabei wird eine Quadraturformel fester

Ordnung iteriert angewendet. Bei der Trapezregel (5.2.2), z.B.,

ergibt sich mit Teilintervallen [xi�1; xi]; xj = a + jh; j =

0; : : : ; n; h := (b� a)=n, die N�aherungZ b

a
f(x)dx =

nX
i=1

Z xi

xi�1

f(x)dx �=
nX
i=1

h

2

h
f(xi) + f(xi�1)

i
=

h

2

h
f(x0) + 2f(x1) + : : :+ 2f(xn�1) + f(xn)

i
:

-

6

a b

F�ur diese N�aherung und die zur Simpsonregel gilt folgende Fehleraussage.

Satz 5.2.1 F�ur n 2 N sei h := (b� a)=n; xi = a+ ih; fi := f(xi); i = 0; : : : ; n. Dann gilt mit

einer Zwischenstelle � 2 (a; b) f�ur die

a) iterierte Trapezregel bei f 2 C2[a; b]:Z b

a
f(x)dx =

h

2

�
f0 + 2f1 + : : : + 2fn�1 + fn

�
� b� a

12
h2f 00(�); (5.2.6)

b) iterierte Simpsonregel bei f 2 C4[a; b]; n gerade:Z b

a
f(x)dx =

h

3

�
f0 + 4f1 + 2f2 + 4f3 + : : :+ 4fn�1 + fn

�
� b� a

180
h4f (4)(�): (5.2.7)
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Beweis Die Beweise von a) und b) verlaufen analog. Bei b) wird die Formel (5.2.3) �uber die
n
2 =: k Intervalle [x2i�2; x2i] summiert. Beim Restglied erh�alt man dabei mit �i 2 (x2i�2; x2i)

� 1

2880

kX
i=1

(x2i � x2i�2)5f (4)(�i) = � 32

2880
h5

kX
i=1

f (4)(�i) = �b� a

180
h4f (4)(�):

An diesen Darstellungen sieht man, da� es sinnvoll ist, in (5.2.5) als Ordnung der Formel die Zahl

m und nicht m+ 1 anzugeben. Ein praktischer Vorteil der iterierten Trapez- und Simpsonregel

ist, da� bei einer Verdopplung der Intervallzahl alle alten Funktionswerte verwendbar sind.

Der wesentliche Rechenaufwand bei beiden iterierten Formeln f�allt bei den n+1 Funktions-

auswertungen f0; : : : ; fn an. Bei einem Vergleich der Fehler sieht man, da�

Rn(f) � 1

n2
(Trapezregel) bzw. Rn(f) � 1

n4
(Simpsonregel)

gilt bei einem gen�ugend oft di�erenzierbaren Integranden f . Eine Verdopplung der Zahl n der

Funktionsauswertungen verkleinert den Fehler Rn(f) bei der Trapezregel um den Faktor 1
4 , bei

der Simpsonregel dagegen um den Faktor 1
16 bei vergleichbarem Aufwand. Daher sind bei glatten

Integranden Formeln hoher Ordnung g�unstiger.

Beispiel 5.2.2
R 2
1

dx
x = ln2 = 0:6931472::.

h Trapez Fehler Simpson Fehler

1 0.75 0.056

1/2 0.7083.. 0.015.. 0.694.. 0.00129..

1/4 0.6970.. 0.0038.. 0.69325.. 0.00010..

1/8 0.6941.. 0.00097.. 0.69315.. 0.000007..

1/16 0.69339.. 0.0002.. 0.6931476.. 0.0000004..

Diese Beobachtung f�uhrt nat�urlich sofort auf das Ziel, mit m�oglichst wenig Funktionsauswertun-

gen eine m�oglichst hohe Ordnung zu erzielen. Mit der folgenden Klasse von Quadraturformeln

wird dieses Ziel erreicht.

5.3 Gau�-Quadratur

Bei den Newton-Cotes-Formeln hatte man f�ur geraden Polynomgrad n eine um eins erh�ohte

Konvergenzordnung aufgrund der EigenschaftZ b

a
!n+1(x)dx = 0; !n+1 = (x� x0) � � � (x� xn);

die auf die Symmetrie der Knoten xi zur�uckzuf�uhren war. Durch geeignete Wahl der Knoten xi

kann die Ordnung sogar verdoppelt werden, es l�a�t sich erreichen, da� f�ur den Quadraturfehler

(5.1.1) gilt

Rn(f) = 0 8f 2 �2n+1: (5.3.1)
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Es sei nun f 2 �2n+1 und pn(x) =
Pn

i=0 f(xi)Li(x) das zugeh�orige Interpolationspolynom in

�n. Da dann gilt f = pn+!n+1 �qn mit qn 2 �n, entspricht die Forderung (5.3.1) der Bedingung

Rn(f) =

Z b

a
f(x)g(x)dx �

Z b

a
pn(x)g(x)dx =

Z b

a
!n+1(x)qn(x)g(x)dx

!
= 0:

Daher ist (5.3.1) o�ensichtlich genau dann erf�ullt, wennZ b

a
!n+1(x)q(x)g(x)dx = 0 8q 2 �n: (5.3.2)

F�ur g > 0 in (a; b) stellt die Bilinearform

(u; v)g :=

Z b

a
u(x)v(x) g(x)dx (5.3.3)

ein Innenprodukt in C[a; b] dar. Die Forderung (5.3.2) bedeutet daher

!n+1 ?g �n () (!n+1; q)g = 0 8q 2 �n; (5.3.4)

es mu� !n+1 also g-orthogonal zu allen Polynomen vom Grad n gew�ahlt werden!

Eine Familie von Orthogonalpolynomen !k; k 2 N, zum Innenprodukt (5.3.3) kann mit

Hilfe des E. Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahrens aus der Basis f1; x; x2; : : :g konstruiert
werden. Diese Orthogonalpolynome besitzen gl�ucklicherweise nur reelle Nullstellen in (a; b), die

als Knoten x0; : : : ; xn einer Quadraturformel verwendet werden k�onnen. Die wesentlichen Aus-

sagen werden im n�achsten Satz zusammengefa�t, sp�ater folgt ein �Uberblick �uber einige wichtige

Klassen von Orthogonal-Polynomen.

Satz 5.3.1 Die St�utzstellen xi; i = 0; : : : ; n, der Quadraturformel (5.1.1), (5.1.2) seien als

Nullstellen des Orthogonalpolynoms vom Grad n+ 1 zur Gewichtsfunktion g 2 C[a; b]; g > 0 in

(a; b), gew�ahlt, d.h. !n+1 2 �n+1; !n+1 ?g �n. Dann besitzt diese Gau�-sche Quadraturformel

die Ordnung 2n+ 2, d.h. es ist Rn(f) = 0 8f 2 �2n+1. F�ur f 2 C2n+2[a; b] gilt mit � 2 (a; b),

Rn(f) =

Z b

a
f(x)g(x)dx �

nX
i=0

�if(xi) =
1

(2n+ 2)!

Z b

a
!2
n+1(x)g(x)dx f

(2n+2)(�): (5.3.5)

Bemerkung: Gegen�uber den Newton-Cotes-Formeln erh�alt man also ungef�ahr die doppelte Kon-

vergenzordnung ohne Mehraufwand. Bei der Verwendung in iterierten Formeln besitzen die

Gau�formeln aber praktische Nachteile (vgl. x5.4).

Beweis Hier ist nur noch zu zeigen, da� das Restglied die von (5.1.6) abweichende Form hat.

Analog zum Beweis bei der Simpsonregel (5.2.3) werden zus�atzliche Interpolationsbedingun-

gen benutzt: f 0(x0); : : : ; f 0(xn). Im Vergleich zum einfachen Polynom pn 2 �n mit pn(xi) =

f(xi); i = 0; : : : ; n hat die Newtonform dieses Interpolationspolynoms p2n+1 2 �2n+1 mit

p2n+1(xi) = f(xi); p02n+1(xi) = f 0(xi); i = 0; : : : ; n;
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nach (3.3.7) die Gestalt

p2n+1(x) = pn(x) + !n+1(x)f [x0; ::; xn; x0] + !n+1(x)(x� x0)f [x0; ::; xn; x0; x1] +

: : :+ !n+1(x)(x� x0) � � � (x� xn�1)f [x0; : : : ; xn; x0; : : : ; xn]:

Au�erdem ist nach (3.3.11)

f(x) = p2n+1(x) + !2
n+1(x)f [x0; : : : ; xn; x0; : : : ; xn; x]: (5.3.6)

Aufgrund der Orthogonalit�at (5.3.4) gilt aberZ b

a
!n+1(x)(x� x0) � � � (x� xk)g(x)dx = 0 8k < n; d.h.;

Z b

a
p2n+1(x)g(x)dx =

Z b

a
pn(x)g(x)dx =

nX
i=0

�if(xi): (5.3.7)

Aus (5.3.6) folgt die Aussage (5.3.5), da die Fehlerformel (5.1.6) wegen !2
n+1 � 0 jetzt auf p2n+1

angewendet werden kann.

Bemerkung: In (5.3.7) zeigt sich, da� die Gewichte �i in der zu p2n+1 geh�origen erweiterten

Quadraturformel
R b
a p2n+1(x)g(x)dx =

Pn
i=0[�if(xi) + �if

0(xi)] alle verschwinden: �i � 0.

Zum Vergleich der verschiedenen Methoden dient folgendes

Beispiel 5.3.2
R 1
�1 e

xdx = e1 � e�1 = 2 sinh 1 = 2:3504024. N�aherungen

a) Trapezregel, Ordnung 2, 2 Schritte, 3 Punkte:

b� a

4
[f(�1) + 2f(0) + f(1)] = 2 cosh2

1

2
= 2:54308::; Fehler = 0:193::

b) Simpsonregel, Ordnung 4, 3 Punkte:

b� a

6
[f(�1) + 4f(0) + f(1)] =

1

3
[4 + 2 cosh 1] = 2:36205::; Fehler = 0:012::

c) Gau�quadratur mit 2 Punkten, Ordnung 4. Bestimmung der Orthogonalpolynome: !0 = P0 �
1; !1(x) = P1(x) = x ? !0; Ansatz !2 = x2 + ax+ b ? �1, d.h.

�) 0
!
=

Z 1

�1
[x2 + ax+ b]dx =

hx3
3
+ a

x2

2
+ bx

i1
�1 =

2

3
+ 2b ) b = �1

3
;

�) 0
!
=

Z 1

�1
x[x2 + ax+ b]dx =

hx4
4
+ a

x3

3
+ b

x2

2

i1
�1 =

2

3
a ) a = 0:

Dies ergibt !2(x) = x2 � 1
3 mit den Nullstellen x0 = � 1p

3
; x1 =

1p
3
= 0:57735:. Aus Symme-

triegr�unden ist �0 = �1 = 1. Die Gau�n�aherung hat daher den Wert

f(x0) + f(x1) = 2 cosh(x1) = 2:342696:: Fehler = �0:0077::

Je nach Art der im Integranden zu ber�ucksichtigenden Singularit�at (! Gewichtsfunktion)

ergeben sich verschiedene Polynomfamilien (vgl. folgende Tabelle), in denen jeweils auch Drei-

Term-Rekursionen gelten (vgl. x3.4). Die wichtigste Familie zur Gewichtsfunktion g � 1 ist die
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der Legendrepolynome. Zur Vereinfachung wird meist das Standardintervall [�1; 1] zugrundege-
legt, durch Variablensubstitution sind andere Intervalle darauf zur�uckf�uhrbar (wie (3.6.7)).

Polynom-Orthogonalfamilien nach Satz 5.3.1:

Intervall Gewichtsfunkt. Bezeichnung Rekursionsformel

[�1; 1] g � 1 Legendre-Pol. Pn+1 =
2n+1
n+1 xPn � n

n+1Pn�1; P0 = 1; P1 = x

[�1; 1] g(x) =
p
1� x2 Tscheby. 2.Art Un+1 = 2xUn � Un�1; U0 = 1; U1 = 2x

(�1; 1) g(x) = 1p
1�x2 Tscheby. 1.Art

Tn+1 = 2xTn�Tn�1; T0 = 1; T1 = x

Gewichte konstant, �j =
�
n

[0;1) g(x) = e�x Laguerre-Pol.
Ln+1 =

2n+1�x
n+1 Ln � n

n+1Ln�1
L0 = 1; L1 = 1� x

(�1;1) g(x) = e�x
2

Hermite-Pol. Hn+1 = 2xHn � 2nHn�1; H0 = 1; H1 = 2x

�Uber die angegebenen Polynomfamilien gibt es eine umfangreiche Literatur v.a. im Zusammen-

hang mit Reihenentwicklungen f�ur L�osungen von Di�erentialgleichungen (z.B. Courant-Hilbert).

Quadratur-Knoten und -Gewichte sind tabelliert, die Berechnung ist bei Stoer, x3.5, besprochen.

Eine explizite Darstellung von Orthogonalpolynomen ist oft mit Hilfe von Rodriguez-Formeln

m�oglich. Die Legendre-Polynome, z.B., haben, bis auf Konstanten, die Gestalt

Pn(x) =
n!

(2n)!

dn

dxn
(x2 � 1)n; n = 0; 1; : : : : (5.3.8)

Diese Formel ergibt sich aus den Orthogonalit�atsbedingungen (5.3.2) durch partielle Integration.

Aus dieser Darstellung (5.3.8) folgt �ubrigens direkt die Existenz von n reellen Nullstellen in

(�1; 1) nach dem Satz von Rolle.

5.4 Adaptive Integration

Bisher wurde �uberhaupt nicht diskutiert, wie im konkreten Fall, bei gegebenem Integranden,

das Quadraturverfahren und dessen Parameter (Schrittweite h, Ordnung) zu w�ahlen sind. Im

allgemeinen will man den Integralwert mit einer bestimmten Genauigkeit " bei minimalem Auf-

wand berechnen. Falls �uber den Integranden gen�ugend analytische Information vorhanden ist,

kann im Prinzip aus der Restglieddarstellung (5.1.4) die Ordnung der Formel und die Zahl der

Teilintervalle so bestimmt werden, da� die Fehlerschranke den Wert " nicht �uberschreitet.

Diese aufwendige Methode l�a�t sich umgehen, wenn die Quadraturformel mit einer Feh-

ler(ab)sch�atzung verbunden wird. Dies soll bei der iterierten Trapezregel besprochen werden.

Wenn das Intervall [a; b] in n Teile [xi�1; xi] zerlegt ist, gilt in jedem Teil mit �i 2 (xi�1; xi):Z xi

xi�1

f(x)dx� 1

2
(xi � xi�1)[f(xi�1) + f(xi)] = � 1

12
(xi � xi�1)3f 00(�i) =: R[xi�1; xi]: (5.4.1)

Der lokal auftretende Fehler setzt sich also aus der aktuellen Teilintervall�ange und dem lokalen

Wert der zweiten Ableitung zusammen. Eine eÆziente Strategie bei der Quadratur sollte den
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vorgegebenen Fehler mit m�oglichst wenig Funktionsauswertun-

gen erreichen. Im Bereich kleiner Ableitungen kann dazu mit

gro�en Schrittweiten vorgegangen werden, w�ahrend bei gro�en

Ableitungswerten viel feinere Unterteilungen n�otig sind.

-

6

Eine gute Strategie in diesem Sinn ist die der proportionalen Gleichverteilung des Fehlers���R[xi�1; xi]��� !� xi � xi�1
b� a

"; i = 1; : : : ; n: (5.4.2)

Dann gilt n�amlich�����
Z b

a
f(x)dx�

nX
i=1

xi � xi�1
2

[f(xi�1) + f(xi)]

����� �
nX
i=1

jR[xi�1; xi]j �
nX
i=1

xi � xi�1
b� a

" = ": (5.4.3)

Zur Anwendung der Strategie (5.4.2) sind zwei Fragen zu kl�aren:

a) Wie erh�alt man eine Absch�atzung des lokalen Fehlers R[xi�1; xi]?

b) Wie konstruiert man damit eine Unterteilung, die (5.4.2) erf�ullt?

Zu a): Au�er bei einfachen Integranden, bei denen kf 00k[xi�1;xi] abgesch�atzt werden kann (evtl.

mit Intervallrechnung), begn�ugt man sich mit einer Sch�atzung des lokalen FehlersR[xi�1; xi].
So gilt, z.B., mit hi := xi � xi�1 f�ur ein �i 2 (xi�1; xi) die Aussage

f(xi�1)� 2f
�xi�1 + xi

2

�
+ f(xi) =

1

4
h2i f

00(�i) �= � 3

hi
R[xi�1; xi]: (5.4.4)

Dies folgt aus (3.3.10) oder durch Taylorentwicklung um 1
2(xi�1 + xi). Mit der Approxi-

mation (5.4.4) wird das Kriterium (5.4.2) ersetzt durch

���f(xi�1)� 2f
�xi�1 + xi

2

�
+ f(xi)

��� !� 3"

b� a
: (5.4.5)

Zu b): Die Gitterkonstruktion zur Einhaltung von (5.4.5) kann ganz einfach �uber folgendes

adaptive Verfahren geschehen:

� w�ahle x0 := a; x1 := b;

� Falls (5.4.5) verletzt ist, halbiere das Intervall, setze
x1 := (x0 + x1)=2;

� Falls (5.4.5) gilt, akzeptiere den Integralwert f�ur
R x1
x0

und fahre wie oben fort mit der Integration im Rest-

intervall
R b
x1
, d.h. mit x0 := x1; x1 := b:

a

x0

b

x1

x0 x1

x0 x1

Der folgende Programmteil beschreibt diesen einfachen Algorithmus.
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Algorithmus 5.4.1 Einfache adaptive Quadratur

x0 := a; f0 := f(x0); x1 := b; f1 := f(x1);

w := 0; e := 3"=(b � a);

repeat xm := 0:5 � (x0 + x1); fm := f(xm);

if abs(f0� 2 � fm+ f1) <= e then fakzeptiereng
begin w := w + 0:5 � (x1� x0) � (f0 + f1);

x0 := x1; f0 := f1; x1 := b; f1 := f(x1)

end else fhalbiereng
begin x1 := xm; f1 := fm end

until x0 >= b;

In der Praxis sind Funktionsauswertungen zu kostbar, um sie im Falle eines nicht akzeptierten

Teilintegrals zu verwerfen. Durch eine Einschr�ankung der Teilintervall�angen auf die Werte (b�
a)2�j ; j 2N; und einfache Zusatzbedingungen kann man erreichen, da� alle einmal berechneten

Funktionswerte sp�ater auch verwendet werden. Die Verwaltung der gespeicherten Funktionswerte

l�a�t sich elegant in einem Keller speicher (Stapel, stack, FILO) realisieren.

Beispiel:

Schwarz markierte

Gitterwerte stehen im Keller

halbieren

s halbieren

s s akzeptieren

s halbieren

s s akzeptieren

s etc...

Professionelle Programme steuern lokal au�er der Schrittweite auch die Ordnung der Formel.

Demo-Beispiel: Adaptive Integration von

Z 1

0
ex dx;

Z 1

�1

�q
jx2 � 0:25j � 1

3

�
dx;

Z 1

0
sin

1

x2 + 0:05
dx:

5.5 Richardson-Extrapolation, Romberg-Verfahren

Im letzten Abschnitt wurde zum ersten Mal die theoretische Kenntnis des Fehlerverhaltens von

Quadraturformeln praktisch ausgenutzt. Die folgende Methode verwendet diese in noch viel

st�arkerem Ma�e zu einer erheblichen Verbesserung der Konvergenz. Dazu sei noch einmal an die

Werte des Beispiels aus x5.2 erinnert:

Beispiel 5.5.1 Iterierte Trapezregel zu W :=
R 2
1

1
x dx = ln2 = 0:6931472::.
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h 1 1/2 1/4 1/8 1/16

Th 0.75 0.70833 0.69702 0.694122 0.693391

Fehler 0.0568 0.01518 0.00387 0.000975 0.000244

Fehler-Quotient 3.74 3.92 3.99 3.996

Der Quotient aufeinanderfolgender Fehler konvergiert o�ensichtlich gegen 4 f�ur h! 0:

W � Th
W � Th=2

! 4; d.h., W � Th � ah2 = o(h2):

Dabei ist a eine Konstante und o(hk); (h ! 0); bezeichnet eine Funktion, die schneller gegen

Null geht als hk. Bei Vernachl�assigung dieses Terms in der letzten Gleichung kann die unbekannte

Konstante a bei Kenntnis von zwei Trapezn�aherungen eliminiert werden in folgender Weise:

a
:
=

1

h2
(W � Th) ) W

:
= Th=2 + a

h2

4
:
= Th=2 +

h2

4

1

h2
(W � Th); bzw.

W
:
=

4

3
Th=2 �

1

3
Th =: bTh=2: (5.5.1)

Die auf diese Weise neu kombinierten Werte zum letzten Zahlenbeispiel lauten

h = 1 1/2 1/4 1/8 1/16bTh= 0.69444 0.6932 0.69316 0.693147

Diese besitzen ca. die doppelte Anzahl von g�ultigen Zi�ern wie die urspr�unglichen Trapezwerte.

Der Erfolg des Vorgehens beruht auf folgender Eigenschaft.

De�nition 5.5.2 Die Gr�o�e Th; 0 < h 2 R, besitzt eine asymptotische Entwicklung (nach

Potenzen von hk), wenn q 2 N und von h unabh�angige KoeÆzienten aj 2 R existieren so, da�

gilt

Th =W + a1h
k + a2h

2k + : : : + aqh
qk +O(hqk+1); h! 0: (5.5.2)

Bei der Trapezregel (k = 2, s.u.) ver�andert die Linearkombination (5.5.1) die Entwicklung (5.5.2):

bTh=2 = 4

3
Th=2 �

1

3
Th = W + a1h

2(
4

3

1

4
� 1

3
) + a2h

4(
4

3

1

16
� 1

3
) + : : :

= W � 1

4
a2h

4 + : : :

In der Entwicklung wurde also der h2-Fehleranteil eliminiert, bTh ist jetzt eine N�aherung der

Ordnung 4. Genauer gilt bTh=2 =W + â2(
h
2 )

4 + : : :. Daher kann das Extrapolationsverfahren von

oben noch einmal auf bT angewendet werden. Bevor diese Methode systematischer untersucht

wird, sei zun�achst die Aussage (5.5.2) f�ur die Trapezregel formuliert.

Satz 5.5.3 (Euler-McLaurin-Summenformel) F�ur f 2 C2q+2[a; b] besitzt die iterierte Trapezre-

gel (5.2.6) folgende h2-Entwicklung, h = (b� a)=n,

Th =
h

2
[f0 + 2f1 + : : :+ 2fn�1 + fn] =

Z b

a
f(x)dx (5.5.3)

+
qX

j=1

bjh
2j
h
f (2j�1)(b)� f (2j�1)(a)

i
+ c2q+2h

2q+2f (2q+2)(�); � 2 (a; b):
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Beweis (-Idee, vgl. Stoer) Auf einem einzelnen Intervall, z.B. [0; h], gilt

h

2
[f(0) + f(h)] =

h
(x� h

2
)f(x)

ih
0
=

Z h

0

h
(x� h

2
)f(x)

i0
dx =

Z h

0
f(x)dx+

Z h

0
(x� h

2
)f 0(x)dx:

Hier kann nun wieder partiell integriert werden. Dabei lassen sich die Integrationskonstanten

so w�ahlen, da� Terme mit ungeraden h-Potenzen nicht auftreten. Im ersten Schritt etwa ist

p2(x) :=
1
2(x

2 � hx+ h2=6) eine Stammfunktion von (x� h
2 ) mit

R h
0 p2(x)dx = 0. Daher hat p2

eine Stammfunktion p3(x) =
R x
0 p2(t)dt mit p3(0) = p3(h) = 0 und es gilt

h

2
[f(0) + f(h)] =

Z h

0
f(x)dx+

h2

12
[f 0(h)� f 0(0)] +

Z h

0
p3(x)f

000(x)dx;

also b1 = 1=12. Das Gesamtergebnis (5.5.3) folgt durch Summation �uber die Teilintervalle.

Bemerkung: Der Summenformel entnimmt man, z.B., auch folgende Aussage: Wenn der Inte-

grand (b� a)-periodisch ist, besitzt die Trapezregel sogar maximale Ordnung 2q + 2.

Extrapolationsverfahren arbeiten nach folgendem Prinzip.

Ein Grenzwert W = limh&0 Th =: T0 soll bestimmt werden,

wobei Th aber nur f�ur (einzelne) Werte h > 0 tats�achlich

berechnet werden kann. Anstatt nun die Elemente einer

Folge von Werten Th0 ; Th1 ; : : : unabh�angig voneinander zu

betrachten, ist es g�unstiger, das Interpolationspolynom zu

(h0; Th0); : : : ; (hm; Thm) zu berechnen und dessen Wert in

h = 0 als N�aherung f�ur T0 heranzuziehen. Zur Auswer-

tung des Polynoms in der Stelle 0 eignet sich am besten

der Neville-Algorithmus (3.3.5).

6

-
h0h1h2h30

b

bbbT0

Th

Dazu wird aber (5.5.2) als Entwicklung nach der Variablen hk aufgefa�t. F�ur die Polynomwerte

pij = pij(0) bekommt man so den folgenden Algorithmus der Richardson-Extrapolation:

pi0 := Thi ; i = 0; : : : ;m

pij := pi+1;j�1 +
pi+1;j�1 � pi;j�1
(hi=hi+j)k � 1

;

(
i = 0; : : : ;m� j

j = 1; : : : ;m
: (5.5.4)

Die Berechnung erfolgt wieder in einem Dreieckschema spalten- oder zeilenweise. In der Praxis

werden meist feste Schrittweitenfolgen, z.B. hi=hi+j = 2j , verwendet. Dann ben�otigt (5.5.4)

nur 3 Operationen pro Schritt. Die durch die Extrapolation (5.5.4) erreichte Erh�ohung der

Konvergenzordnung ergibt sich aus

Satz 5.5.4 Wenn f�ur die Gr�o�e Th eine asymptotische Entwicklung (5.5.2) existiert, dann gilt

f�ur die nach (5.5.4) mit h0 > h1 > : : : extrapolierten Werte die Darstellung

pij = T0 + hki � � � hki+j [(�1)jaj+1 +O(hki )]; (5.5.5)

h0 ! 0; j < q. Bei einem konstanten Schrittweitenverh�altnis v = hi=hi�1 < 1 vereinfacht sich

die Darstellung zu

pij = T0 + h
k(j+1)
i+j [(�1)jv�kj(j�1)=2aj+1 +O(hki+j)]; (5.5.6)
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h0 ! 0; j < q. Die Ordnung der N�aherung hat sich also auf hk(j+1) erh�oht.

Beweis Alle beteiligten Gr�o�en, insbesondere die in der Entwicklung (5.5.2) auftretenden h-

Potenzen, werden als Funktionen von s := hk interpretiert,

h`k = s` =: g`(s); ` � 1; bzw. 1 = s0 =: g0(s):

Da die Polynominterpolation (vom Grad j zu si; : : : ; si+j) einer beschr�ankten, linearen Abbil-

dung Pj entspricht, vgl. (3.6.11), kann man sich in der Entwicklung (5.5.2) wegen

PjTs = T0Pjg0 +
qX

`=1

a`Pjg` + : : :

bei der Analyse des Verfahrens (5.5.4) auf einzelne Summanden beschr�anken. Der Wert des

Interpolationspolynoms q`;j(s) = (Pjg`)(s) vom Grad j zu einem Monom g` ist im Punkt s = 0

bei der konstanten Funktion (` = 0) q0j(0) = 1 und f�ur 0 < ` � j dann q`j(0) = 0. F�ur ` = j+1

wird aber gj+1 nicht mehr exakt interpoliert, wegen gj+1(0) = 0 ist der Wert qj+1;j(0) daher

gerade der Interpolationsfehler in s = 0. Nach (3.3.11) ist dies

pj+1;j(0) = gj+1(0) � (0� si) � � � (0� si+j)gj+1[si; : : : ; si+j; 0] = (�1)jsi � � � si+j (j + 1)!

(j + 1)!
:

Somit hat das Interpolationspolynom Pj(T0g0+ a1g1+ : : :+ aj+1gj+1) vom Grad j in s = 0 den

Wert T0 + (�1)jsi � � � si+jaj+1. Dies entspricht der Behauptung.

Praktische Durchf�uhrung

1. In der Trapezregel brauchen nach einer Schrittweitenhalbierung bei der Berechnung von

Th=2 die in Th enthaltenen Funktionswerte nicht mehr neu berechnet zu werden. Bei Ex-

trapolation sind daher folgende Schrittweitenfolgen g�unstig.

a) Romberg-Folge: h0 = � � �; hi = 2�ih0. Diese Quadratur-Methode hei�t Romberg-

Verfahren. In Satz 5.5.4 gilt

pij = T0 + h2j+2
i+j �aj+1 + : : : :

Wenn hiermit hohe Ordnungen erreicht werden sollen, sind allerdings sehr viele Funkti-

onsauswertungen erforderlich, n�amlich 2j + 1 f�ur p0j . Eine Formel der Ordnung 16 etwa

verwendet hier 129 Punkte, w�ahrend die Gau�formel daf�ur mit 8 Punkten auskommt!

b) Bulirsch-Folge: h0 = � � � und f�ur i = 1; 2; : : :

hi=h0 =
1

2
;
1

3
;
1

4
;
1

6
;
1

8
;

1

12
; : : : =

(
2�(i+1)=2; i ungerade;
2
32
�i=2; i gerade:

Die Anzahl der f�ur eine bestimmte Ordnung ben�otigten St�utzstellen w�achst hier langsamer,

Ordnung 16, z.B., ist jetzt mit 25 Punkten erreichbar.
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2. Wie bei den anderen Quadraturverfahren kennt man i. a. nicht die g�unstigste Ordnung

(etwa die Di�erenzierbarkeitsordnung von f). Daher sollte die Zul�assigkeit der Extrapola-

tion in der Praxis durch �Uberwachung der Konvergenzaussage (5.5.5), (5.5.6) sichergestellt

werden. F�ur die Romberg-Folge gilt nach (5.5.6):

pij = T0 + h2j+2
i+j �aj+1 + h2j+4

i+j �aj+2 + : : : :

Daher ist

pi;j � pi�1;j = h2j+2
i+j (1� 22j+2)�aj+1 + h2j+4

i+j (1� 22j+4)�aj+2 + : : :

pi+1;j � pi;j = h2j+2
i+j (2�2j�2 � 1)�aj+1 + h2j+4

i+j (2�2j�4 � 1)�aj+2 + : : :

F�ur den Quotienten dieser Di�erenzen folgt somit

pi;j � pi�1;j
pi+1;j � pi;j

=
(1� 22j+2)�aj+1 + h2i+j(: : :)�aj+2 + : : :

(2�2j�2 � 1)�aj+1 + h2i+j(: : :)�aj+2 + : : :
= 22j+2 +O(h2i+j):

Daher sollte bei einem zu gro�en Betrag der Abweichung

2�2j�2
pi;j � pi�1;j
pi+1;j � pi;j

� 1

auf eine weitere Extrapolation j ! j + 1 verzichtet werden.

Beispiel 5.5.5
R 2
1

1
xdx = ln2 = 0:69314718056, Rombergfolge. Die Tabelle zeigt die Werte

pij; i = 1; ::; 5; 0 � j � i. Der Wert p14 ist auf alle 11 Stellen genau.

h j=0 1 2 3 4

1/2 0.70833333333 0.69325396825 0.69314790148 0.69314718307 0.69314718056

1/4 0.69702380952 0.69315453065 0.69314719430 0.69314718057

1/8 0.69412185037 0.69314765282 0.69314718079

1/16 0.69339120221 0.69314721029

1/32 0.69320820827

In der rechtsstehenden Graphik

wird die Genauigkeit aller N�ahe-

rungen in den verschiedenen Spal-

ten der Tabelle gezeigt. An der ho-

rizontalen Achse ist der negative

Zweier-Logarithmus der Schrittwei-

ten abgetragen, an der vertikalen

der Zehner-Logarithmus der Fehler.

Die Ordnung der N�aherungen in ei-

ner Spalte der Tabelle l�a�t sich an

der Steigung der Punktereihen ab-

lesen.

� log2(h)
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Bemerkung: 1) Die Richardson-Extrapolation beruht allein auf der Existenz einer asymptoti-

schen Entwicklung (5.5.2). Solche Entwicklungen existieren auch bei vielen anderen Verfahren

(z.B. den Di�erenzenformeln in x5.6). Dort l�a�t sich die Extrapolation daher analog einsetzen.

2) Mit dem Romberg-Verfahren kann bei adaptiver Integration auch einfach eine Ordnungs-

steuerung auf den einzelnen Teilintervallen implementiert werden.

5.6 Numerische Di�erentiation

Zur Approximation von Ableitungen einer Funktion kann man analog zu den einfachen Quadra-

turformeln das Interpolationspolynom heranziehen und dessen Ableitungen verwenden:

f (k)(x̂) �= p(k)n (x̂) =
nX

j=0

f(xj)L
(k)(x̂):

Da hier weniger Gestaltungsm�oglichkeiten bestehen als in x5.1, werden nur kurz einige Beispie-

le und Besonderheiten beim Fehlerverhalten besprochen. Im folgenden sei [�; �] ein (beliebig

kleines) Intervall, das die Stelle x̂ enth�alt.

Satz 5.6.1 Es sei pn 2 �n das Interpolationspolynom zu f 2 Cn+1[�; �] und einfachen St�utz-

stellen xj 2 [�; �]; j = 0; : : : ; n. Dann gilt f�ur k � n und x̂ 2 [�; �] die Aussage

p(k)n (x̂)� f (k)(x̂) = rkn(x̂) mit

rkn(x) = (x� x
(k)
0 ) � � � (x� x

(k)
n�k)

f (n+1)(�k)

(n+ 1� k)!
; (5.6.1)

�k 2 (�; �), wobei � < x
(k)
0 < : : : < x

(k)
n�k < �. Mit % := maxnj=0 jx̂� xjj � � � � gilt daher

jrkn(x̂)j � %n+1�k

(n+ 1� k)!
kf (n+1)k1:

Beweis Iterierter Satz von Rolle, vgl. [Stummel-Hainer]

Bemerkung: Nach (5.6.1) gibt es o�ensichtlich in [�; �] Stellen, in denen der Fehler verschwindet.

Durch geeignete Wahl der St�utzstellen kann x̂ in die N�ahe solcher Punkte gebracht werden um,

wie bei der Quadratur, eine bessere Konvergenz zu erhalten. Zur Untersuchung wird wieder eine

zus�atzliche Interpolationsstelle xn+1 herangezogen. In der Newtondarstellung ist

f(x) = pn(x) + !n+1(x)f [x0; : : : ; xn+1] + rn+1(x);

!n+1(x) = (x� x0) � � � (x� xn). Aus dem letzten Satz folgt dann

f (k)(x̂)� p(k)n (x̂) = !
(k)
n+1(x̂)f [x0; : : : ; xn+1] + rk;n+1(x̂); (5.6.2)

mit jrk;n+1(x̂)j � %n+2�kkf (n+2)k1=(n+2�k)!. Daher wird also bei Auswertung in den Nullstel-
len von !

(k)
n+1 eine um eins erh�ohte Konvergenzordnung erreicht f�ur %! 0. Bei Approximationen
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mit minimaler Knotenzahl, d.h. n = k, gilt dazu

!n+1(x) = xn+1 �
� nX
j=0

xj
�
xn + : : : ) !

(n)
n+1(x) = (n+ 1)!x� n!

nX
j=0

xj:

Die Ableitung p
(n)
n � n!f [x0; : : : ; xn] ist konstant (vgl. (3.3.10)). Wegen (5.6.2) ist dieser Wert

aber eine besonders gute Approximation f�ur die Ableitung f (n)(x) im Mittelpunkt der Knoten

x̂ =
1

n+ 1

nX
j=0

xj ; (5.6.3)

z.B., wenn die Knoten um x̂ symmetrisch verteilt sind. In diesem Fall gilt also

���f (n)(x̂)� n!f [x0; : : : ; xn]
��� � %2

2
kf (n+2)k1:

Bei �aquidistanten Knoten xj = x0 + jh ist % � nh, in den einfachsten F�allen ergeben sich

folgende Approximationen (sog. Di�erenzenformeln) f�ur x̂ = 0:

f 0(0) =
1

h
[f(h)� f(0)] + chf 00(�)

f 0(0) =
1

2h
[f(h)� f(�h)] + ch2f (3)(�); vgl. (5.6.3)

f 00(0) =
1

h2
[f(�h)� 2f(0) + f(h)] + ch2f (4)(�); vgl. (5.6.3)

Die Fehlerkonstante c ist dabei i.a. unterschiedlich. Eine Formel h�oherer Ordnung ist

f 0(0) =
1

12h
[f(�2h)� 8f(�h) + 8f(h)� f(2h)] + ch4f (5)(�): (5.6.4)

Die Di�erenzenformeln sind umso genauer, je kleiner die Schrittweite h ist. Allerdings wird

dann in der Formel durch die kleinen Zahlen h oder h2 dividiert. Daher wird der bei der Berech-

nung der Werte f(xj) im Computer gemachte Fehler vergr�o�ert und macht die Verwendung sehr

kleiner Schrittweiten unsinnig. Da dieser E�ekt hier besonders kritisch ist, soll er an der sym-

metrischen ersten Di�erenz erl�autert werden, detaillierter wird das Problem in x7 untersucht.

Daher seien jetzt ~f(xj) = f(xj)+ �j die tats�achlich berechneten Funktionswerte, deren Fehler �j

durch eine kleine Konstante E (ca. Maschinengenauigkeit, z.B. 10�11) beschr�ankt sind, j�j j � E .
Dann gilt f�ur den Gesamtfehler der tats�achlich berechneten Approximation��� 1

2h
[ ~f(h)� ~f(�h)] � f 0(0)

��� = ���ch2f 00(�) + �1 � �0
2h

��� � ch2kf 00k1| {z }
&0

+
E
h|{z}
%1

(h! 0): (5.6.5)

Die Schranke wird minimal bei ĥ �= E1=3 mit einem Minimalwert �= E2=3. Man kann also bei

diesem Beispiel nicht erwarten, eine Genauigkeit von mehr als 2
3 der im Computer verf�ugbaren

Stellen zu erreichen. Bei Formeln h�oherer Konvergenzordnung, wie (5.6.4), ist die erreichbare

Genauigkeit besser.
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6 Nichtlineare Gleichungssysteme

Viele praktische Probleme f�uhren auf nichtlineare Gleichungen. Dies war beim Pendel x1 der

Fall und gilt auch in den Problemen aus x2.1, wenn man kompliziertere Wechselwirkungen

betrachtet. Die unbekannten Gr�o�en x 2 Rn sind dann implizit durch Bedingungen in einer der

beiden Formen

f(x) = 0; f : Rn 7! Rn; (6.0.1)

x = g(x); g : Rn 7! Rn; (6.0.2)

de�niert, durch ein nichtlineares Gleichungssystem. In ausf�uhrlicher Form geschrieben hei�t das8>><>>:
f1(x1; : : : ; xn) = 0

...

fn(x1; : : : ; xn) = 0

bzw.

8>><>>:
x1 = g1(x1; : : : ; xn)

...

xn = gn(x1; : : : ; xn)

:

Dabei wird im folgenden mindestens einmalige stetige Di�erenzierbarkeit der Funktionen f bzw.

g angenommen. Die Gleichungen (6.0.1) und (6.0.2) sind Standardformen solcher Probleme,

(6.0.1) hei�t Nullstellen-, (6.0.2) Fixpunktproblem.

F�ur das Fixpunktproblem (6.0.2) kennt man im Banachschen Fixpunktsatz (Satz 2.5.1) ein

hinreichendes Existenzkriterium und ein L�osungsverfahren (die Iteration). Das Nullstellenpro-

blem (6.0.1) wird meist durch Umformungen auf die Gestalt (6.0.2) gebracht, auf die der Fix-

punktsatz anwendbar ist. Der einfachste Spezialfall n = 1 wird zun�achst betrachtet.

6.1 Nullstellen einer skalaren Funktion

F�ur reelle Funktionen g k�onnen die Aussagen des Fixpunktsatzes durch Monotoniebetrachtungen

verfeinert werden. Es sei g 2 C1[a; b].

� Die Existenz eines Fixpunkts (oder einer Nullstelle) l�a�t sich schon aus dem Zwischen-

wertsatz folgern:

a � g(a); g(b) � b ) 9 z = g(z) 2 [a; b]:

� Die �Uberpr�ufung der Lipschitzbedingung aus dem Banachschen Fixpunktsatz kann zur

Vereinfachung auf den Fixpunkt z selbst beschr�ankt werden. Wenn jg0(z)j < 1 gilt, folgt

aus der Stetigkeit von g0 die Existenz einer ganzen Umgebung von z, in der Konvergenz

eintritt. Zus�atzlich wirkt sich das Vorzeichen von g0(z) auf die Art der Konvergenz aus,

bei positiver Steigung von g ist die Konvergenz monoton, bei negativer alternierend. Die

Umgebung von z, in der Konvergenz gegen z eintritt, der sogenannte Einzugsbereich von z,

kann sogar wesentlich gr�o�er sein als der Bereich fx : jg0(x)j < 1g aus dem Fixpunktsatz.

Im folgenden linken Beispiel hat die Funktion g den weiteren Fixpunkt 0 mit g0(0) > 1
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(\absto�ender Fixpunkt"). O�ensichtlich konvergiert die Iteration hier f�ur alle Startwerte

x0 2 (0; z] gegen z. Dies l�a�t sich induktiv ganz einfach aus den Eigenschaften

x < g(x) < g(z) 8x 2 (0; z)

herleiten, da dann xk < g(xk) = xk+1 < g(z) = z gilt.

0 < g0(z) < 1: monotone Konvergenz

-

6

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

g

x0 x1 x2 z

�1 < g0(z) < 0: alternierende Konvergenz

-

6

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

g

x0 x1x2 z

� Im Fall g0(z) = 0 tritt ein weiterer E�ekt auf:

Beispiel 6.1.1 f(x) = x2 � a = 0 (a > 0) () x = a
x () 2x = x+ a

x .

Es sei g(x) := 1
2 (a +

a
x) ) der Fixpunkt ist z =

p
a = g(z). Die

Iteration xk+1 := g(xk) hei�t Heron-Verfahren. Die nebenstehende

Tabelle zeigt die Iterierten f�ur a = 2. O�ensichtlich verdoppelt sich

die Anzahl der richtigen Zi�ern bei jedem Schritt. Dieser E�ekt

ist mit dem Banachschen Fixpunktsatz alleine nicht erkl�arbar.

k xk

0 1

1 1.5

2 1.4166

3 1.4142156

4 1.414213562

Eine Analyse ergibt im speziellen Beispiel die Identit�at

xk+1 � z =
x2k + a

2xk
�pa = 1

2xk
(x2k � 2xk

p
a+ a) =

1

2xk
(xk � z)2;

bzw. allgemein mit der Eigenschaft g0(z) = 1
2(1� a=z2) = 0 und dem Satz von Taylor

xk+1 � z = g(xk)� g(z) = g0(z)| {z }
=0

(xk � z) +
1

2
g00(�k)(xk � z)2: (6.1.1)

Aus beiden Formeln folgt, da� der Fehler bei jedem Iterationsschritt ungef�ahr quadriert

wird mit der Konsequenz

jxk � zj � 10�m ) jxk+1 � zj � 1

2
kg00k 10�2m:

Dies entspricht ungef�ahr einer Verdopplung der Zahl der g�ultigen Zi�ern pro Schritt.
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Zur Beschreibung solcher E�ekte f�uhrt man die Konvergenzordnung von Iterationsverfahren ein.

De�nition 6.1.2 Eine Folge fxkg mit limk!1 xk = z, bzw. ein sie erzeugendes Iterationsver-

fahren, hei�en konvergent von der Ordnung p � 1, wenn k0 2 N; q 2 R+ (wobei q < 1 bei

Ordnung p = 1) existieren mit

jxk+1 � zj � q jxk � zjp 8k � k0: (6.1.2)

Im allgemeinen wird als Ordnung das maximal m�ogliche p angegeben. F�ur p = 1; 2; 3 spricht man

speziell von linearer, quadratischer und kubischer Konvergenz. Die Ordnung eines Iterationsver-

fahrens l�a�t sich an der Taylor-Entwicklung der Iterationsfunktion g im Fixpunkt z ablesen (wie

in (6.1.1)).

Satz 6.1.3 Es sei z = g(z) 2 U ein Fixpunkt von g 2 Cp(U); p > 1; U o�en. Es gelte

g0(z) = : : : = g(p�1)(z) = 0; g(p)(z) 6= 0:

Dann konvergiert die Iterationsfolge fxkg, xk+1 := g(xk); k = 0; 1; : : :, f�ur Startwerte x0 gen�ugend

nahe an z mit der Ordnung p gegen den Punkt z.

Beweis Wenn 0 < jx0 � zj � " mit gen�ugend kleinem " gilt, ist

xk+1 � z = g(xk)� g(z) = g0(z)(xk � z) + : : :+
g(p�1)(z)
(p� 1)!

(xk � z)p�1 +
g(p)(�k)

p!
(xk � z)p

wobei rechts alle Summanden, bis auf den letzten, verschwinden (g(p)(�) 6= 0 wegen der Stetig-

keit). Daher gilt (6.1.2). Die Konvergenz folgt f�ur q"p�1 < 1 aus

jxk+1 � zj � qjxk � zjp � (q"p�1)jxk � zj:

Bei der Konstruktion von Iterationsverfahren zur Nullstellenbestimmung geht man �ahnlich

vor wie fr�uher: Die Funktion f wird durch ein einfacheres Modell approximiert (z.B. ein Poly-

nom), f�ur das sich eine Nullstelle einfach berechnen l�a�t. Dazu gibt es verschiedene Ans�atze.

Newton-Verfahren

Approximation der Funktion f durch Abschnitte des Taylorpoly-

noms:

f(z) = 0
!
= f(xk) + f 0(xk)(z � xk)| {z }
! Newton-Verfahren

+
1

2
f 00(xk)(z � xk)

2

| {z }
! Newton-Raphson-Verfahren

+ : : :

Das lineare Modell f�uhrt auf das Newtonverfahren

-

6 �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

b

xkz

xk+1 := gN (xk); gN (x) := x� f(x)

f 0(x)
; (6.1.3)
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das quadratische Modell auf das Newton-Raphson-Verfahren

xk+1 := gR(xk); gR(x) := x� 2f(x)

f 0(x) + signf 0
p
f 0(x)2 � 2f(x)f 00(x)

: (6.1.4)

Nur das Newtonverfahren wird im folgenden genauer analysiert. O�ensichtlich gilt

z = gN (z) = z � f(z)

f 0(z)
) f(z) = 0:

Daher ist jeder Fixpunkt von gN auch Nullstelle von f . Zur Anwendung von Satz 6.1.3 sind f�ur

f 0(z) 6= 0 Ableitungen von gN zu berechnen:

g0N (x) = 1� f 0(x)2 � f(x)f 00(x)
f 0(x)2

= f(x)
f 00(x)
f 0(x)2

= 0 in x = z;

g00N (x) =
f 0(x)2f 00(x) + f(x)[� � �]

f 0(x)3
=

f 00(z)
f 0(z)

in x = z;
(6.1.5)

Hieraus folgt, da� (f�ur f 0(z) 6= 0) das Newtonverfahren quadratisch konvergiert und in einem

Wendepunkt von f (mit f 00(z) = 0) sogar kubisch. Das Newton-Raphson-Verfahren (6.1.4)

konvergiert i.a. kubisch.

Au�erdem verl�auft die Konvergenz beim Newton-Verfahren meistmonoton, im Beispiel 6.1.1,

z.B., galt ab dem zweiten Schritt xk &
p
a. Dies folgt aus der Fehlerdarstellung (6.1.1),

xk+1 � z =
1

2
g00N (�k) (xk � z)2| {z }

�0
) sign(xk+1 � z) = sign g00N (z) = sign

f 00(z)
f 0(z)

nahe bei z.

g00N (z) > 0

-

�
�

�
�

�
�
�
,
,

x1x2x3
g00N (z) < 0

-

�
�
�
�
�
�
����

x1 x2 x3

Bemerkung: 1) Wie die meisten Verfahren h�oherer Ordnung konvergiert das Newtonverfahren

i.a. nur lokal, d.h., f�ur gen�ugend kleine Startfehler jx0 � zj. Eine konkrete Aussage �uber dessen
zul�assige Gr�o�e folgt im n�achsten Abschnitt f�ur den Rn. Der Einzugsbereich des Newtonver-

fahrens kann in ung�unstigen F�allen sehr klein sein. Dann ist es sehr schwer, einen geeigneten

Startwert x0 zu �nden (! Numerik 2A).

2) Auch bei mehrfachen Nullstellen, d.h., f�ur f 0(z) = 0, ist das Newtonverfahren noch verwend-

bar. Bei f(x) = (x� z)mr(x); r(z) 6= 0, gilt n�amlich in der N�ahe von z

gN (x) = x� (x� z)mr(x)

m(x� z)m�1r(x) + (x� z)mr0(x)
= x� (x� z)r(x)

mr(x) + (x� z)r0(x)
)
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xk+1 � z = gN (xk)� z = (xk � z)
�
1� 1

m+ (xk � z)r0(xk)=r(xk)

� �= (1� 1

m
)(xk � z):

Daher konvergiert das Newtonverfahren noch linear mit dem Kontraktionsfaktor 1� 1
m < 1.

Bisektionsverfahren

Ein einfaches Verfahren zur Nullstellenbestimmung beruht auf dem Zwischenwertsatz f�ur stetige

Funktionen. Bei jedem Vorzeichenwechsel der Funktion, d.h., Stellen x0 < y0 mit f(x0)f(y0) < 0,

ist die Existenz einer Nullstelle z 2 (x0; y0) gesichert. Mit einem solchen Anfangsintervall (x0; y0)

kann die Einschlie�ung durch Intervallhalbierung (\Bisektion") verbessert werden:

[xk+1; yk+1] :=

(
[mk; yk] f�ur f(mk)f(yk) < 0

[xk;mk] f�ur f(xk)f(mk) < 0
mit mk := (xk + yk)=2: (6.1.6)

Die Fallunterscheidung h�alt die Bedingung f(xk+1)f(yk+1) < 0 aufrecht wobei yk+1 � xk+1 =
1
2(yk � xk). Daher zeigt dieses einfache Verfahren immerhin lineare Konvergenz mit dem Faktor

q = 1=2 ohne jegliche Di�erenzierbarkeitsvoraussetzung an f und kann, z.B., dazu dienen,

verl�a�liche Startwerte f�ur Newton- oder andere Verfahren zu berechnen.

Sekantenverfahren, Regula falsi

Zur Approximation der Funktion f bei der Nullstellen-

bestimmung ist au�er dem Taylor- auch ein Interpolati-

onspolynom einsetzbar. Ausgehend von zwei Funktions-

Wertepaaren (x0; f0); (x1; f1) l�a�t sich eine verbesserte

N�aherung �uber die Nullstelle der linearen Interpolierenden

(Sekante) bestimmen:

s(x) = f [x1] + (x� x1)f [x1; x0] = f1+ (x� x1)
f1 � f0
x1 � x0

!
= 0:

-

��
��
��
��

��
��

x1

x0

x2

f1

f0

z

Dies f�uhrt auf den neuen Wert

x2 = x1 � f1
x1 � x0
f1 � f0

=
x0f1 � x1f0
f1 � f0

: (6.1.7)

Die erste Form betont die �Ahnlichkeit mit dem Newtonverfahren, da (x1 � x0)=(f1 � f0) �=
1=f 0(x1). Bei Wiederholung der Konstruktion (6.1.7) mit fx1; x2g kann die n�achste N�aherung

allerdings wieder schlechter als x0 sein. Dies wird verhindert bei der

Regula falsi Mit (6.1.7) wird wie beim Bisektionsverfahren stets eine Einschlie�ung (xk; yk)

der Nullstelle z konstruiert, d.h., der Ablauf entspricht

(6.1.6) mit mk :=
xkf(yk)� ykf(xk)

f(yk)� f(xk)
: (6.1.8)

Da dieses Verfahren die Bedingung f(xk+1)f(yk+1) < 0 erzwingt, wird einer der Rand-

punkte nie verbessert, wenn f 00 in der N�ahe von z ein festes Vorzeichen besitzt:
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f 00 > 0: f 00 < 0:

Daher hat dieses Verfahren i.a. nur die Konvergenzordnung eins. Bei Verzicht auf die

Einschlie�ungseigenschaft erh�alt man das

Sekantenverfahren Ohne Beachtung des Vorzeichenwechsels der Funktionswerte wird (6.1.7)

als Iterationsvorschrift angewendet:

xk+1 = xk � f(xk)
xk � xk�1

f(xk)� f(xk�1)
; k = 1; 2; : : : (6.1.9)

Dieses Verfahren hat nun eine andere Struktur als die Fixpunkt-Iteration. Da zur Kon-

struktion von xk+1 zwei fr�uhere Iterierte verwendet werden, handelt es sich um eine mehr-

stu�ge Iteration.

De�nition 6.1.4 Ein Iterationsverfahren der Form

xk+1 := G(xk; xk�1; : : : ; xk�m+1); k � m� 1;

mit G : Rm 7! R hei�t m-stu�ges Verfahren.

Zur Untersuchung der Konvergenz des Verfahrens wird die Fortpanzung der Fehler be-

trachtet. Aus (6.1.9) folgt

xk+1 � z = xk � z � f(xk)� f(z)

f [xk�1; xk]
= (xk � z)

f [xk�1; xk]� f [xk; z]

f [xk�1; xk]

=
(xk � z)(xk�1 � z)

f [xk�1; xk]
f [xk�1; xk]� f [xk; z]

xk�1 � z

= (xk � z)(xk�1 � z)
f [xk�1; xk; z]
f [xk�1; xk]

: (6.1.10)

Aus (3.3.10) folgt, da� Stellen �k; �k aus der konvexen H�ulle von xk; xk�1; z existieren mit

f [xk�1; xk] = f 0(�k); f [xk�1; xk; z] =
1

2
f 00(�k):

F�ur f 0(z) 6= 0 gibt es daher eine Umgebung von z, in der (6.1.9) konvergiert.

Satz 6.1.5 Es sei U = [z�r; z+r]; r > 0; eine Umgebung der Nullstelle z von f 2 C2(U).

Es gelte

jf 0(x)j � m1 > 0;
1

2
jf 00(x)j �M2 8x 2 U:
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Dann konvergiert das Sekantenverfahren (6.1.9) f�ur zwei beliebige Startwerte x0; x1 2 U

mit M jx0 � zj < 1; M jx1 � zj < 1 (M :=M2=m1) gegen die Nullstelle z. Die Konvergen-

zordnung ist dabei mindestens pS = 1
2(1 +

p
5) = 1:618:: .

Beweis Mit ej := jxj � zj; j � 0, lautet (6.1.10) kurz

ek+1 = ek ek�1
����f [xk�1; xk; z]f [xk�1; xk]

���� : (6.1.11)

a) Nach (6.1.11) gilt mit q :=M maxfe0; e1g < 1 induktiv

ek+1 �Mekek�1 � qek < ek; k � 1:

Somit �ubertragen sich die ben�otigten Eigenschaften auf ek+1, es gilt ek+1 < r;Mek+1 < q

und es folgt ek+1 � qke1 ! 0.

b) Es wird nur der Fall f 00(z) 6= 0 betrachtet und gezeigt, da� das Verfahren dann genau

von der Ordnung p = pS , mit p2 = p+1, konvergiert. Dazu sei q̂ := 1
2f

00(z)=f 0(z) 6= 0 und

e0; e1 6= 0. Nach Teil a) und (6.1.11) gilt dann ek+1 = qkekek�1 mit qk 6= 0 f�ur k � k0,

qk ! q̂, und die neue Folge ck := ek+1=e
p
k ist daher wohlde�niert. F�ur sie gilt

ck =
ek+1

epk
= qke

1�p
k ek�1 = qkc

1�p
k�1e

1+p�p2
k�1 = qkc

1�p
k�1:

Dies ist eine einstu�ge Rekursionsformel, zu der wegen 0 < p � 1 < 1 eine beschr�ankte

Folge fckg geh�ort (�Ubung). Daraus folgt die Behauptung, ek+1 � Cepk.

Bemerkungen: 1) Die Ordnung des Sekantenverfahrens ist etwas geringer als die des Newton-

verfahrens. Allerdings ben�otigt ein Iterationsschritt (6.1.9) nur eine neue Funktionsauswertung,

w�ahrend beim Newtonverfahren f(xk) und f 0(xk) zu berechnen sind. Dies ist bei einem Ef-

�zienzvergleich zu ber�ucksichtigen: Mit Hilfe von k = 2m Funktionsauswertungen wird der

Anfangsfehler e0 i.w. reduziert auf

e
p
k=2
N

0 (Newton-Verf.) bzw. e
pkS
0 (Sekanten-Verf.):

Die e�ektiven Ordnungen (bezogen auf die Zahl der Funktionsauswertungen) sind also f�ur

Newton- und Sekanten-Verfahren

p
1=2
N =

p
2 = 1:414 : : : < pS = 1:618 : : : :

Da das Sekantenverfahren somit eine bessere e�ektive Ordnung besitzt und au�erdem keine

Ableitungen ben�otigt, ist es f�ur skalare Probleme dem Newtonverfahren i.a. vorzuziehen (HP-

Rechner: Solve-Taste).
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Beispiel 6.1.6 f(x) := cos(x) cosh(x) + 1. Anwendung von Newton- und Sekantenverfahren:

Newton Sekanten

x0=1.8 x0=1.8, x1=1.9

x2=1.8736979

x1=1.8795674 x3=1.8750786

x4=1.875104095

x2=1.8751186 x5=1.875104069

2) Die Vorteile von Regula falsi und Sekantenverfahren lassen sich durch einfache �Uberwa-

chung vereinigen. Zus�atzlich zur Folge fxkg aus (6.1.9) wird die bisher beste Einschlie�ung

ak := maxfxj : xj � z; j � kg; bk := minfxj : xj � z; j � kg;
gespeichert und ein xk+1 62 [ak; bk] durch den besseren Randwert ersetzt. Weitere Varianten sind

in der Literatur beschrieben, ihre Konvergenzordnungordnungen reduzieren sich geringf�ugig auf

ungef�ahr 1.6.

Interpolationsverfahren h�oherer Ordnung

Versucht man, bessere Verfahren durch �Ubergang zu

Interpolationspolynomen h�oherer Ordnung von f zu

konstruieren, handelt man sich das Problem ein, des-

sen Nullstellen bestimmen zu m�ussen. Dies kann man

umgehen durch Betrachtung der (lokalen) Umkehr-

funktion ' := f�1. Wenn n�amlich z Nullstelle von

f ist, f(z) = 0, dann gilt nat�urlich z = '(0). Da-

zu werden die Wertepaare (xj ; yj = f(xj)); j =

k; k � 1; ; : : : ; k � m, als Daten der Umkehrfunktion

interpretiert, (yj; '(yj) = xj), und so interpoliert:

-

6

y0

x0

y

x

x1

y1

x2

y2

' = f�1

qm 2 �m : qm(yj) = xj ; j = k; k � 1; : : : ; k �m:

Die n�achste Iterierte ist dann einfach xk+1 = qm(0). Die Verbesserungen gegen�uber dem Sekan-

tenverfahren sind aber nicht mehr gro� (Ordnung < 2 8m).

6.2 Newtonverfahren im Rn

Im Gegensatz zum skalaren Fall n = 1 gibt es bei der L�osung nichtlinearer Gleichungssysteme

(6.0.1) mit n > 1 kaum eine Alternative zum Newtonverfahren. Nach De�nition der Ableitung

in einer Stelle �x 2 Rn,

f 0(�x) :=
@f

@x
(�x) =

0BB@
@f1
@x1

(�x) : : : @f1
@xn

(�x)
...

...
@fn
@x1

(�x) : : : @fn
@xn

(�x)

1CCA =

0B@rf1...
rfn

1CA zu f =

0B@ f1
...

fn

1CA ; (6.2.1)
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gilt mit der Matrix A := f 0(�x) die Aussage

f(x) = f(�x) +A(x� �x) + o(kx� �xk); x! �x: (6.2.2)

Falls der Abstand kz � �xk zu einer Nullstelle z klein genug ist, kann zur Approximation von z

das lineare Modell benutzt werden:

0 = f(z) = f(�x) +A(z � �x) + : : : ) z �= �x�A�1f(�x):

Dies f�uhrt auf das folgende Newtonverfahren im Rn, bei dem die Iteration

f 0(x(k))(x(k+1) � x(k)) = �f(x(k)); k = 0; 1; : : : ; (6.2.3)

durchgef�uhrt wird mit einem Startvektor x(0) 2 Rn. In jedem Schritt (6.2.3) ist dabei ein lineares

Gleichungssystem zu l�osen, mit dessen L�osung die aktuelle N�aherung korrigiert wird,

Aks
(k) = �f(x(k)) mit Matrix Ak = f 0(x(k));

x(k+1) := x(k) + s(k):
(6.2.4)

Die Inverse A�1k wird dazu aber i.a. nicht berechnet (vgl. x2). Die Gestalt des Einzugsbereichs
der Iteration (6.2.3) ist in der Regel sehr kompliziert. Unter geeigneten Voraussetzungen kann

aber eine Kugel um z angegeben werden, in der Konvergenz x(k) ! z eintritt f�ur jeden Startwert

x(0) aus der Kugel. Dazu sei an den Mittelwertsatz im Rn erinnert:

Satz 6.2.1 Es sei D � Rn o�en, f 2 C2(D) und D0 � D konvex und abgeschlossen. Dann

gelten f�ur x; y 2 D0 die Aussagen

f(x)� f(y) =

Z 1

0
f 0
�
y + t(x� y)

�
dt (x� y); (6.2.5)

kf(x)� f(y)k � L1kx� yk; L1 := maxfkf 0(x)k : x 2 D0g; (6.2.6)�
f 0(x)� f 0(y)

�
v =

Z 1

0
f 00(y + t(x� y)) dt [v; x� y] 8v 2 Rn; (6.2.7)

kf 0(x)� f 0(y)k � L2kx� yk; L2 := maxfkf 00(x)k : x 2 D0g: (6.2.8)

Bei (6.2.7) ist zu beachten, da� f 00 eine bilineare Abbildung ist, f 00(x) : Rn �Rn ! Rn. Die

Komponenten f 00i sind symmetrische Matrizen und f 00(x)[v; y] =
�
vT f 00i (x)y

�n
i=1

.

Beweis F�ur die skalaren Funktionen 'i(t) := fi(y+t(x�y)); t 2 [0; 1], gilt nach der Kettenregel

d'i
dt

(t) = gradfi(y + t(x� y)) � (x� y) )

'i(1)� 'i(0) =

Z 1

0
'0i(t) dt =

Z 1

0
gradfi(y + t(x� y)) dt � (x� y);

d.h., (6.2.5) nach (6.2.1). Die Schranke (6.2.6) ergibt sich daraus sofort, denn

kf(x)� f(y)k � k
Z 1

0
f 0(y + t(x� y))dtk kx� yk � max

t2[0;1]
kf 0(y + t(x� y))k kx� yk:
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Der Beweis von (6.2.7),(6.2.8) geht analog.

Mit diesen Hilfsmitteln l�a�t sich nun die lokale Konvergenz des Newtonverfahrens mit Ordnung

zwei zeigen.

Satz 6.2.2 Es sei D � Rn o�en, f 2 C2(D) und z 2 D mit f(z) = 0. Die Ableitung f 0(z) in
der L�osung sei regul�ar und es gelte

kf 0(z)�1k � 1

�1
; (6.2.9)

sup
x2D

kf 00(x)k � L2: (6.2.10)

Die Kugel KÆ := fx 2 Rn : kx� zk � Æg sei in D enthalten,

KÆ � D f�ur Æ <
2�1
3L2

:

Dann konvergiert das Newtonverfahren (6.2.3) f�ur jeden Startvektor x(0) 2 KÆ gegen z. Die

Konvergenz ist quadratisch,

kx(k+1) � zk � 1

2

L2

�1 � ÆL2
kx(k) � zk2: (6.2.11)

Beweis O.B.d.A. wird der erste Schritt mit x(0) =: x betrachtet. Es gilt nach (6.2.3) und (6.2.5)

kx(1) � zk = kx� z � f 0(x)�1(f(x)� f(z))k
= k

�
I � f 0(x)�1

Z 1

0
f 0(z + t(x� z))dt

�
(x� z)k

� kf 0(x)�1k
Z 1

0
kf 0(x)� f 0(z + t(x� z))kdt kx� zk: (6.2.12)

Mit der Abk�urzung y = z + t(x � z), d.h., x � y = (1 � t)(x � z), l�a�t sich nach (6.2.8) in KÆ

die Di�erenz der Ableitungen absch�atzen durchZ 1

0
kf 0(x)� f 0(z + t(x� z))kdt � L2

Z 1

0
(1� t)dt kx� zk = 1

2
L2kx� zk: (6.2.13)

Als n�achstes wird die Regularit�at der Ableitung f 0(x) gezeigt. Es ist f 0(z)�1f 0(x) = I +

f 0(z)�1(f 0(x)� f 0(z)): Nach Voraussetzung (6.2.9) ist der zweite Summand klein,

kf 0(z)�1(f 0(x)� f 0(z))k � L2

�1
kx� zk � L2Æ

�1
<

2

3
< 1:

Nach dem Satz von Neumann, Satz 2.2.2, existiert daher f 0(x)�1 und nach (2.2.15) ist

kf 0(x)�1k � kf 0(z)�1k 1

1� L2Æ=�1
� 1

�1 � L2Æ
:

Diese Schranke und (6.2.13) f�uhren mit (6.2.12) auf die letzte Behauptung (6.2.11),

kx(1) � zk � 1

�1 � ÆL2

1

2
L2kx� zk2:
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Damit ist die quadratische Konvergenz gesichert, wenn noch kx(1) � zk � qkx� zk; q < 1; gilt.

Dies kann f�ur Æ < 2�1=(3L2) garantiert werden:

kx(1) � zk � 1

2

L2Æ

�1 � ÆL2| {z }
=: q < 1

kx� zk < 1

3

�1
�1 � 2�1=3

kx� zk = kx� zk:

Durchf�uhrung des Newtonverfahrens

1. Satz 6.2.2 garantiert Konvergenz nur in einer, eventuell sehr kleinen, Kugel um die Nullstel-

le (lokale Konvergenz). Das globale Konvergenzverhalten des Verfahrens kann verbessert

werden, indem der Fortschritt der Iteration anhand der Norm kf(x)k2 �uberpr�uft wird.

Man versucht dabei, die Funktion (\Zielfunktion")

'(x) := kf(x)k22 zu minimieren.

Dazu wird der Vektor des Newtonschritts s(k) := �f 0(x(k))�1f(x(k)) nur als Suchrichtung
benutzt, und der n�achste Punkt x(k+1) so auf dem Strahl

x(k+1) := x(k) + �ks
(k); 0 < �k � 1;

bestimmt, da� '(x(k+1)) < '(x(k)) gilt. Man f�uhrt eine sogenannte Liniensuche durch. Da

d

d�
'(x(k) + �s(k))

���
�=0

= �2'(x(k)) < 0

gilt, existiert ein solcher Punkt f�ur gen�ugend kleines

�. In der Praxis kann dazu die Strecke x(k) : : : x(k)+

s(k) solange halbiert werden, bis ' einen kleine-

ren Wert annimmt. Diese Wahl f�uhrt auf �k 2
f1; 12 ; 14 ; : : :g. Da dann �k � 1 gilt, spricht man

vom ged�ampften Newtonverfahren. Nahe bei der

Nullstelle w�ahlt diese Methode automatisch wieder

�k = 1, soda� die quadratische Konvergenz nicht

zerst�ort wird.

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

x(k)

x(k) + s(k)

XX� = 1
2

H�ohenlinien von '

2. ImRn sind pro Schritt des Newtonverfahrens n2+n Komponenten von f und f 0 zu berech-
nen und eine LR-Zerlegung durchzuf�uhren (Aufwand O(n3) Oper.). Wenn x(k) gen�ugend

nahe bei z liegt, kann evtl. die Ableitungsmatrix (und ihre LR-Zerlegung) von fr�uher

�ubernommen werden. Dies f�uhrt zum vereinfachten Newtonverfahren

f 0(x(0))(x(k+1) � x(k)) = �f(x(k)); k = 0; 1; : : : : (6.2.14)

Bei den Gleichungssystemen �andert sich jetzt nur die rechte Seite (vgl. x2.3), �f(x(k)),
(Aufwand O(n2) Operationen nach Berechnung der LR-Zerlegung). Die Konvergenz der
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vereinfachten Iteration (6.2.14) ist daf�ur nur noch linear mit dem asymptotischen Konver-

genzfaktor kI�f 0(x(0))�1f 0(z)k =: q. Wenn q gen�ugend klein und keine extreme Endgenau-

igkeit erforderlich ist, kann dies schneller zum Erfolg f�uhren, da das volle Newtonverfahren

n-mal so teuer ist.

Demo-Beispiel Im Quadrat [�1; 1] � [�1; 1] � R2 besitzt die Funktion

f(x) =

 
x21 + 9x22 + 2x1 � 3

4x21 � x22 � x2 � 1

!

4 Nullstellen bei (�0:72; 0:66); (0:62; 0:39); (0:43;�0:46) und (�0:44;�0:64). Die normale Newton-

Iteration mit dem Startwert (0; 0:4) erzeugt die Iterierten (12-stellige Rechnung)

k x
(k)
1 x

(k)
2 '(x(k))

0 0.000000000 0.400000000 2.2E+00

1 3.900000000 -0.466666667 6.4E+01

2 1.974863569 -0.097182979 1.5E+01

3 1.024133838 -0.509788636 4.2E+00

4 0.603428523 -0.429913469 7.4E-01

5 0.457214218 -0.460213498 9.0E-02

6 0.433986060 -0.464807423 2.3E-03

7 0.433367993 -0.464932100 1.6E-06

8 0.433367555 -0.464932188 0.0E+00

Der erste Schritt f�uhrt nach weit au�erhalb des Quadrats mit einer starken Vergr�o�erung des

Wertes '. Sp�ater konvergiert die Iteration o�ensichtlich quadratisch gegen eine L�osung in der

unteren Halbebene. Bei einer Liniensuche im ersten Schritt w�are die n�ahergelegene Nullstelle

bei (0:62; 0:39) gefunden worden.
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7 Rundungsfehler - Analyse

Bisher wurden Verfahren fast ausschlie�lich auf der Basis einer Rechnung mit reellen Zahlen

diskutiert. Da in einem Computer aber nur endlich viele Zahldarstellungen (Maschinenzahlen)

zur Approximation reeller Zahlen zur Verf�ugung stehen, treten i.a. bei jeder Dateneingabe und

-verkn�upfung Fehler auf, die sich | eventuell katastrophal | auf das Endergebnis auswirken

k�onnen.

7.1 Zahldarstellung und Rundungsfehler

Die g�angige (Dezimal-) Darstellung reeller Zahlen, z.B. e=2.71828.., entspricht der Angabe der

KoeÆzienten in der Reihen-Entwicklung

e = 2 � 100 + 7 � 10�1 + 1 � 10�2 + 8 � 10�3 + : : :

zur Basis 10. Auf Computern ist eine Zahldarstellung g�unstiger zu einer Basis B, die eine

Zweierpotenz ist, z.B., B = 2; B = 16. Jede reelle Zahl x ist darstellbar in der Form

x = �(xmBm + xm�1Bm�1 + : : :+ x1B + x0 + x�1B�1 + : : :); (7.1.1)

mit xj 2 f0; 1; : : : ; B � 1g, wenn 1 < B 2 N. Diese Darstellung ist nur dann eindeutig, wenn

von zwei m�oglichen Darstellungen die endliche gew�ahlt wird (man beachte: 1:999 : : : = 2). Eine

Abbildung mit m�oglichst kleinem relativem Fehler von (7.1.1) auf eine endliche Zahlmenge ist

bei der Gleitpunktdarstellung m�oglich. Bei dieser werden der h�ochste Exponentm und die ersten

` Zi�ern xm; : : : ; xm�`+1 angegeben. Der zul�assige Exponentenbereich mu� dabei nat�urlich auch

beschr�ankt werden. Au�erdem ist eine Standardisierung in folgender Weise �ublich:

De�nition 7.1.1 Die Menge M der normalisierten Gleitpunktzahlen enth�alt die Elemente x =

0 und die Zahlen

x = �0:�1�2 : : : �` �Bd := �(�1B�1 + �2B
�2 + : : :+ �`B

�`)Bd; (7.1.2)

mit �j 2 f0; 1; : : : ; B � 1g; �1 6= 0; d 2 Z; jdj � e:

Im folgenden wird allerdings ein unbeschr�ankter Exponentenbereich (e =1) angenommen.

Beispiel 7.1.2 Bin�ardarstellung, B = 2. Wegen der Normalisierung �1 6= 0 gilt immer �1 = 1.

Daher kann an Stelle von �1 das Vorzeichen gespeichert werden. In Turbo-Pascal wird eine

real-Zahl in 5+1=6 Byte gespeichert:

�0:�1�2 : : : �` �Bd 7! d ��2::�8 �9::�16 � � � � � � : : : �`

Hier gilt also ` = 40; e = 128. Die Zahlgenauigkeit betr�agt ca. 12 Dezimalstellen, die Gr�o�e der

Zahlen ist durch 2d �= 1038 beschr�ankt.
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Zentraler Bestandteil jeder Computerarithmetik ist die Zuordnung von reellen Zahlen zu

Gleitpunktzahlen, also die Abbildung

rd :

(
R 7! M

x 7! rd(x)
; die \Rundung":

Eine triviale Variante dieser Rundung ist das Abschneiden der Darstellung (7.1.1): �1 : : : �` =

xm : : : xm�`+1. G�unstiger ist aber die gew�ohnliche Rundung, bei der die Funktion rd jeweils

auf die n�achstgelegene Maschinenzahl abbildet. Bei Dezimalzahlen etwa wird ab 5 aufw�arts

gerundet.

rd(�0:x1x2 : : : x`x`+1 : : : �Bd) :=

(
�0:x1x2 : : : x` �Bd falls x`+1 < B=2

�(0:x1x2 : : : x` +B�`) �Bd falls x`+1 � B=2
: (7.1.3)

Bei dieser Rundung gilt f�ur den relativen Fehler folgendes Aussage.

Satz 7.1.3 F�ur x 6= 0 gilt mit (7.1.3)����rd(x)� x

x

���� � 1

2
B1�` =: E () rd(x) = x(1 + �); j�j � E :

Die Gr�o�e E hei�t Maschinengenauigkeit, bei B = 2 ist E = 2�`.

Beweis In (7.1.3) ist jxj � Bd�1. In beiden F�allen gilt dort

jrd(x)� xj � B

2
B�`�1Bd � 1

2
B1�`Bd�1 � jxj � E :

Da das Ergebnis der Verkn�upfung von zwei Maschinenzahlen i.a. nicht wieder eine solche ist,

werden bei jeder Verkn�upfung neue Rundungsfehler erzeugt. Daher m�ussen bei der Analyse

Maschinenoperationen von reellen Verkn�upfungen unterschieden werden:

De�nition 7.1.4 F�ur a; b 2M und � 2 f+;�;�; =g bezeichne (mit b 6= 0 im Fall der Division)

a e� b = gl(a � b)

das Ergebnis der entsprechenden (ger�ateabh�angigen) Gleitpunktoperation.

Bei der Konstruktion eines Rechners (Hardware) ist anzustreben, da� der Fehler bei diesen

Operationen den zu erwartenden Rundungsfehler nicht �ubersteigt. Dies kann durch Verwendung

eines Hilfsregisters (\Akkumulator") mit doppelter Stellenzahl 2` garantiert werden. Dort wird

die Operation mit 2` Stellen ausgef�uhrt und dann auf ` Stellen gerundet.

Satz 7.1.5 F�ur die Gleitpunktoperationen zu � 2 f+;�;�; =g auf einem `-zi�rigen Rechner mit

doppeltlangem Akkumulator (2` Stellen) gilt f�ur a; b 2M (b 6= 0 bei Division)

a e� b = (a � b)(1 + Æ); jÆj � E =
1

2
B1�`: (7.1.4)
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Erl�auterung: Bei Addition von a = �0:�1 : : : �`Bc; b = �0:�1 : : : �`Bd, (oBdA c � d) ist als

erstes eine Exponentenanpassung durchzuf�uhren:

�0:�1�2 : : : �`
�0:�1�2 : : : �`� -

c� d

Man sieht leicht, da� f�ur c�d � ` das Ergebnis exakt mit 2` Stellen darstellbar ist, f�ur c�d > `

andererseits gilt gl(a+ b) = a. Das Ergebnis der Multiplikation ist ebenfalls mit 2` Stellen exakt

darstellbar.

Die wichtigste Konsequenz der Rundung ist der Verlust der Assoziativit�at bei Gleitpunk-

toperationen. Eine wichtige Aufgabe der Fehleranalyse ist daher die Identi�kation g�unstiger

Anordnungen bei mehrfachen Verkn�upfungen.

Beispiel 7.1.6 ` = 3; a = 0:721; b = 0:457102; c = �0:456102. Je nach Klammerung folgt

(ae+b)e+c = (0:464102)e+(�0:456102) = 0:800100;

ae+(be+c) = 0:721e+(0:1) = 0:821100:

Beide Ergebnisse sind o�ensichtlich verschieden.

Der in diesem Beispiel bei der ersten Version beobachtete E�ekt wird Ausl�oschung genannt:

Besitzen zwei Zahlen a; b 2 M gleiche Exponenten und gleiche f�uhrende Zi�ern, so ist bei

Subtraktion das Ergebnis exakt ! Sind in den Operanden aber alte Fehler vorhanden, werden

diese sehr verst�arkt, da dann ja�bj � jaj+jbj ist in (7.1.4). Dies mu� bei der Fehlerfortpanzung
besonders beachtet werden.

Zun�achst wird die Bildung mehrfacher Produkte und Summen betrachtet, also

wn := a1 � a2 � : : : � an; n 2 N; (7.1.5)

mit � 2 f+;�g. Das numerische Ergebnis fwn werde dabei rekursiv berechnet mit gerundeten

Werten faj , fwn := gl(: : : gl(gl(fa1 �fa2) �fa3) : : :) = gl( gwn�1 � fan); (7.1.6)

wobei eai = ai(1 + Æi); jÆij � E . F�ur die weiteren relativen Fehler gelte ebenfalls j�ij � E .
Produkt: Hier gilt

fw2 = gl(fa1 �fa2) = gl(a1(1 + Æ1)a2(1 + Æ2)) = a1a2(1 + Æ1)(1 + Æ2)(1 + �2)

� � �
fwn = gl( gwn�1 � fan) = gwn�1 � an(1 + Æn)(1 + �n);

Also fwn = wn(1 + n) mit

(1� E)2n�1 � 1 + n � (1 + E)2n�1: (7.1.7)
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Ausdr�ucke dieser Form treten jetzt �ofter auf. Nach dem Mittelwertsatz gilt (1 + x)m = 1 +

mx(1 + �)m�1 mit j�j � jxj. Daraus folgt

j(1 + x)m � 1j � mjxj(1 + jxj)m�1 � mjxje(m�1)jxj � 1:06mjxj f�ur (m� 1)jxj � 0:1 : (7.1.8)

Daher gilt in (7.1.7) f�ur n die Aussage

jnj � 1:06(2n � 1)E ; falls 2(n� 1)E � 0:1 : (7.1.9)

Summe: Bei der Addition ist die Situation komplizierter, hier ist

fw2 = gl(fa1 +fa2) = (a1(1 + Æ1) + a2(1 + Æ2))(1 + �2)

= a1(1 + Æ1)(1 + �2) + a2(1 + Æ2)(1 + �2)

� � �
fwn = gl( gwn�1 + fan) = ( gwn�1 + an(1 + Æn))(1 + �n)

= [ gwn�2 + an�1(1 + Æn�1)](1 + �n�1)(1 + �n) + an(1 + Æn)(1 + �n) = : : :

= a1(1 + �1) + a2(1 + �2) + : : :+ an(1 + �n);

mit (1 + �i) = (1 + Æi)(1 + �i) � � � (1 + �n). Aus (7.1.8) folgt daher

j�ij � 1:06(n � i+ 2)E ; wenn (n� i+ 1)E � 0:1 : (7.1.10)

Bemerkung: Bei der Produktbildung ist in der Fehlerschranke keine Bevorzugung einer bestimm-

ten Anordnung der Operanden erkennbar. Bei der Summe dagegen liefern die ersten Summanden

den gr�o�ten relativen Fehlerbeitrag. Daher ist zu erwarten, da� der absolute Fehler in fwn kleiner

wird, wenn zuerst die betragskleinsten KoeÆzienten ai summiert werden, da dann die Schranke

jfwn � wnj � 1:06E
nX
i=1

(n� i+ 2)jaij

minimal wird. Daher sollte man, z.B., bei der Summation (monoton) konvergenter Reihen mit

den letzten, d.h. kleinsten, KoeÆzienten beginnen (\R�uckw�arts-Summation").

Ung�unstige arithmetische Ausdr�ucke: Aufgrund der Rundungsfehler geht bei Gleitpunkt-

rechnung nicht nur die Assoziativit�at von Summe und Produkt verloren, auch andere Gesetze

gelten im allgemeinen nicht mehr (exakt). Daher k�onnen verschiedene, im Reellen �aquivalente

Ausdr�ucke, wie z.B. die der binomischen Formel a2 � b2 = (a+ b)(a � b), sehr unterschiedliche

numerische Ergebnisse liefern. Dazu werde die Funktion

f(x) :=
p
1 + x2 � x (7.1.11)

betrachtet. F�ur x � 0 ist 0 � f(x) � 1. Da jf 0(x)j = j xp
1+x2

� 1j � 1 ist f�ur x � 0, f�uhrt eine

St�orung im Argument x bei exakter Rechnung nur zu einer geringen Verf�alschung im Funkti-

onswert f , die nicht gr�o�er als die Abweichung in x selbst ist. Werden allerdings die Teilschritte
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in (7.1.11) nur mit endlicher Genauigkeit ausgef�uhrt, sieht das Ergebnis schlechter aus. Selbst

wenn nur bei der Addition in (7.1.11) ein relativer Fehler �, j�j � E , erzeugt wird, gilt
ef(x) = q

1e+x2 � x =
q
(1 + x2)(1 + �)� x = f(x) +

�

2

p
1 + x2 +O(�2):

F�ur gro�e x ! 1 ist also ein gro�er absoluter Fehler �= 1
2x� zu erwarten, der relative Fehler

ist wegen jf j � 1 noch gr�o�er. In der Formel (7.1.11) tritt n�amlich bei der Di�erenzbildung der

beiden gro�en Ausdr�ucke
p
1 + x2 �= x und x eine Ausl�oschung f�uhrender Stellen auf. Diese l�a�t

sich vermeiden durch Umformung in die �aquivalente Form

f(x) =
p
1 + x2 � x =

1 + x2 � x2p
1 + x2 + x

=
1

x+
p
1 + x2

: (7.1.12)

Beispiel 7.1.7 Formel (7.1.11) wird mit 4-zi�riger Dezimalrechnung in x = 9:999 ausgewertet,

bei exakter Rechnung ist f(9:999) = 0:04988 : : : Dagegen ist xe�x = 99:98, 1e+99:98 = 101:0,gp
101 = 10:05 und daher ef(x) = 0:05100. Dies entspricht einem relativen Fehler von 0:022 �=

450 � E . Die letzte, �aquivalente Form in (7.1.12) ergibt dagegen den korrekten 4-stelligen Wert

0:04988. F�ur x � 100 schlie�lich liefert 4-stellige Rechnung in (7.1.11) immer den Wert ef(x) = 0.

7.2 Rundungsfehleranalyse einiger Algorithmen

F�ur einige der fr�uher behandelten Verfahren werden nun Konsequenzen aus dem Auftreten

von Rundungsfehlern behandelt. Bei numerischen Verfahren, die selbst nur N�aherungen mathe-

matischer L�osungen liefern, kommen daher zum schon diskutierten Approximationsfehler des

(abstrakten) Verfahrens bei Durchf�uhrung auf einem Rechner noch Rundungsfehler hinzu, im

Gesamtfehler des realen Verfahrens sind also beide zu ber�ucksichtigen.

Approximationsverfahren

Bei Interpolation, Quadratur und Di�erentiation h�angt die G�ute der Approximation von einem

Parameter n (Grad, Knotenzahl,..) ab. Bei Vergr�o�erung von n wird der Verfahrensfehler in der

Regel kleiner, allerdings treten dabei i.a. vermehrt Rundungsfehler auf.

Beispiel 7.2.1 Die konvergente Reihe s :=
1P
k=1

ak soll durch Partialsummen sn :=
nP

k=1
ak an-

gen�ahert werden, vorausgesetzt sei jakj � ck�m�1 8k. Dann gilt f�ur den Approximationsfehler

(Integralkriterium)

jsn � sj �
1X

k=n+1

jakj � c
1X

k=n+1

k�m�1 � c

Z 1

n
x�m�1dx =

c

mnm
:

Statt sn wird aber fsn berechnet mit jfsn � snj � 1:06E(n + 1)c(1 + 1
m), vgl. (7.1.10). Also ist

jfsn � sj � c0
nm

+ c1n � E :
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Beispiel 7.2.2 Approximation der Ableitung f 0(0) durch den symmetrischen Di�erenzenquoti-

ent Dn =
n
2 [f(

1
n)� f(� 1

n)] mit Schrittweite h = 1
n . Nach (5.6.5) gilt

jgDn � f 0(0)j � c0
n2

+ c1n � E :

Beispiel 7.2.3 Approximation des Integrals I :=
R b
a f(x)dx durch die iterierte Trapezregel mit

h = (b� a)=n; xj := a+ jh:

Th = h
h1
2
f(a) +

n�1X
j=1

f(xj) +
1

2
f(b)

i
:

F�ur die tats�achlich berechneten Funktionswerte efj gelte efj = f(xj)(1+ Æj) mit jÆj j � Æ � E . Nach
(7.1.10) gilt f�ur den numerisch berechneten Wert fTh eine Absch�atzung jfTh � Thj = b�a

n j12f0�0 +P
j fj�j +

1
2fn�nj � c(b � a)kfk1n � E . Mit (5.2.6) f�uhrt dies auf die Absch�atzung f�ur den

Gesamtfehler

jfTh � Ij � jTh � Ij+ jfTh � Thj � c0h
2 + c1n � E :

In all diesen F�allen verh�alt sich der Feh-

ler so, wie in der Graphik gezeigt: Dem f�ur

n ! 1 kleiner werdenden Verfahrensfeh-

ler wirkt ein wachsender Rundungsfehler

entgegen, da sich beide i. a. addieren. Die

mit diesen realen Verfahren �uberhaupt er-

reichbare Genauigkeit ist daher begrenzt.

6

-
n

��
��
��

��
��
��

��
�

@@ Rundungsfehler

��
Verfahrensfehler

Gesamtfehler

Als Beispiel werde ein Verfahren der Ordnung m mit linear anwachsenden Rundungsfehlern

betrachtet. F�ur den Gesamtfehler sei also eine Schranke Fn der Form

Fn =
c0
nm

+ c1E � n

bekannt. Die Ableitung dieses Ausdrucks nach n ist @Fn=@n = �mc0=n
m+1 + c1E , sie w�achst

monoton und f�uhrt auf die Minimalstelle

nmin
�=
�c0m
c1E

�1=(m+1) ) Fmin � c2Em=(m+1):

Dies bedeutet, da� auf einem Rechner mit ` Stellen bei einem Verfahren der Ordnung m die

Genauigkeit auf ca. m
m+1` Stellen beschr�ankt ist. Daher k�onnen nur Verfahren hoher Ordnung

Genauigkeiten im Bereich der vollen Maschinengenauigkeit erreichen.

Gau�-Algorithmus

Da der (reelle) Gau�-Algorithmus die exakte L�osung eines linearen Gleichungssystems liefert,

treten kein Verfahrens- sondern nur Rundungsfehler auf. Bei der Beurteilung von numerischen
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Algorithmen sollte man sich allgemein zun�achst klar machen, da� ein ungenaues numerisches

Ergebnis zu einem gegebenen Problem (mindestens) zwei Ursachen haben kann:

1. Das mathematische Problem reagiert emp�ndlich auf St�orungen der Eingangsdaten. Bei li-

nearen Gleichungssystemen ist dies bei einer gro�en Konditionszahl �(A)� 1 der Fall, vgl.

(2.4.7). Dann kann aber nat�urlich nicht erwartet werden, da� der numerische Algorithmus

gute Ergebnisse liefert.

2. Das mathematische Problem ist unemp�ndlich gegen St�orungen, der numerische Algorith-

mus erzeugt gro�e Fehler.

Um hier die \Verantwortlichkeiten" klar zu machen, beschr�ankt man sich meist auf eine soge-

nannte R�uckw�artsanalyse der Algorithmen. Dem entspricht folgende Begri�sbildung. Ein Algorithmus hei�t gut konditioniert, wenn er das exakte Ergebnis zu einem

wenig gest�orten Ausgangsproblem liefert.

Dieser Begri� schlie�t also nur den zweiten Fall aus, im ersten Fall sind gro�e Fehler im Ergebnis

auf die schlechten Eigenschaften des mathematischen Problems zur�uckzuf�uhren.

Beim Gau�-Algorithmus ist in diesem Sinne der Nachweis zu f�uhren, da� er bei Anwendung

auf ein n� n-Gleichungssystem Ax = b die exakte L�osung eines gest�orten Problems

(A+A0)ex = b+ b0; mit kA0k; kb0k � c � E (7.2.1)

berechnet, wobei die Konstante c nicht zu gro� ist. Konkret l�a�t sich folgendes beweisen.

Satz 7.2.4 Der Gau�-Algorithmus (ohne Pivotisierung) liefert beim System Ax = b eine L�osung

des gest�orten Systems (7.2.1), wobei f�ur A0 elementweise gilt

jA0j � E � n(3jAj + 5jeLjj eRj) +O(E2): (7.2.2)

Dabei sind eL; eR die tats�achlich berechneten LR-Faktoren von A.

Als wichtigster Anteil ist das Betragsprodukt jeLjj eRj zu erkennen, dessen Elemente m�oglicher-

weise viel gr�o�ere Werte als bei jAj haben k�onnen. Dies ist besonders dann der Fall, wenn kleine

Pivotelemente auftreten, da lij = a
(j)
ij =a

(j)
jj ist, vgl. (2.3.4). Der Satz ist aber auch bei Pivoti-

sierung anwendbar, da der Gau�-Algorithmus bei Spaltenpivotisierung die LR-Zerlegung eines

zeilenpermutierten Systems (PA)x = Pb bestimmt, P ist eine Permutationsmatrix. Bei dieser

Pivotisierungsstrategie gilt jflij j � 1, d.h. keLk1 � n f�ur den berechneten L-Faktor in LR = PA,

vgl. Beispiel 2.4.5.

Trotz dieser g�unstigen Aussagen zum Gau�-Algorithmus k�onnen gro�e Fehler in einer L�osung

auftreten, wenn die Konditionszahl der Matrix gro� ist, �(A)� 1. Dann ist aber, wie erl�autert,

schon das Ausgangsproblem fehleranf�allig.
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Fixpunkt-Iteration

Die zentrale Eigenschaft kontraktiver Iterationsverfahren bei linearen und nichtlinearen Glei-

chungssystemen ist die Tatsache, da� der Anfangsfehler in jedem Schritt um einen festen Faktor

verkleinert wird. Dies tri�t dann nat�urlich auch auf Fehler zu, die erst im Verlauf der Rech-

nung durch Rundung eingeschleppt wurden. Daher k�onnen Iterationsverfahren den Fixpunkt

im wesentlichen mit derjenigen Genauigkeit bestimmen, die bei der Auswertung der Funktion g

erreicht wird.

Satz 7.2.5 Die Funktion g erf�ulle die Voraussetzungen (2.5.4),(2.5.5) des Banach'schen Fix-

punktsatzes:

g(
) � 
; 
 � H

kg(x) � g(y)k � qkx� yk 8x; y 2 
; mit 0 < q < 1:

Der Fixpunkt von g sei z. F�ur die tats�achlich berechnete Funktion eg gelte

keg(x)� g(x)k � � 8x 2 
: (7.2.3)

Dann gilt bei der gest�orten Iteration

ex(k+1) := eg(ex(k)); (7.2.4)

die a-posteriori-Schranke

kex(k) � zk � 1

1� q

�
qkex(k) � ex(k�1)k+ �

�
: (7.2.5)

Beweis Mit der Aussage (2.5.7)

kg(x) � zk � q

1� q
kg(x) � xk

aus dem Fixpunktsatz 2.5.1 folgt

kex(k+1) � zk = keg(ex(k))� g(ex(k)) + g(ex(k))� zk
� �+ kg(ex(k))� zk
� �+

q

1� q
kg(ex(k))� ex(k)k

� (1 +
q

1� q
)�+

q

1� q
keg(ex(k))� ex(k)k:

Der Satz zeigt, da� bei der Iteration der Gesamtfehler �=(1 � q) i.a. nicht unterschritten wer-

den kann. Daher lohnt es sich auch nicht, den Iterationsfehler wesentlich unter diesen Wert zu

dr�ucken. Ein Abbruchkriterium f�ur die gest�orte Iteration (7.2.4), das bei beiden Fehleranteilen

in (7.2.5) f�ur gleiche Gr�o�enordnung sorgt, ist

qkex(k) � ex(k�1)k !� �:

Mit diesem Kriterium wird dann die bestm�ogliche Genauigkeit beim Gesamtfehler im wesentli-

chen erreicht.
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