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1. Einleitung

In dieser Arbeit werden wir uns mit der Familie
S={fe€OE)|f(0)=0,f(0)=1und f ist schlicht }

und mit zwei Teilfamilien S* und Sy beschiiftigen. Dabei bezeichne S* die Menge aller stern-
formigen Funktionen aus S, das heiit Funktionen, die ein sternférmiges Bild mit Zentrum 0
besitzen, und Sj sei entsprechend die Menge der konveren Funktionen aus S. Unser Ziel ist die
Beantwortung der Frage, ob es einen grofiten Radius 7*(S) oder r,(S) gibt, sodass das Bild aller
Funktionen aus S eingeschrénkt auf diesen Radius sternférmig mit Zentrum 0 oder konvex ist.
Wir werden sehen, dass diese Radien existieren und wir werden sie explizit berechnen. Dabei
wird 7,(S) = 2—+/3 bereits aus grundlegenden Eigenschaften der Familie S folgen. Das Ergebnis
r*(S) = tanh(%) liegt wesentlich tiefer und benétigt die Anwendung der Lowner-Theorie.

Fiir die Herleitung der Léwner-Theorie werden wir den Jordanschen Kurvensatz bendtigen,
daher werden wir uns im zweiten Kapitel mit dem Beweis dieses Satzes beschéftigen. Dieser
besagt, dass die Menge C \ || fiir eine stetige, geschlossene und injektive Kurve v exakt zwei
offene, disjunkte und zusammenhingende Komponenten besitzt, wobei eine beschrinkt und die
andere unbeschrinkt ist. Die Darstellung des zweiten Kapitels stiitzt sich dabei im Wesentlich
auf [Lor] und [Pom)].

Im dritten Kapitel werden wir grundlegende Eigenschaften der Familie S herleiten. Auflerdem
werden wir uns mit der Lowner-Theorie fiir eine dichte Teilfamilie von sogenannten Schlitz-
abbildungen aus S beschiftigen. Dazu werden wir aus einer Schlitzabbildung f eine von dem
Parameter ¢ abhéngige Funktion f(z,t) fiir ¢ € [0,00) und z € E konstruieren, welche fiir festes
t holomorph auf E ist. Fiir diese Funktionen werden wir die Giiltigkeit der Differentialgleichung

of(z,t) 1+ k() f(z,1)
A Ak w7 Py

zeigen, wobei k: [0,00) — C eine stetig Funktion mit |x(¢)| = 1 fiir alle ¢ € [0,00) ist. Unter
Verwendung dieser Differentialgleichung zeigen wir, dass fiir alle f € S die folgende Abschétzung

gilt
2f'(2)
arg
f(z)
Diese Abschitzung werden wir benotigen, um den Radius r7*(.S) zu berechnen. Die Ausfithrung

der Eigenschaft der Klasse S und der Lowner-Theorie basiert dabei auf dem Vorgehen in [RS2]
und [Dur].

fiir alle z ¢ E

1
< log + 12 fiir alle z € E.
1—|z]



1. FEinleitung

Schlieflich im vierten Kapitel werden wir analytische Charakterisierungen fiir sternférmige
und konvexe Funktionen herleiten, mit denen wir weitere Eigenschaften und Abschitzungen
der Familien §* und Sy herleiten. Wir werden zeigen, dass eine Funktion f € S genau dann
sternférmig ist, falls gilt

2f'(2)

f(2)

Entsprechend ist eine Funktion f € S genau dann konvex, falls gilt
21"(2)
f'(z)

Mit diesen Charakterisierungen wird es uns moglich sein, die Radien explizit zu bestimmen. Die
Thematisierung dieses Kapitels beruht dabei auf [Dur] und [GK].

Re >0 fir alle z € E.

Re[1+ ]>O fiir alle z € E.

Wir werden in dieser Arbeit den Inhalt einer gewohnlichen Vorlesung der Funktionentheorie
voraussetzen. Das entspricht dem Inhalt [RS1] und Kapitel 7 und 8 in [RS2]. Ausgehen von
dieser Grundlagen werden wir nahezu alle der benotigten Aussagen herleiten und beweisen.



2. Jordanscher Kurvensatz

In diesem Kapitel werden wir den Jordanschen Kurvensatz mit Mitteln der Funktionentheorie
beweisen. Dieser Satz besagt, dass eine stetige, injektive und geschlossene Kurve, welche wir
spater als geschlossene Jordankurven einfiihren werden, die euklidische Ebene in exakt zwei
disjunkte Gebiete zerlegt, wobei genau ein Gebiet unbeschréinkt ist. Dieser Satz wurde 1887 von
seinem Namensgeber C. Jordan in [Jor] bewiesen.

Bevor wir uns dem Beweis des Jordanschen Kurvensatzes zuwenden, benotigen wir zunéchst
eine weiter Charakterisierung von Elementargebieten, welche wir auch in den folgenden Kapiteln
benotigen werden. Wir werden zeigen, dass ein Gebiet i einfach zusammenhéngend ist, falls C\G
zusammenhéngend ist.

Definition 2.1. Ein geschlossener Weg v: [0, 1] — U heifit nullhomolog in einem Gebiet U, falls

1 1

2mi J, (W — 2) “

ny(2) :

fiir alle z ¢ U gilt.

Lemma 2.2. Sei U C C ein Gebiet, sodass C\ U zusammenhingend ist. Dann ist jeder ge-
schlossene Weg ~ in U nullhomolog.

Beweis. Seivy: [0,1] — U ein geschlossener Weg. Wir wissen, dass die Funktion n,: C\ |y| = Z
holomorph und lokal konstant ist. Da das Bild der Kurve |y| C C kompakt ist, existiert ein r > 0
mit |y| C B;(0). Sei zp € C\ B,(0) beliebig. Wir definieren

1

z— 2y

g: B,(0) > C, zw~

Die Funktion g ist holomorph auf B, (0), da zp nicht in B, (0) enthalten ist. Weiterhin ist v ein
geschlossener Weg und B,.(0) ein Elementargebiet. Damit folgt

1 1 1
0=-— dw = — dw = .
omi ), 9@ A =55 X,w—zo w = my(z0)

Wir haben gezeigt, dass n,(z) = 0 fiir alle z € C\ B,.(0) gilt. Folglich kénnen wir n, in oo durch
0 stetig fortsetzen. Es sei 7,: C\ |y| — Z die stetige Fortsetzung mit 7i,(c0) = 0. Da C\ |v|
die Menge C \ U enthilt, ist die Einschrinkung der Funktion ﬁ7|@\U wohldefiniert, stetig und

lokal konstant. Nach Voraussetzung ist die Menge C \ U zusammenhingend, daher erhalten wir
ﬁv‘@\U = 0. Damit haben wir n,(z) = 0 fiir alle z ¢ U gezeigt. O



2. Jordanscher Kurvensatz

Lemma 2.3. Sei U C C ein Gebiet, f € O(U) und v ein geschlossener Weg in U. Dann ist

h:U\ |v| — C, z+—>— f()

211 7w—z

holomorph in U \ |7|.

Beweis. Sei zy € U \ |y| beliebig aber fest. Wir wéhlen r» > 0 so klein, dass B,(z9) C U \ |7
gilt. Wir erhalten die Abschéitzung Lz;i?)'l < 1 fiir alle w € |y| und z € B,(2p). Fiir ein festes
z € By(z0) und alle w € || gilt somit

flw) _ fw) - SW) (2==\"
w—z_(w—zo)—(z—zo)_nz:%w—zo <w—zo>

Diese Potenzreihe ist in z € B, (zp) gleichméfig konvergent, d f (w)
|v| beschrankt ist. Damit ldsst sich h in B, (zp) als konvergente Potenzreihe darstellen

ominz) = [ L) au /waZO <;_2>ndw:§: (L(wﬂzi’”ldw) (2 — 20)".

v n=0

Damit haben wir gezeigt, dass h lokal als Potenzreihe darstellbar ist. Damit ist h holomorph. [

Lemma 2.4. Seir > 0 und zg € C. Dann ist die Menge C\ B,(zy) zusammenhingend.

Beweis. Sei a,b € C beliebig und verschieden. Wir wissen, dass eine Menge G C C genau
dann zusammenhingend ist, wenn G wegzusammenhéngend ist. Wir miissen eine stetige Kurve
konstruieren, welche die Punkte verbindet. Dazu betrachten wir die Geraden [zg, a] und [z, b].
Diese schneiden den Rand des Kreises 0B,.(z9) und daraus konstruieren wir nun eine stetige
Kurve, welche entlang der Geraden und dem Rand des Kreises verlduft und daher a und b
verbindet. Nach Konstruktion liegt die Kurve vollstéindig in C\ B, (z0). O

Satz 2.5 (Homologieversion des CIS). Sei U C C ein Gebiet und ~ ein geschlossener und
nullhomologer Weg i U. Dann gilt
. f
() m(f(2) = 5 [ L)

w— Z

dw  fiir alle z € U\ |y| und f € O(U).

2m y

(ii) /f(z) dz=0 fir alle f € OU).

Beweis. (i) Wir definieren

h: U\ [y = C, z+—>21./ 7w) dw—n,y(z)f(z)zll/f(w)_f(z)dw'
7 g

T w—2z 21 w—z

Wir wissen nach Lemma 2.3, dass h holomorph in U \ |y| ist. Wir wollen zeigen, dass h nach
ganz C holomorph fortsetzbar und wegen des Satzes von Liouville konstant 0 ist.



1. Schritt: Wir zeigen die Stetigkeit der Funktion
fw)—f(2)
g UxU—=C, z+ w—z ,z;éw‘
f'(w) ,Z=w

Sei (wo, 20) € U x U beliebig aber fest. Wir werden nun zwischen 2 Fillen unterscheiden:
a) Es gilt wg # z0. Da die Menge { (z,2) | z € U } abgeschlossen ist, existiert eine offene Menge
W cCcUxU\{(z2)]|z€U} um (wo, 20). Damit ist g(w, z) stetig in (wo, 20) € W, denn es gilt

g(w,z) = "———"—= fiir alle (w, z) € W.

w—2Zz

b) Es gilt wy = 2. Wir wihlen € > 0 mit D := B.(z9) C U. Aus der Konvexitét von D folgt,
dass die offene Menge D x D ebenfalls konvex ist und wir kénnen damit folgern

1
f(w)—f(z):/o flz+tw—2)) (w—2z)dt fir alle (w,z) € D x D.

Das heifit, dass wir fiir alle (w, 2) € D x D mit w # z die Darstellung

1 w) — f(z
/0 f(z+tw—2))dt = M =g(w,2)

w—Zz

erhalten. Fiir w = z ergibt sich die Gleichung

1
| £+ tw—2)dt= 1) = glw.2).
0
Damit haben wir einen geschlossenen Ausdruck fiir g gefunden, denn fiir alle (w, z) € D x D gilt

{()f(z) Z#OJ

U FI R

/ 'z +t(w—2))dt.
Mit Hilfe der Darstellung
1
gl,2) = glenz0) = [ £+t = 2) - o) de
0
und der Stetigkeit von f’ folgt die Stetigkeit von g in (wp, 29). Somit ist g stetig auf U x U.

2. Schritt: Die Funktion

1
h:U — C, zr—>,/g(w,z)dw
27 Jy

ist holomorph auf U. Dazu zeigen wir zunéichst die Stetigkeit von hy. Aus der Analysis IT [For]
wissen wir, dass die Funktion ¢ : V' — R mit y — f; f(z,y) dx stetig ist, falls die Funktion



2. Jordanscher Kurvensatz

fila,b) x V= R fiir VC R" offen und [a,b] C R kompakt stetig ist. Diese Eigenschaft l1dsst
sich auf komplexe Integrale iibertragen. Wir folgern mit dieser Uberlegung die Stetigkeit von
h1, denn es gilt

hl(z)zw/g(w,z)dw— 277@/ (t),2) 27”/ G(t, z)
Y _f_/
=:G(t,z)

Da +/(t) stiickweise stetig ist, erhalten wir nach Aufteilung des Integrals die Stetigkeit von G und
daher folgt die Stetigkeit von h;. Wir zeigen nun die Holomorphie von h;. Nach dem Satz von
Morera geniigt es zu zeigen, dass fiir alle kompakten Dreiecke A C U das Integral |, an h1(€)d¢
verschwindet. Sei dazu A C U kompakt, dann gilt

/fmhl 4= /8A/ (,¢) d‘”dCFUbW/v/Mg(w,C)dde.

Fiir festes w € U ist Funktion

holomorph in U. Damit gilt

/ g(w,()d¢ =0 fiir alle w € U
[SJAN

und es folgt die Holomorphie von h; in U wegen

/Mhl(odc:L[)Ag(w’g)dcd“:LOdWZO-

3. Schritt: Die Funktion h; ist die holomorphe Fortsetzung von h. Sei zg € U \ || beliebig
aber fest. Durch einsetzen erhalten wir

b (20) = :l,/g(w,zo)dw wgzo 1 / F@) = 1G0) 4y hizy).
v vy

211 211 w — 2o

Also ist hy die holomorphe Fortsetzung von h auf U.

4. Schritt: Die Funktion h; ldsst sich auf ganz C holomorph fortsetzen. Wir definieren die
Menge V := {2z € C\ ||| ny(z) = 0}. Die Menge V ist offen, da die Funktion n, lokal konstant
ist. Weiterhin enthélt V' das Komplement von U, da v nach Voraussetzung nullhomolog in U
ist. Es folgt C = U U V. Wir definieren die Funktion

ho: V — C, z»—>_/
v



Wegen V N |y| = () folgt aus Lemma 2.3 die Holomorphie von hs in V. Es stimmen hy und hs
auf U NV iiberein, denn fiir zg € U NV erhalten wir

h(z0) *E hz0) = == [ L9l qu — () flz0) £ 1/ J©) G~ 0 = hy(z0).
Y

21 4 W= 20 21 w— 2

Wir definieren die Funktion

hl(z) ,z€eU

H:C—-C, z+— )
ho(z) ,zeV\U

welche nach unseren vorherigen Betrachtungen wohldefiniert und die holomorphe Fortsetzung
von h auf C ist.

5. Schritt: Die Funktion H ist konstant 0. Wir wédhlen M > 0, sodass der Weg ~ vollstindig
in der Schreibe B);(0) liegt. Da die Menge C \ Bj;(0) zusammenhingend ist, ist v nach Lemma
2.2 nullhomolog in Bjs(0). Daher gilt n(z) = 0 fiir alle z € C\ Bys(0). Damit erhalten wir fiir
alle z € C\ B (0)

|H(2)| =

1/f(w)dw‘ < max flw) 20 1
v

27 ), w— 2 weln| 21 |z - M~

Es ist C' := max,¢|,| f(w) % konstant. Sei nun (z,)nen eine Folge mit lim,,_,~ |2,| = co. Fiir

diese Folge erhalten wir

1
lim |H(zp)| < lim C ———— =0.

n—00 n—00 ‘Zn| — M

Also ist H beschrénkt und nach Liouville konstant. Weiterhin ist H konstant 0, denn es gilt
limy, 00 |H (25,)| = 0. Wir haben insbesondere H|yy = h = 0 und daher die Behauptung bewiesen.

(ii) Seien f € O(U) und 2y € C\ U beliebig. Wir definieren die Funktion g : U — C durch
2+ f(2)(z — 29). Es ist g holomorph auf U und n.(zy) = 0, da v nullhomolog in U ist. Mit (i)
dieses Satzes folgt die Behauptung

0 = n(20)9(20) = 1 / de = L / f(w) dw.
g v

21 w — 2o 21
L]

Proposition 2.6. Sei G C C ein Gebiet und C\ G zusammenhingend. Dann ist G einfach
zusammenhdngend.

Beweis. Mit Lemma 2.2 erhalten wir, dass jeder geschlossene Weg « in GG nullhomolog ist. Aus
Satz 2.5 folgt, dass fiir alle geschlossenen Wege o in G und alle f € O(G) das Integral fa f(z)dz
verschwindet. Das heifit, dass fiir alle f € O(G) eine Stammfunktion in G existiert. Somit ist G
ein Elementargebiet und insbesondere einfach zusammenhéngend. O



2. Jordanscher Kurvensatz

Bemerkung 2.7. Wir haben zuvor gezeigt, dass G einfach zusammenhiingend ist, falls C \ G
zusammenhiingend ist. Es gilt hier sogar die Aquivalenz [FB1]. Wir werden die Umkehrung
allerdings nicht im Allgemeinen benétigen, denn uns geniigt der bereits erwiahnte Fall in Lemma
2.4 fiir Kreisscheiben.

Wir wollen dieses Ergebnis nun nutzen, um zu zeigen, dass sdmtliche Komponenten von C\ |7|
einfach zusammenhéngend sind, wobei 7 eine stetige Kurve mit 0 als Anfangspunkt und oo als
Endpunkt ist. Diese Aussage werden wir bendtigen, um den Satz von Janiszewski zu beweisen,
welcher eine wichtige Rolle im Beweis des Jordanschen Kurvensatzes spielen wird.

Lemma 2.8. Sei ) # A C C abgeschlossen und p € C\ A. Dann gibt es eine stetige Kurve
v:[0,1] — C mit folgenden Eigenschaften:

(i) Die Kurve besitzt den Anfangspunkt v(0) = p und einen Endpunkt (1) in A.

(ii) Die Kurve verliuft bis auf ihren Endpunkt vollstindig im Komplement von A, das heifst
7([0,1)) S C\ A.

Beweis. SeiT: [0,1] — C eine beliebige stetige Kurve mit 7(0) = p und (1) € A. Wir definieren
a:=inf{7(z)""|z€|r|nA}e0,1].

Da die Menge 7(A)~! komptakt ist, wird das Infimum angenommen und es ist a > 0, da der
Punkt p nicht in A liegt. Damit ist 7: [0,1] — C mit y(¢) = 7(«t) eine gesuchte Kurve. O

Lemma 2.9. Sei~y: [0,1] — C stetig mit v(0) = 0 und (1) = co. Weiter sei C\ |y| = U]EJAJ'
die Zerlegung von C\ || in offene und zusammenhingende Komponenten. Dann gilt

(i) far alle 5 € J und p € A; existiert eine stetige Kurve 7;: [0,1] — C mit 7;(0) = p,
7(1) € || und 75([0,1)) C Aj. Das heifit 7|1y liegt in A; und verbindet p mit der Kurve
s

(ii) fir alle j € J ist A; einfach zusammenhdngend.

Beweis. (i) Seien j € J und p € A; beliebig aber fest. Es ist || \ { oo } abgeschlossen in C, da
|v| € C abgeschlossen ist. Wir wenden nun Lemma 2.8 auf die abgeschlossene Menge |v|\ { co }
und den Punkt p € A; C C\ |y| an. Das heifit es existiert eine stetige Kurve 7;: [0,1] — C
mit Anfangspunkt 7;(0) = p, Endpunkt 7;(1) € |y| und 7;([0,1)) C C\ |y|. Wir nehmen an, es
gilt 7;([0,1)) ¢ A;. Dann existiert ein ¢ € 7;([0,1)) mit ¢ € C\ (]7| U A;). Also liegt ¢ in einer
der anderen Komponenten. Das heifit, es gilt ¢ € A; fiir ein ¢ # j. Da A; und A; wegzusam-
menhéngende Komponenten sind, folgt A; = A;, denn 7; ist eine stetige Kurve, welche p € A;
und ¢ € A; verbindet. Damit folgt der Widerspruch zu ¢ # j und die Annahme ist falsch und
wir erhalten 7;([0,1)) C A;. Damit ist 7; eine gesuchte Kurve.

(ii) Wir zeigen zuniichst, dass fiir alle k¥ € J die Menge C \ Aj zusammenhiingend ist und

folgern anschliefend, dass die Ay einfach zusammenhingend ist. Seien p,q € C\ A, beliebig.
Unser Ziel ist es eine stetige Kurve zu konstruieren, die p und ¢ verbindet.

10



Wegen C\ Ay, = ;44 A;U || erhalten wir 4 Flle:
1.) Falls p, g € || gilt, dann ist 7 selbst eine gesuchte Kurve.
2.) Falls p,q € A; fiir ein ¢ € J gilt, dann existiert eine stetige Kurve, da A; nach Voraussetzung
wegzusammenhéngend ist.
3.) Falls p € |y| und ¢ € A; fiir ein @ € J gilt, so erhalten wir eine gesuchte Kurve, indem wir ~
mit der in (i) konstruierte Kurve 7; verkniipfen.
4.) Falls p € A; und g € A; fur 4,1 € J mit ¢ # [ gilt, so erhalten wir eine gesuchte Kurve, indem
wir 4 mit den in (i) konstruierten Kurven 7, 7; verkniipfen.
Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass C \ Ay zusammenhingend ist. Weiterhin ist A ein
Gebiet, da es offen und zusammenh#ngend ist. Mit Proposition 2.6 folgt, dass Ay einfach zu-
sammenhéngend ist. O

Definition 2.10. Seien A ¢ C und a, b € @7\ A. Es heiflen a und b von A separiert, falls
|| N A # 0 fiir alle stetigen Kurven ~v: [0,1] — C mit y(0) = a und (1) = b gilt.

Satz 2.11 (Satz von Janiszewski). Seien A1, Ay C C abgeschlossen, A1N Ay zusammenhdingend
und a,b € C\ (A1 U Ag), sodass a und b weder von Ay noch Ay separiert werden. Dann werden
a und b nicht von A1 U Ay separiert.

Beweis. Wir kénnen ohne Einschrinkung annehmen, dass a = 0 und b = oo gilt, denn sonst
betrachten wir die Koordinatentransformation z + 2=%. Folglich sind wegen oo ¢ A;, Az die
Mengen A; und As kompakt in C. Nach Voraussetzung werden 0 und oo weder von A; noch
As separiert. Somit existieren stetige Kurven I';: [0,1] — C\ A; mit I';(0) = 0 und T';(1) = oo
fiir j = 1,2. Nach Lemma 2.9 sind alle zusammenhéngenden Komponenten von C \ |I';| einfach
zusammenhéngend und in keiner dieser Komponenten liegt 0 oder oco. Demnach existieren holo-
morphe Logarithmen f; auf C\ |I';| mit exp(f;j(z)) = z. Die Menge A1N A5 ist zusammenhéngend
und liegt daher in genau einer Komponente L C C\ (|T'1| U |T2|). Wir wihlen die Zweige der
Logarithmusfunktionen f;, sodass sie auf L iibereinstimmen. Das heifit, es gilt fi(2) = f2(2) fur
alle z € L. (Sollte A1 N Az = () gelten, withlen wir eine beliebige Komponente.) Die Menge A;\ L
ist kompakt, da L offen und A; kompakt ist. Der Schnitt von A; \ L und Ay \ L ist leer, denn
aus A1 N Ay C L folgt (A1 \ L)N (A2 \ L) = (A1 N A2) \ L = (). Daher finden wir offene Mengen
V;CCmit ViNVa=0und A; \ L CV; CC\|Ty| fiir j =1,2.

Abbildung 2.1

11



2. Jordanscher Kurvensatz

Wir definieren auf M := V; U V5 U L die Funktion

f](z) 72€Vj

f:M=E o flz)= {fl(z):f(z) el

Esist f auf M C C wohldefiniert und holomorph. Nach unserer Konstruktion gilt exp(f(z)) = z
und daher ist f’(z) = 2 holomorph auf M und besitzt die holomorphe Stammfunktion f.

Wir nehmen nun an, es werden 0 und oo von A; U As separiert. Es sei G C C\ (41 N Asg)
die offene und zusammenhéngende Komponente, welche 0 enthélt. Dann ist G beschréinkt, denn
sonst wire 0 und oo nicht separiert. Nach Konstruktion liegt G im inneren der von M, da 0G C
0(A1UA) C VIUVLUL = M gilt. Wir wollen zeigen, dass ein § > 0 existiert, sodass der kleinste
Abstand zum Rand grofer als 0 ist, das heifit 6 < d(0M,0G) =inf { |z —y|| z € OM,y € 0G }.
Angenommen es gilt 0 = d(0M, 0G), das heifit es existiert fiir alle &, := % > 0 ein p, € 0G,
sodass Bi(p,) N OM # ( gilt. Die Folge (pn)nen liegt in der kompakten Menge OG, daher
existiert eine konvergente Teilfolge (py, )ken mit Grenzwert p € 0G C M. Wir wahlen fiir alle
k € N Punkte a,, € B 1 (Pny,)NOM. Wegen |an, — pp,| < 7 besitzt die Folge (an, )ren ebenfalls

den Grenzwert p. Da 8M abgeschlossen ist, folgt p € OM und da M offen ist, folgt insbesondere
p ¢ M. Das ist ein Widerspruch da p € 0G C M gilt. Folglich kénnen wir ein 0 < 6 < d(0OM, 0G)
wéhlen und iiberdecken G mit Quadraten (Q;);e; der Linge J, sodass 0 € Q1 Mittelpunkt ist
und benachbarte Quadrate mit gemeinsamen Rand eine entgegengesetzte Orientierung besitzen.
Wegen der Beschrinktheit von G geniigen endlich viele Quadrate I = {1,...,n }. Wir definieren
den geschlossenen Weg C'= Q1 + ... + Q.

C

/ N

N [oc

\\4

Abbildung 2.2
Nach Konstruktion verlduft die Kurve C' in M. Es gilt fiir die Windungszahl

1
0) = — d =
da 0 ¢ Q; und somit ng,(0) = 0 fiir i # 1 gilt. Wegen |C| C M folgt aber auch

nc(O)zl,/ldwzl, (@) dw = 0,
C

2mi Jow 2mi Jo

da f’ holomorph auf M ist und dort die holomorphe Stammfunktion f besitzt. Dies ist ein
Widerspruch. Also werden 0 und oo nicht von A; U Ay separiert. O
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Definition 2.12. Eine stetige Kurve ~: [0, 1] — C heifit
(i) offene Jordankurve, falls v injektiv ist. Mit anderen Worten ist v homdomorph zu [0, 1].

(ii) geschlossene Jordankurve, falls v|j 1) injektiv ist und (0) = (1) gilt. Mit anderen Worten
ist ¥ homdomorph zu S*.

Lemma 2.13. Sei v: [0,1] — C eine stetige und injektive Kurve. Dann ist C \ |y| zusam-
menhdngend.

Beweis. Wir kénnen nach geeigneter Koordinatentransformation annehmen, dass co ¢ || gilt.
Folglich ist v: [0,1] — C eine offene Jordankurve und daher ist |y| kompakt in C. Es geniigt zu
zeigen, dass kein Punkt a € C\ |y| von oo separiert wird. Es ist d(a, |y]) > 0, da || kompakt
ist und der Punkt a nicht auf der Kurve v liegt. Wir wéhlen 0 < r < d(a, |y|) und konstruieren
damit eine offene Uberdeckung von |y|. Es liegt a nach Konstruktion nicht in Uzepo,1) Br(v(@))-
Da die Menge || kompakt ist, geniigen endlich viele offene Scheiben B, (v(¢;)) mit i = 1, ..., n,
sodass || in der Vereinigung |J;; Br(7(t;)) enthalten ist. Wir nehmen ohne Einschrinkung
t; < ... < t, an und konstruieren eine Zerlegung von [0, 1] in n Intervalle [s;, s;4+1], wobei wir s;
so wihlen, dass so = 0, s, = 1 sowie s; € Br(y(ti—1)) N Br(y(t;)) fir ¢ = 1,...,n — 1 gilt. Das
heifit wir erhalten die Kurvenstiicke v; 1= 7[(,_, 4, fiir alle i = 1,...,n. Sei nun j € {1,..,n}
beliebig. Da die Punkte a und oo in der zusammenhéngenden Menge C\ B, ((t;)) liegen, werden
sie nicht von B,((t;)) separiert. Wegen |v;| C By((t;)) gilt dies insbesondere auch fiir |v;|.
Somit separiert keine der kompakten Mengen |v;| die Punkte a und oo fiir alle i = 1, ..., n.

Wir fiihren eine Induktion iiber die Anzahl der Intervalle und wenden Satz 2.11 an: Im Fall
von m = 1 wissen wir nach vorheriger Betrachtung, dass |v;| die Punkte a und oo nicht separiert.
Fiir den Induktionsschritt von m nach m + 1 definieren wir I' := ~1 + ... + . Es werden a und
oo nicht von |y;,+1| und nach Induktionsvoraussetzung nicht von |I'| separiert. Es sind |I'| und
|Ym+1| kompakt und nach Konstruktion ist [I'| N |ym+1]| = {7(sk) } zusammenhéngend. Mit dem
Satz von Janiszewski 2.11 folgt, dass die Menge |I'|U|Ym+1| = [y1|U.-.Ulym+1] = |7 + - + Ym+1]
die Punkte a und oo nicht separiert. Da n nach vorheriger Uberlegung endlich ist, haben wir
gezeigt, dass a und oo nicht von |y| separiert werden. Somit ist C \ |y| zusammenhingend. [

Bemerkung 2.14. Aus dem vorherigem Lemma folgt unmittelbar, dass fiir ein offene Jordan-
kurve 7: [0,1] — C die Menge C \ |y| zusammenhéngend ist.

Lemma 2.15. Sei v: [0,1] — C eine geschlossene Jordankurve. Dann gilt S = |vy| fiir jede
zusammenhingende Komponente ) S C C\ |v|.

Beweis. Wir zeigen zunéchst 05 C |y|. Sei zg € 95 und da S offen ist, folgt 29 ¢ S und damit
2o € C\ S. Wir wollen zeigen, dass zp auf || liegt. Dazu nehmen wir an, es gelte zy ¢ |v|.
Das heifit es existiert eine Komponente 77 C C\ |y| mit zp € T. Da T offen ist, existiert eine
offene und zusammenhingende Umgebung um zg mit U C T. Da zg Auf dem Rand von S liegt,
existiert eine Folge (wp)neny mit w, € S fir alle n € N und lim;,,_,oo w, = 20. Aufgrund der
Konvergenz existiert ein N € N, sodass fiir alle n > N die Punkte w, in der offenen Menge
U liegen. Damit folgt S = T, da U sowohl Punkte aus S als auch Punkte aus T enthilt und
zusammenhéngend ist. Das heifit aber, dass jeder Randpunkt auch im inneren von S liegt. Also
folgt S = () und damit erhalten wir den Widerspruch, da § C S C C\ |y| gilt.
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2. Jordanscher Kurvensatz

Wir zeigen nun 0S5 D |y|. Sei zg € |y|. Wir definieren fiir n € N eine Folge von zusam-
menhingen Kurvensegmente. Genauer definieren wir das Segment |J],| C |J| N Bi(zp), welches
2o enthilt und dessen Komplement |J//| := [J]\ |J},|. Sei N € N so gewiihlt, dass ]njfl\ C |J| gilt.
Dann ist J) eine offene Jordankurve. Mit Lemma ?7 ist C\ J// zusammenhéngend fiir alle n > N.
Sei a € S beliebig, dann existieren fiir n > N stetige Kurven I';,: [0,1] — C mit I',,(0) = @ und
(1) = zp, da a und zp in der zusammenhingende Menge C \ J/ liegen. Auflerdem existiert
ein M € N mit M > N, sodass a ¢ Bi(z) fiir alle n > M gilt, da C hausdorffsch ist. Wir
definieren fiir n > M den ersten Schnittpunkt w, von Iy, | und 0B1 (20). Es gilt w,, € S, denn

die Kurve |I',,| schneidet zwischen a und w,, weder J/! (nach Konst;uktion) noch J), da J}, im
inneren von Bi(zp) und w, auf dem Rand von Bi(zp) liegt. Das heifit wir haben eine Folge

(Wn)n>m mit w, € S und diese konvergiert wegen |zp — wy| = % fiir alle n > M gegen z. Es
folgt 2o € 0S. O

Bemerkung 2.16 (Seen des Wada). Nach diesem Lemma ist es sinnvoll zu erwihnen, dass es
ein kontraintuitives Konstruktionsverfahren Seen des Wada benannt nach Takeo Wada in [Yon]
gibt, mit dem man drei offene, zusammenhéngende und disjunkte Menge mit gleichem Rand
konstruieren kann. Daher konnen wir nicht aus dem vorherigen Lemma 2.15 den Jordanschen
Kurvensatz folgern. Umgekehrt wird aus dem Jordanschen Kurvensatz somit folgen, dass der
Rand der Seen des Wada keine geschlossene Jordankurve sein kann.

Lemma 2.17. Sei v: [0,1] — C eine geschlossene Jordankurve J = |y| mit geradem Kurven-
segment [—c, c|. Dann existiert ein r > 0, sodass B,(0) N J = (—r,r) gilt.

Beweis. Wir parametrisieren die Kurve vy (ohne Beriicksichtigung der Orientierung), sodass
7([0, 3]) = [=¢,¢], ¥(0) = v(1) = —c und (%) = 0 gilt. Wir wissen nach Voraussetzung, dass fiir
0 < r < cdie Menge (—r,r) in B,(0) N J enthalten ist. Wir nehmen an, dass (—r,r) C B,-(0) N J
fiir alle r > 0 gilt. Das heifit, dass fiir alle 7, := + > 0 ein ¢, € [3,1] mit v(t,) € B,(0) \ (—¢,¢)
existiert. Da [%, 1] kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge ¢, mit Grenzwert s € [%, 1].
Aus der Stetigkeit von v folgt, dass y(s) = 0 ist. Wegen (1) = —c # 0 ist s # 1. Insgesamt er-
halten wir einen Widerspruch, da 7|(o 1) injektiv ist, aber 'y(%) = v(s) gilt. Also ist die Annahme
falsch und es folgt die Behauptung. O

Wir haben nun alle Vorbereitungen getroffen um den Jordanschen Kurvensatz zu beweisen.

Satz 2.18 (Jordanscher Kurvensatz). Sei v: [0,1] — C eine geschlossene Jordankurve. Dann
besitzt C\ |y| genau zwei Komponenten.

Beweis. Schritt 1: Wir betrachten zunichst den Fall, dass wir eine geschlossene Jordankurve
mit einem geraden Kurvensegment S haben.

Wir zeigen zunéchst, dass C \ |y| hochstens zwei Komponenten besitzt. Wir kénnen nach
Drehung und Translation der Ebene ohne Einschrinkung annehmen, dass [—¢,c] = S C R gilt.
Nach Lemma 2.17 wissen wir, es existiert ein » > 0 und B, := B,(0), sodass fiir B,N|y| = (—r,7)
gilt. Wir definieren B ={z € B, | Im(2) >0} und B, ={z€ B, | Im(2) <0}. Esist 0 € ||
und nach Lemma 2.15 wissen wir, dass 0 Randpunkt jeder Komponente von C\|v] ist. Also besitzt
jede Komponente eine gegen 0 konvergente Folge und somit Punkte in B,. Da (—r,r) C |v| gilt,
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besitzt jede Komponente gemeinsame Punkte mit B;' oder B,;. Wegen der Konvexitit von B;"
und B, sind sie insbesondere zusammenhéingend. Folglich muss jede Komponente ganz B;" oder
B enthalten. Also kann es hochstens zwei Komponenten geben.

Wir werden zeigen, dass es mindestens zwei Komponenten gibt. Dazu nehmen wir an, es gébe
nur eine Komponente, das heifit C \ |y| ist zusammenhéngend. Seien 27 € B, und 22 € B,
beliebig. Die Punkte z; und z, werden nach Annahme nicht von |y| separiert. Aulerdem se-
pariert die Menge 0B, U |y| \ (—r,7) die Punkte nicht, denn die konvexe Menge B, liegt im
Komplement und die Punkte z; und zo befinden sich in B,. Weiterhin ist der Schnitt der
Mengen |y| N (0B, U |y| \ (=7, 7)) = || \ (—r,7) zusammenhéngend. Mit dem Satz von Ja-
niszewski 2.11 folgt, dass z; und 2z nicht von |y| U (0B, U |y| \ (—r,7)) = |v| U 0B, separiert
werden. Wir zeigen, dass die Menge J U 0B, die Punkte separiert. Dazu betrachten wir die
Teilmenge [—r,r] U 0B,. Diese Menge separiert bereits die Punkte z; und zy, denn es gilt
C\ ([-r,r] U 0B,) = BFUB,U(C\ B,), wobei 21 in Bl und 23 in B,” liegt. Das heit es
werden z1; und zo doch separiert und wir erhalten den Widerspruch. Also gibt es genau zwei
Komponenten, falls J ein gerades Kurvensegment enthélt.

Schritt 2: Wir konstruieren aus einer geschlossenen Jordankurve « ohne geradem Kurven-
segment eine geschlossene Jordankurve J, die ein gerades Kurvensegment besitzt. Dazu seien
a,b € |y| beliebig mit a # b. Wir definieren I := {(1 —t)a+tb|t € [0,1]}. Nach geeigneter
Drehung und Translation von ~ kénnen wir ohne Einschrénkung I = [a,b] C R annehmen. Es
gilt [a,b] C ||, da v kein gerades Kurvensegment besitzt. Das heiBt es existiert ein = € I\ |7
und wir nehmen ohne Einschrankung an, dass z = 0 gilt. Da 0 in der offenen Menge C \ ||
liegt, existiert ein ¢ > 0, sodass B:(0) C C\ |y| und folglich B.(0) N [a,b] = (—¢,¢) gilt.
Wir werden das Intervall ausdehnen, sodass nur die Randpunkte auf v liegen. Dazu definie-
ren wir « := inf{z € [a,b] | (2,0] CC\ |y|} und B := sup{z € [a,b] | [0,2z) C C\ |y|}. Wegen
a<a< —eund € < B < b, existieren  und 8. Somit erhalten wir das gerade Kurvenstiick
IS| = [a,f] mit o, € |y| und (o, 3) C C\ |y|. Wir parametrisieren S, sodass die Kurve
von 3 nach a verlduft und definieren die Kurvensegmente J’, welches von « nach 3 entlang ~y
verlduft, und J”, welches von 3 nach «a entlang v verlduft. Durch das Verkniipfen von J’ und
S erhalten wir eine neue geschlossene Jordankurve J = J' + S mit geradem Kurvensegment.

Abbildung 2.3
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2. Jordanscher Kurvensatz

Schritt 3: Wir werden nun zeigen, dass C \ |y| genau zwei Komponenten besitzt.

Nach Schritt 1 miissen wir den Fall betrachten, falls v kein gerades Kurvensegment hat. Wir
benutzen die in Schritt 2 konstruierte Kurve J. Es seien G; und Go die zwei Komponenten
von C \ |J| aus Schritt 1. Wir wéhlen einen Punkt zy € |y|\ (|S| U |J”|) = |J/|. Dann gibt
es ein 7 > 0 mit D := Bj(zg), sodass D N (|S| U |J"|) = 0 gilt. Die Existenz von 7 erhalten
wir wie in Lemma 2.17, indem wir eine Folge konstruieren und iiber die Stetigkeit von v einen
Widerspruch zur Injektivitdt oder zur Wahl von « und § als Infimum und Supremum erhalten.
Da zy € |J'| C |J] gilt, enthdlt D Punkte von G; und Gs. Das heiit es gibt zwei Punkte
w1 € DN Gy und wy € D N Go, welche von |J| separiert werden.

Wir nehmen an, dass C \ |y| nur eine Komponente besitzt, das heiit C \ |y| ist zusam-
menhéngend und folglich separiert |y| die Punkte w; und we nicht. Weiterhin separiert die
Menge |J”| US| die Punkte nicht, da D C C\ (]J”|U|S|) konvex und damit zusammenhéngend
ist. Es ist |[y| N (|J"|U|S]|) = |J”| zusammenh#ngend. Mit dem Satz von Janiszewski 2.11 folgt,
dass die Punkte nicht von (|.J”|U|S])U|y| = |y|U|S] separiert werden. Damit erhalten wir einen
Widerspruch, da |J| C |y| U |S] gilt und |J| die Punkte w; und ws separiert. Also besitzt C\ |v]
mindestens zwei Komponenten.

Wir werden zeigen, dass C \ |y| hochstens zwei Komponenten besitzt. Nach Lemma 2.15
wissen wir, dass 29 € |y| Randpunkt jeder Komponente ist, das heifit insbesondere, dass jede
Komponente Punkte in D besitzt. Wir wissen bereits nach Schritt 1, dass C\ |J| in genau zwei
Komponenten zerfillt. Es gilt

D\ |y| =D\ (|J'|U|J"]) =D\ |J'| = D\ (|| U]S]) = D\ |J|

das heift fiir alle Punkte w € D\ || gilt entweder w € G; N D oder w € Ga N D. Sei wg € D\ ||
beliebig. Es folgt wg € G1 oder wg € Go. Ohne Einschrinkung gelte wy € G1. Es separiert die
Menge |J”| U |S| die Punkte wp und w; nicht, da D vollstindig in C\ (|J”| U |S]) liegt und
zusammenhéngend ist. Das heifit wy und w; werden weder von |J| noch von |J”| U|S| separiert.
Da [J|N(]J"|U]S|) = |S| zusammenhéngend ist, folgt mit dem Satz von Janiszewski 2.11, dass wy
und wy nicht von |J|U(|J”|U|S]|) = |v|U|S| separiert werden und folglich auch nicht von |y|. Also
liegt wgp in der gleichen Komponente wie w;. Damit gibt es hochstens 2 Komponenten, da wir nur
zwei Moglichkeiten fiir beliebige w € D \ || haben. Also gibt es genau zwei Komponenten. [J

Wir werden nun einige Folgerungen aus dem Jordanschen Kurvensatz herleiten. Insbesondere
werden wir ein Kriterium beweisen, mit dem wir Injektivitat fiir holomorphe Funktionen folgern
konnen.

Korollar 2.19. Sei v: [0,1] — C eine geschlossene Jordankurve. Dann besitzt C \ |y| genau
eine beschrinkte und einfach zusammenhdngende Komponente sowie eine unbeschrinkte Kom-
ponente.

Beweis. Nach dem Jordanschen Kurvensatz besitzt C \ |v| genau 2 Komponenten H; und Hs.
Da |y| kompakt ist, existiert ein M > 0, sodass |y| C Bps(0) gilt. Weiterhin ist C \ By (0)
zusammenhéngend und gehért damit ohne Finschridnkung zur Komponente H;, welche somit
unbeschrénkt ist. Die zweite Komponente Hp liegt in Bps(0) und ist damit beschrinkt. Da
die Menge C \ Hy = {00} UH; U |y| zusammenhiingend ist, ist Ho nach Lemma 2.6 einfach
zusammenhéngend. O
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Korollar 2.20. Seien v: [0,1] — C eine geschlossene Jordankurve, Hy die unbeschrinkte und
Hy die beschrinkte Komponente von C\ |y|. Dann gilt

(i) ny(z) =0  fir alle z € Hy,
(ii) ny(2) = %1  fiir alle z € Ho.

Beweis. (i) Es existiert ein M > 0 mit |y| C Bj(0), da |y| kompakt ist. Nach Lemma 2.2 ist
v nullhomolog in Bys(0), da C \ By/(0) zusammenhéngend ist. Das heifit n,(z) = 0 fiir alle
z € C\ Bpy(0). Da n, lokal konstant und C\ Bjs(0) Teilmenge von H ist, gilt n(z) = 0 fur
alle z € H;y.

(ii) Da n. lokal konstant ist, geniigt es die Aussage fiir einen Punkt zu zeigen. Wir {ibernehmen
die Notation aus dem Beweis des Jordanschen Kurvensatz entsprechend Abbildung 2.3 und neh-
men zusétzlich ohne Einschréinkung an, dass G die unbeschrinkte Komponente von C\ |J| ist
und B;f C Gy gilt. Wir wissen, dass die Punkte wy, ws € D zu verschiedenen Komponenten von
C\ |y| und C\ |J| gehoren und ohne Einschrinkung gelte wy € H1, Gy und wy € Ha, Gs.

Behauptung: Die Punkte wy und wy liegen in der unbeschrinkten Komponente von C\ |J” — S].
Wir wihlen wie in (i) dieses Beweises M > 0, sodass |y| C Bs(0) gilt. Da J' und J” Segmente
von ~ sind gilt |.J'|,|J"| € Bp(0). AuBerdem gilt |S| C Ba(0), da S eine Verbindungsstrecke
zwischen 2 Punkten aus der konvexen Menge Bj/(0) ist. Sei nun zg € C\ Bps(0) beliebig. Es liegt
zp nach Konstruktion in den unbeschrinkten Komponenten von C\ ||, C\ |J| und C\ |J" — S].
Folglich werden zp und w; weder von |y| noch von |J| separiert und weiter ist |y| N [J| = |J/|
zusammenhéngend. Wir folgern mit dem Satz von Janiszewski 2.11, dass zp und w; auch nicht
von |[y| U |J| = |y| U |S| separiert werden. Wegen |J” — S| = |J"| U |S] C || U |S| werden zy
und w; insbesondere nicht von |J” — S| separiert. Also liegen zp und w; in der selben Kompo-
nente. Wir wissen bereits, dass die Menge |J”| U |S| die Punkte w; und wy nicht separiert, da
D c C\ (|J"|U|S|) konvex und damit zusammenhingend ist. Daher liegen sie in der selben
Komponente von |y| U |S| und es folgt nach (i) njr_g(w;) = nyr_g(z0) = 0.

Wir beweisen nun n,(z) = %1 fiir alle z € Hy. Da n,(z) lokal konstant ist, geniigt es die
Aussage fiir den Punkt wo € Hs zu zeigen. Die Kurven v = J'+J" und J'+S—-S+J" = J—-S+.J"
sind homotop und es folgt fiir die Umlaufzahl n.(w2) = nj(w2) + nyr_g(wa) = ny(ws). Wir
wissen, dass wo in der selben Komponente von C\ J wie ein beliebiger Punkt z9 € B, liegt. Damit
folgt nj(ws) = ny(z2). Wir zerlegen J in 2 Kurvensegmente. Dabei sei (' das Kurvensegment
von r nach —r und @Q” von —r nach r. Damit konstruieren wir unter Beriicksichtigung der
Orientierung eine zu J = Q' + Q" homotope Kurve. Es beschreibe BT den oberen Kreisbogen
von r nach —r und B~ den unteren Kreisbogen von —r nach r. Wir betrachten 2 Fille:

a) Gilt |Q'| = [—r,7] so betrachten wir die Kurve Q' — BT + Bt + B~ — B~ + Q". Da sie
homotop zu J ist, folgt nj(22) = ng_+p+(22) + np+ip-(22) + np-1gr(22). Da 2z jeweils im
AuBeren der Kurven Q' — BT und B~ + Q" liegt, gilt nach (i) ng/_p+(22) = 0 = ng—, on(22).
Insgesamt folgt nun n(2) = ng+,p-(22) = nop, (22) = 1.

b) Gilt |Q"| = [—r, r] so betrachten wir die Kurve Q'+ B~ — B~ — BT+ BTQ". Aus denselben
Griinden wie in Fall a) erhalten wir n,(2) =n_p-_p+(22) = n_pp, (22) = —1. O
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2. Jordanscher Kurvensatz

Korollar 2.21. Sei0 < r < 1 und f € O(E), sodass f injektiv auf 0B, (0) ist. Dann ist f injektiv
auf B-(0) und bildet B.(0) auf das innere Gebiet der geschlossene Jordankurve v = f(0B;(0))
ab, das heifst C = f(B,(0))U |v| UG1, wobei Gy die unbeschrinkte Komponente ist.

Beweis. Wir verschieben zunéchst die Funktion f um einen konstante ¢, sodass f —c auf 9B, (0)
keine Nullstellen besitzt. Wir kénnen also ohne Einschrinkung annehmen, dass f keine Null-
stellen auf der Kurve « besitzt. Sei G; die unbeschriankte und Gs die beschrinkte Komponente
von C\ |y|. Die Nullstellenmenge von f(z) — zg ist fiir zo € C\ |y| gegeben durch

1 f'(z) w=F(2) 1 220 JO  ,20€ Gy
— 7(12; = 7(1(,(] = n,y(ZO) = .
218 Ja,0) f(2) — 20 , w20 +1 20 € Gy

Das heifit f(z) nimmt keinen Wert aus G; und jeden Wert aus G2 genau einmal an. Wegen
der Injektivitét von f auf 0B, (0) ist f nicht konstant und damit ist f(B,(0)) offen und zusam-
menhéngend. Folglich nimmt f keinen Wert aus |y| = df(B,(0)) und G; an und fiir das Bild
gilt f(B,(0)) = Go. O
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3. Lowner-Theorie

Wir wenden uns nun der Lowner-Theorie zu. Zunéchst werden wir einige Eigenschaften der
Klasse S der schlichten Funktionen herleiten. Insbesondere werden wir zeigen, dass die Menge
der Schlitzabbildungen dicht in S liegt. Fiir diese Menge werden wir die Giiltigkeit der Lowner-
Differentialgleichung zeigen. Eine sehr bekannte Anwendung der Lowner-Theorie ist ihre Anwen-
dung im Beweis der Bieberbachschen Vermutung nach Weinstein [RS2]. Dieser Satz sagt aus,
dass fiir die Koeffizienten einer schlichten Funktion |a,| < n fiir alle n € N gilt.

Definition 3.1. Wir bezeichnen die Familie der normierten schlichten Funktionen des Einheits-
kreises als
S={f€OE)|f(0)=0,f'(0)=1und f ist schlicht } .

Proposition 3.2. Die Familie S bleibt unter einigen Transformationen invariant. Sei f € S.

(i) Die Familie S ist invariant unter Rotationen, das heifit fiir alle ¢ € R liegt die Funktion
z e Wf(ez) in S.

(ii) Die Familie S ist invariant unter Skalierungen, das heifit fir alle r € R* liegt die Funktion
2 102 Gn g
T

(iii) Die Familie S ist invariant unter Verkettungen mit Automorphismen des Einheitskreises,
das heifit fir a € E liegt folgende Funktion in S

J(E2) ~ f(a)
T a2 (a)

(iv) Die Familie S ist invariant unter Verkettungen mit biholomorphen Funktionen auf dem
Bild von f, das heift fiir alle g € O(f(E)) mit g(0) = 0 und ¢’'(0) =1 liegt go f in S.

(v) Seib ¢ f(E) so liegt die Funktion z — bb_f]E(Z;) inS.

(vi) Die Familie S ist invariant unter der sogenannten Wurzel-Transformation, das heifit die

Funktion z — +/ f(2?) liegt in S.

Beweis. Wir werden nur (iii) und (vi) betrachten, denn die anderen Aussagen sind mit kurzer
Rechnung nachzuweisen.

(iii) Die Mobiustransformation ¢(z) = fj_%‘fz ist eine biholomorphe Abbildung von E auf sich
selbst. Damit ist die Verkettung ebenfalls schlicht. Durch Normierung von f o ¢ erhalten wir die
gesuchte Funktion.

(vi) Wir definieren g(z) = 4/ f(2?). Wir wissen, dass eine holomorphe Funktion f € O(G) in
einem Gebiet G genau dann eine nte-Wurzelfunktion besitzt, wenn G einfach zusammenhéngend
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3. Loéwner-Theorie

und f nullstellenfrei auf G ist. Da f (22) in 0 eine doppelte Nullstelle besitzt, schreiben wir
f(z%) = 22f(2) fiir f € O(E). Nun besitzt f keine Nullstellen auf E und daher besitzt f eine

2te-Wurzelfunktion h mit h(z)? = f(z) = %Z;) Wegen f(0) = f/(0) = 1 erhalten wir h(0) = %1.
Wir nehmen ohne Einschrinkung an es gelte h(0) = 1, denn sonst betrachten wir —h. Damit
ist g(z) = zh(z) holomorph auf E. Die Funktion g besitzt nur in 0 eine Nullstelle, da h keine

Nullstellen auf E besitzt. Das heifit, es gilt g(0) = 0 und ¢’(0) = h(0) + 0 = 1. Wir zeigen die
Injektivitit. Da h(z)? = %’Z;) eine gerade Funktion ist, muss h entweder gerade oder ungerade
sein. Wegen h(0) = 1 folgt, dass h gerade ist. Folglich ist die Funktion g(z) = zh(z) ungerade. Sei
z,w € E mit g(z) = g(w). Dann folgt f(2?) = f(w?) wegen g(z)? = g(w)?. Aus der Injektivitit
von f folgt 22 = w?. Das heifit es gilt z = +w. Im Fall z = —w gilt aber g(z) = g(w) = —g(2).
Also ist z eine Nullstelle von g und daher gilt z = 0 = w. Damit haben wir gezeigt, dass g
injektiv ist und in S liegt. O

Eine besondere Rolle spielt die sogenannte Koebe-Funktion. Sie ist in Hinblick auf viele
Abschétzungen der Klasse S eine scharfe Schranke.

Definition 3.3. Die Funktion

Mo = _22)2 - Zlnzn

heifit Koebe-Funktion und fiir A € C mit |\| = 1 erhalten wir nach Proposition 3.2 die Rotationen

der Koebe-Funktion k) (z) = m Die Koebe-Funktion besitzt das Bild k(E) = C\ (-0, —1].

Im Folgenden zitieren wir einen Satz von Bieberbach [Bie] iiber die Potenzreihenentwicklung

von Funktionen aus S. Dieser Satz gibt eine Abschétzung fiir den Koeffzienzen |as| und charak-
terisiert die Rotationen der Koebe-Funktion.

Satz 3.4 (Satz von Bieberbach). Sei f € S dann gilt |as| < 2. Gleichheit gilt genau dann, falls
f eine Rotation der Koebe-Funktion ist.

Fiir einen Beweis verweisen wir auf [Dur|. Dieser Satz gab Bieberbach Anlass zur Bieberbach-
schen Vermutung, welche eine Verschiarfung dieses Satzes darstellt. Die Bieberbachsche Vermu-
tung besagt, dass fiir die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung von Funktionen aus S die
Abschétzung |a,| < n fiir alle n € N gilt. Diese Vermutung wurde 1985 von de Branges bewiesen
[deBr].

Satz 3.5 (Koebe 1/4-Theorem). Sei f € S. Dann gilt Bi(()) C f(E).
Beweis. Sei f € S beliebig aber fest und w € C\ f(E). Wir definieren die Funktion

1
g: E—C, z»—>wf(z):z—|—(a2—|—w)22+...,

w—f(2)

wobei g € S nach Proposition 3.2 gilt. Wir wenden nun den Satz von Bieberbach 3.4 auf f und

g an und erhalten |as| < 2 sowie

1
a2+‘<2.
w
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Dies konnen wir weiter abschitzen durch

1 1 1

2> a2+’>H—|a2\>H—2-
w w w

Folglich erhalten wir |w| > 1 und daher B 1 (0) C f(E), denn wir haben gezeigt, dass jeder Punkt
in C\ f(E) auBlerhalb von B 1 (0) liegt. Die Abschétzung ist scharf, denn fiir die Koebe-Funktion
gilt —1 ¢ k(E). O

Satz 3.6. Sei f € S. Dann gilt fir alle z € E die Abschdtzung

2|2” — 42|
1—|2f

Zf"(z)} _ 20z 4]
f'(2) 1—|2f*

Beweis. Sei f € S beliebig. Fiir z = 0 sind die Abschétzungen offensichtlich richtig. Sei daher
w € E\ {0}. Nach Proposition 3.2 liegt die Funktion

<Re[

. f(lzigz)_f(w) o = n
gE—=C, 2z~ (- D2 (@) z—i-nZQanz

in S. Wir berechnen nun mithilfe der Taylorentwicklung den zweiten Koeffizient % 9" (0) = as

1
" f (w) 2 —
g'(0) = 1 —|w|?) — 2w.
(0) = oy (1~ |
Mit dem Satz von Bieberbach 3.4 erhalten wir
1!
f,(“) 1 |w]?) - 2w‘ <4
f'(w)
Dies fiihrt uns nach Mulitplikation von 1_|°|i|)|2 zu der Abschétzung
wf'(w) 2w 4w]
Flw) 1= 1w

Fiir ein beliebiges z € C und a € R mit |z| < a gilt stets —a < Re(z) < a. Dies wenden wir an
und erhalten

4wl _ o [wf”(w) 2w ] _ Al

1—|w]® Flw) 11— |wf — Jw|

und es folgt wie gewiinscht

2 " 2
20 4ol g, [47) 2ol 4l
1= |wl f'(w) 1 — |wl
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Satz 3.7 (Koebescher Verzerrungssatz). Sei f € S. Dann gelten fiir alle z € E die Abschditzungen

1—z| 1+ |z]

Ay Sl gy
un " "

Tt SIS T

Beweis. (i) Sei f € S beliebig. Fiir w = 0 sind die Abschéitzungen offensichtlich richtig. Sei
daher w = Re®¥ € E\ {0}. Nach Satz 3.6 gilt fiir alle z € E

2 " 2
2l 4] g, [0 2l
1— |z f'(z) 1— |z

Wegen f'(z) # 0 fiir alle z € E existiert eine holomorphe Logarithmusfunktion A von f’ mit
exp(h) = f' und wegen f’(0) = 1 kénnen wir die Logarithmusfunktion so wéhlen, dass h(0) =0
gilt. Damit erhalten wir fiir die Darstellung z = re’?

re? f”(rew)}

0 1
— Reh(re¥) = TRe[ (ret?)

or
Mit |exp(z)| = exp(Re(z)) fiir alle z € C erhalten wir

& Reh(z) = - nfexp(Re h(z))] = - Infexp(h(=) = o In| /()]

wobei wir mit In den natiirlichen Logarithmus auf R} bezeichnen. Dies setzen wir nun in die
Ungleichung aus Satz 3.6 ein und erhalten

2|z —4 0 2 4
|Z| 3 giln‘f,(Z)}g ‘Z|+2
1— [z = Or 11z
Mit der Darstellung z = re’# folgern wir
2r—4 _ 0 L ir 2r+4
1T Sl el <5

Durch Integration iiber r von 0 bis R erhalten wir

R R
2r — 4 1-R i 4+2r 1+ R
/0 drzlnggln‘f(Re‘p)‘S/o 71_T2dr:1n7(1_ E

und nach Anwendung der Exponentialfunktion erhalten wir die gesuchte Behauptung

1 — |wl

‘ 1+ |w
(1 +|w|3\

7@l < G e
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(ii) Sei f € S beliebig. Fiir w = 0 sind die Abschétzungen offensichtlich richtig. Wir wéhlen
wieder w = Re®? € E\ {0} beliebig. Offensichtlich gilt

R . .
fw) = [ enrien
0
und mit (i) erhalten wir die obere Schranke

R . R 1+t . R o |w|
mm<A\HMW“<A<Lﬂﬂ“erV‘a—wV
1

Fiir die untere Schranke benétigen wir zunéchst eine Fallunterscheidung, denn fiir |f(w)| > 7

wird die Abschétzung erfiillt, da ﬁ < 1 fiir alle R € (0,1) gilt. Sei |f(w)| < %. Nach
1

Rotation kénnen wir ohne Einschrankung f(w) € (0, ;) annehmen. Die gerade Strecke [0, f(w)]
ist vollstdndig in f(E) enthalten, denn sie liegt nach Satz 3.5 in der Menge B1(0) C f(E). Wir
4

definieren das Urbild der Strecke [0, f(w)] unter f

v: [0, f(w)] = E, t— f7L(2).

Diese Kurve ist wohldefiniert und stetig differenzierbar. Nach Konstruktion gilt f((t)) = ¢ fiir
alle t € [0, f(w)]. Daraus erhalten wir f'(v(¢))7'(t) = 1 und folglich gilt |f'(~(¢))y/(¢t)] = 1 fur
alle t € [0, f(w)]. Wir wenden den Hauptsatz der Integralrechnung an

f(w) f(w)
ﬂw=A fﬁ@W@&ZA yﬂwmwmwz/v«m«w

Damit erhalten wir unter Anwendung der Abschitzung des ersten Teils die Behauptung

1—|r| |w

wmwﬁvﬁww>ﬁ<uwwwzuﬂwﬁ

O]

Bemerkung 3.8. Die Ungleichungen in den Sétzen 3.6 und 3.7 sind scharf. Es ldsst sich zeigen,
dass Gleichheit in einer der Abschitzungen fiir ein z € E\ {0} genau dann gilt, falls f eine
Rotation der Koebe-Funktion ist [Dur].

Definition 3.9. Es sei G ein Gebiet und F C O(G) eine Familie von holomorphen Funktionen.

(i) Die Familie F heiit normal, falls jede Folge von Funktionen aus F eine kompakt konver-
gente Teilfolge besitzt.

(ii) Die Familie F heifit abgeschlossen, falls die Grenzfunktion einer jeder kompakt konvergen-
ten Folge in F liegt.

(iii) Die Familie F heiit lokal gleichmdfSig beschrinkt, falls fir alle kompakte Mengen K C G
ein M > 0 existiert, sodass |f|, < M fiir alle f € S gilt.
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Bemerkung 3.10. Nach dem Satz von Montel [RS2] ist eine in dem Gebiet G lokal gleichméBig
beschréinkte Familie 7 C O(G) normal in G.

Satz 3.11. Die Familie S ist eine normale und abgeschlossene Familie.
Beweis. (i) Normalitdt: Nach vorheriger Bemerkung 3.10 geniigt zu zeigen, dass S lokal gleich-
méBig beschrankt ist. Sei K C E kompakt. Aus Satz 3.7 folgt, dass fiir alle f € S gilt

|f(Z)| < (1|Z|||)2 fir alle z e E.
— |z

Somit erhalten wir auf K

||

|f’K<'(1—‘Z|)2 fiir alle f € S,

K

]
wobei a

e stetig auf K ist und daher wird das Maximum angenommen. Daher ist S lokal

gleichméfig beschrankt und somit normal.

(ii) Abgeschlossenheit: Nach dem Satz von Hurwitz gilt fiir die Grenzfunktion f einer Folge
(fn)nen von in G schlichten und holomorphen Funktionen, welche kompakt gegen f € O(G)
konvergiert, dass f entweder konstant oder injektiv ist. Diesen Satz werden wir nun anwenden.

Sei (fn)nen mit f, € S fiir alle n € N eine kompakt konvergente Folge mit Grenzfunktion f.
Wegen f,,(0) = 0 und f},(0) = 1 fiir alle n € N erhalten wir f(0) = 0 und f’(0) = 1. Wegen
//(0) =1 kann f nicht konstant sein, also ist f nach dem Satz von Hurwitz injektiv. Das heif}t
f € 5 und somit ist S abgeschlossen. O

Wir wissen nach dem Riemannschen Abbildungssatz, dass wir zu jedem einfach zusammen-
héngendem Gebiet G C C eine biholomorphe Funktion f von E nach G finden. Wir werden
sehen, dass wir fiir dieses f unter zusétzlichen Bedingungen sogar Eindeutigkeit fordern kénnen.
Wir werden im Folgenden den Zusammenhang zwischen topologischen Eigenschaften von Folgen
einfach zusammenh#ngender Gebiete und den entsprechenden biholomorphen Funktionen unter-
suchen. Dazu bendtigen wir den Begriff des Kerns einer Folge von einfach zusammenhéngenden
Gebieten.

Proposition 3.12. Es sei r > 0 und (Gp)nen eine Folge von einfach zusammenhdngenden
Gebieten mit G, C C sowie B,(0) C Gy, fiir alle n € N. Dann gibt es ein grifstes Gebiet G mit

(i) 0 € G und

(i) fir alle kompakten Teilmengen K C G ezistiert ein n(K) € N mit K C G, fir alle
n = n(K).

Beweis. Wir definieren die Menge
A:={U|U C C ein Gebiet, welches (i) und (ii) erfiillt }.

Da B, (0) sowohl (i) als auch (ii) erfiillt, gilt A # (). Wir werden zeigen, dass das Gebiet

G::UU

UcA
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alle behaupteten Eigenschaften besitzt und beginnen damit nachzuweisen, dass G (i) und (ii)
erfiillt. Wegen B,.(0) € A folgt 0 € G. Sei K C G = Uy U kompakt. Dann gibt es endlich viele
Uje Amit K C U?Zl U;. Wir suchen kompakte Mengen K; C U;NK C U; fiir j € {1,...,n},
sodass K = U?Zl Kj; gilt. Dazu schépfen wir G' zunichst aus. Da G offen ist, existiert fiir alle
Punkte p € G ein Radius ¢, > 0, sodass gilt

B.,(p) C Ujp)  fiir geeignetes  j(p) € {1,...,n}.

Nach Konstruktion gilt K C UpeG B.,(p). Da K kompakt ist geniigen endlich viele dieser
Kugeln B, ,ij C U; fiir alle j. Wir definieren die Mengen K, := |J7, Bf fiir alle j. Nach
Konstruktion gilt K; C U; und K; ist kompakt. Wir definieren die Mengen K; := K N K; fiir
alle j und es gilt K = U?Zl K;. Fiir beliebiges j = 1,...,n wissen wir, dass U; die Forderung
(ii) erfiillt. Das heifit fiir die kompakte Menge K; gilt K; C Gy, fiir alle n > n(Kj). Also gilt
K C G, fir allen > max {n(K;)|i=1,..,n}. Dieses G ist maximal, da es die Vereinigung aller
Mengen ist, die (i) und (ii) erfiillen. O

Definition 3.13. Es sei (G, )nen eine Folge von einfach zusammenhéingenden Gebieten G,, C C
mit 0 € G, ’r alle n € N.

(i) Es sei 0 ein innerer Punkt von (), .y Gn. Dann heifit das Gebiet G aus Proposition 3.12

Kern der Folge (G)nen-

neN

(ii) Essei0 kein innerer Punkt von ),y Gn. Dann ist G = {0} der Kern der Folge (G )nen.
(iii) Wir nennen die Folge (G, )nen konvergent gegen G, falls jede Teilfolge den Kern G besitzt.

Satz 3.14. Es sei (fn)nen eine Folge von schlichten Funktionen f,: E — C, die kompakt gegen
eine schlichte Funktion f konvergiert. Ist K C f(E) kompakt, dann gibt es ein n(K) € N, sodass
K C fo(E) fir alle n > n(K) gilt.

Beweis. Es ist f~1(K) C E kompakt, da f stetig und E beschriinkt ist. Das heifit es existiert
ein 0 <r < 1mit f~1(K) C B,(0). Es folgt f(0B,(0))NK =0, da f~(K) sowohl kompakt ist
als auch im inneren von B, (0) liegt und f biholomorph ist. Es sei ¢ € K beliebig aber fest. Wir
wollen zeigen, dass ein n(K) € N existiert, sodass ¢ € f,(E) fiir alle n > n(K) gilt, wobei n(K)
nicht von ¢ abhéngt sondern nur von K. Wir definieren

fi=f—c und fo:=fo—c firalleneN

sowie

§ = d(K, f(0B,(0))) = inf { |b— f(2)| | b€ K,z € 0B,(0)) }.

Da K und 0B, (0) kompakt sind, wird das Infimum angenommen und wegen f(9B,(0))NK =0
ist 0 > 0. Fiir z € 9B,(0) gilt

[fu(2) = F(2)| < | fn — Flas, o) -
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Wegen der kompakten Konvergenz von (fy,)nen existiert ein n(K) := n(9B,(0)), sodass gilt
[fn = flop, ) <0 fiir alle n > n(K).
Wir kénnen den Satz von Rouché anwenden, denn es gilt fiir alle z € 9B,(0)

[fa(2) = [(2)] < 6 = d(K, [(9B:(0))) < |e = f(2)] = |f(2)].

Mit dem Satz von Rouché folgt, dass f, —c und f — ¢ in B,.(0) gleich viele Nullstellen besitzen.
Wegen ¢ € K C f(B;(0)) wird ¢ von f in B,(0) angenommen. Somit nimmt f,, den Wert ¢
fiir alle n > n(K) auf B,(0) an. Da ¢ € K beliebig war und n(K) nicht von ¢ abhéngt, folgt
K C fn(Br(0)) C fn(E) fiir alle n > n(K). O

Lemma 3.15. Es sei G C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet mit 0 € G. Dann existiert
genau eine biholomorphe Funktion f:E — G mit f(0) =0 und f'(0) > 0.

Beweis. FExistenz: Der Riemannsche Abbildungssatz liefert eine biholomorphe Abbildung von
f:E — G. Wegen 0 € G existiert genau ein p € E mit f(p) = 0. Wir wihlen nun ein ¢ € Aut(E)
mit ¢(0) = p. Somit gilt f o p(0) = 0. Wir kénnen also ohne Einschrénkung annehmen, dass
f(0) = 0 gilt. Sei v € Aut(E) mit ¥(0) = 0 eine Drehung, das heifit 1(z) = z¢'® mit « € R.
Somit ist f o 1) weiterhin eine biholomorphe Abbildung des Einheitskreises auf G und es gilt

(f o) (0) = f'(1(0))'(0) = f'(0)4'(0).

Da 1) eine Drehung ist gilt also (fo1)'(0) = f/(0)e*®. Nun kénnen wir a geeignet wihlen, sodass
f(0)e® € Ry gilt. Damit zeigt f o+, dass es mindestens eine Funktion mit dieser Eigenschaft
gibt.

Eindeutigkeit: Es seien f,g: E — G zwei biholomorphe Funktionen mit f(0),¢(0) = 0 und
g (0), f/(0) > 0. Wir miissen f = g zeigen. Dazu geniigt es g~ ! o f = idg zu zeigen. Es gilt
g lof e Aut(E) mit (g7 o f)(0) = 0. Also ist g~! o f eine Drehung. Das heift, es existiert ein
B €10,2m) mit (97" o £)(2) = ze'®. Weiterhin gilt

f(0)
g'(0)

und wir erhalten 3 = 0. Also gilt g~' o f = idg. O

¢ = (97" f)(0) =

€ Ry

Proposition 3.16. Es seien f,: E — G,, biholomorph mit f,(0) = 0 und f}(0) > 0. Dann
konvergiert die Folge (fn)nen genau dann kompakt gegen die Nullfunktion, wenn die Gebiete G,
gegen ihren Kern G = {0} konvergieren.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass (fy,)neny kompakt gegen die Nullfunktion f konvergiert.
Angenommen der Kern der Folge (Gp)nen sei nicht {0}, das heiit es existiert ein » > 0 mit
B,(0) C Gy, fiir alle n € N. Somit existieren die Umkehrfunktionen ¢, := f~!|5 ): B-(0) = E
mit f, o ¢, = idpg, () und wegen f,(0) = 0 gilt insbesondere ¢,(0) = 0 fiir alle n € N. Wir
definieren

hn:E—=E, 2z @u(rz).
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Wegen hy,(0) = 0 konnen wir das Lemma von Schwarz anwenden

12 |h,(0)] = |re,(r0)| = 7 |7, (0)] .

und erhalten weiter )
¢, (0)| < = fiir alle n € N.
r

Dies erméglicht uns |f},(0)| abzuschiitzen, denn es gilt
1
1= [id (0)| = |(fa 0 n) (0)] < |£1(0)] —  firallen €N,

Das heifit, es gilt |f}(0)] > r. Aber die Folge (fn)neny und damit auch (f)),en konvergiert
kompakt gegen die Nullfunktion. Insbesondere gilt daher lim,_,~ f,,(0) = 0 < r. Dies ist ein
Widerspruch, das heifit, es gilt doch G = {0 }. Hiermit folgt auch die Konvergenz der (G, )nen
gegen ihren Kern G = {0 }, denn dieses Argument lésst sich auf jede beliebige Teilfolge (G, )ken
anwenden, indem wir die entsprechende Teilfolge (fy, )ren betrachten.

Wir nehmen an der Kern sei G = {0} und die G,, konvergieren gegen ihren Kern. Zunéchst
zeigen wir, dass lim, o f}(0) = 0 gilt. Angenommen (f,(0)),en konvergiere nicht gegen 0, dann
existiert eine ¢ > 0 und eine Teilfolge (f;, Jreny mit f;, (0) > ¢ fiir alle & € N. Wir betrachten
fiir ein beliebiges k € N die Funktion

Fuy2)
i (0)

Es ist g holomorph und schlicht. Weiterhin gilt g(0) = 0 und ¢’(0) = 1, daher liegt g in S. Nach

Satz 3.5 gilt somit Bi (0) C g(E). Wir werden zeigen, dass Bz (0) C Gy, = fn, (E) gilt. Sei dazu

z0 € Bz (0) beliebig, dann folgt

g E—-C, 2z~

€
|20’<1<

Also gilt

f/zio(o)‘ < 1 und folglich existiert wegen B1(0) C g(E) ein w € E mit
ng 4

20 _ fnk (W)
f7,.(0) fr,(0)

Somit gilt fn, (w) = 2z0. Da zp und k beliebig waren, folgt Bz (0) C fy, (E) = Gy, fiir alle k € N.
Das heifit, dass der Kern der Teilfolge (G, )ren mindestens Be (0) enthélt und folglich kann der
Kern nicht {0} sein kann. Dies ist jedoch ein Widerspruch, da aus der Konvergenz der Folge
(Gn)nen gegen {0} definitionsgeméf folgt, dass die Teilfolge Gy, den Kern {0} besitzt. Also
gilt doch lim,_,~ f,(0) = 0.

Wir zeigen, dass (fn)neny kompakt gegen die Nullfunktion konvergiert. Wir betrachten fiir
beliebiges n € N die Funktion

= Gny, (w)

. fn(2)
h:E—C, z— 70)
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Es ist h holomorph, schlicht, 2(0) = 0 und A’(0) = 1, das heifit h € S. Wir erhalten mit Satz 3.7

fn(2) |2 N
= |h(2)| < ———— fir alle z € E.
7o) = M S T
Das heifit wir kénnen | f,,(z)| abschitzen mit
||

|fn(2)] < fé(o)m fir alle z € E.

Sei 0 < R < 1 beliebig. Dann gilt

R

[fnlBr(o) < fﬁ(o)w-

Wegen lim,,_,~, f},(0) = 0 konvergiert fiir alle 0 < R < 1 die Folge ( f,,)nen auf Br(0) gleichméiBig
gegen 0. Daher konvergiert die Folge (f,,)nen kompakt gegen die Nullfunktion. O

Satz 3.17 (Carathéodory). Es seien f,: E — Gy, biholomorph mit f,(0) =0 und f},(0) > 0.

(i) Falls die Folge (fn)nen kompakt gegen eine schlichte Funktion f konvergiert, dann ist
das einfach zusammenhingende Gebiet f(E) der Kern der Folge (Gn)nen und die Folge
(Gp)nen konvergiert gegen f(E). Auflerdem konvergiert die Folge (f;,)nen der Umkehr-
funktionen auf dem Kern f(E) kompakt gegen f~1.

(ii) Falls die Folge (Gp)nen gegen ein einfach zusammenhdngendes Gebiet G C C konvergiert,
so konvergiert die Folge (fn)nen kompakt gegen eine schlichte Funktion f mit f(E) = G,
f£(0) =0 und f'(0) > 0.

Beweis. (i) Es konvergiere die Folge (f)nen kompakt gegen eine schlichte Funktion f. Wir
koénnen ohne Einschrinkung annehmen, dass G # {0} gilt, denn sonst wiirde die Folge (f),)nen
nach Proposition 3.16 kompakt gegen die Nullfunktion konvergieren.

1. Schritt: Es gilt f(E) C G.
Wegen f,,(0) = 0 fiir alle n € N gilt f(0) = lim;,—o0 frn(0) = 0, das heifit 0 € f(E). Sei L C f(E)
kompakt, dann existiert nach Satz 3.14 ein n(L) € N, sodass L C f,(E) fir alle n > n(L)
gilt. Nach Definition des Kerns der Folge G, folgt also f(E) C G. Auflerdem ist f(E) einfach
zusammenhéngend, da f biholomorph auf E ist.

2. Schritt: Es sei L C G kompakt und U offen mit L C U C G und U C G, fiir alle n > n(U).
Dann existiert eine Teilfolge ( fn_kl) ken, welche auf L kompakt konvergiert.
Wir betrachten die Umkehrfunktionen f,!: G, — E. Wir nehmen an es gibe eine kompakte
Menge L und eine offene Menge U mit L C U C G sowie U C Gy, fiir alle n > n(U). Dann
ist die Einschrénkung (f,; *|v)n>n() wohldefiniert und es gilt | f 1(2)| < 1 fiir alle z € U sowie
n € N. Nach dem Satz von Montel finden wir also eine auf U kompakt konvergente Teilfolge
( f{k1|U) reN. Damit ist diese Teilfolge auf L gleichmiBig konvergent.
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3. Schritt: Es existiert eine Teilfolge ( f,{kl) weN, welche kompakt gegen f~! konvergiert und es
gilt G = f(E).
Wir schépfen G durch eine aufsteigende Folge kompakter Mengen K aus, das heifit

G=JK, mit K;cKj, firallejeN
JEN

Aus Schritt 2 folgt, dass fiir alle j € N eine auf K gleichméflig konvergente Teilfolge ( f;l(l))leN
J
existiert. Wir kénnen ohne Einschrinkung annehmen, dass die Folge ( fr:i_l(l))leN eine Teilfolge
J

von ( f,:].l(l))leN ist, denn wegen K; C Kj;q fassen wir die Folge ( f,:jl(l))leN als eine normale
Familie holomorpher Funktionen auf und daher besitzt sie nach dem Satz von Montel eine auf
K1 kompakt konvergente Teilfolge. Wir definieren die Diagonalfolge ( fn_(}))leN = ( fall )leN-
Diese Folge ist nach Konstruktion ab [ > j auf K; gleichméfig konvergent. Das heifit auf
jedem K; konvergiert (f (l))leN gegen eine holomorphe Funktion, wenn wir die Folge ab [ > j

betrachten. Wir erhalten eine holomorphe Funktion ¢: G — C, fiir die ¢(G) C E gilt, denn fiir
z € G existiert ein j € N mit 2z € K; und wir folgern

[¥(2)] = lim

l—o0
1>j

@] <

Angenommen es gébe ein zp € G mit |1)(z9)] = 1, dann folgt aus dem Offenheitssatz, dass 9
konstant ist. Wegen f,,(0) = 0 folgt f,1(0) = 0 fiir alle n € N. Also gilt 1 = 0 und insbesondere
¥ (zp) = 0 und dies ist ein Widerspruch. Also gilt [1(z)| < 1 fiir alle z € G. Wir zeigen nun, dass
W = f~1 gilt. Sei dazu w € G beliebig, dann existiert ein j € N mit w € K j. Wir definieren die
Folge z; := fn_(%) (w) fiir [ > j und aus der kompakten Konvergenz der Folge ( fn_(}))leN folgt die
Existenz des Grenzwertes

lim z; = hm f (l)( w) =¢Y(w) =: z.

l—00

Wir erhalten mit der kompakten Konvergenz von (fy)nen
w = llim fn(l)(zz) = f(2),
—00

wobei wir verwendet haben, dass kompakte Konvergenz und stetige Konvergenz dquivalent sind.
Damit haben wir f(¢¥(w)) = w fiir alle w € G gezeigt, das heifit f o1 = idg. Damit folgt
G = f(¥(G)) und wegen ¢(G) C E erhalten wir G C f(E). Zusammen mit Schritt 1 erhalten
wir G = f(E). Wir zeigen noch 9 o f = idg. Angenommen es gelte z # ¥(f(z)) fiir ein z € E,
dann folgt der Widerspruch aus der Injektivitdt von f wegen

f(2) # [((f(2))) = 1da(f(2) = f(2).

Damit haben wir insbesondere 1) = f~! gezeigt und die Folge konvergiert auf jedem Kompaktum
gleichméiBig gegen f~1.
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3. Loéwner-Theorie

Schritt 4: Es konvergiert die Folge (f;!)nen kompakt gegen f~1.

Wir werden das Montelsche Konvergenzkriterium anwenden. Dieses besagt, dass eine lokal be-
schrinkte Folge (fy,)nen kompakt gegen f konvergiert, wenn jede kompakt konvergente Teilfolge
bereits gegen f konvergiert. Wir betrachten eine beliebige kompakt konvergente Teilfolge von
(f77Y)nen. Die Argumentation in Schritt 3 lisst sich auf jede beliebige Teilfolge von (£, !),en an-
wenden. Wir finden daher eine gegen f~! kompakt konvergente Teilfolge dieser Teilfolge. Folglich
muss schon die urspriingliche Teilfolge wegen ihrer Konvergenz gegen f~—! konvergieren. Daher
konvergieren alle kompakt konvergenten Teilfolgen von (£, !),en gegen f~1. Damit konvergiert
die Folge (f,, })nen kompakt gegen f~1.

Schritt 5: Die (Gp)nen konvergieren gegen ihren Kern G = f(E).
Die Argumentation in Schritt 1 bis 3 hdngt nur von den (f,)nen und f ab. Fiir eine beliebige
Teilfolge der G,, betrachten wir die entsprechende Teilfolge der (fy,)nen. Dies liefert erneut den
Kern f(E), da sdmtliche Teilfolgen von (f,)nen auch kompakt gegen f konvergieren. Also kon-
vergiert die Folge der Gebiete (G),)nen gegen ihren Kern G = f(E).

(ii) Die Folge der Gebiete (G, )nen sei gegen ein einfach zusammenhéngendes Gebiet G C C
konvergent. Wir zeigen zunéchst, dass die Folge (f},(0))nen beschriankt ist. Angenommen es
giabe eine Teilfolge (f;lk (0))ken mit limg_ fnk( ) = oo. Analog zum Beweis von Proposition
3.16 erhalten wir By, (0) C G,, mit rj := 4f;%( ) fiir alle k& € N. Es folgt, dass der Kern der
Teilfolge (G, )reny und damit der Kern von (G )nen ganz C ist. Das ist ein Widerspruch zur
Voraussetzung . Das heifit es existiert ein M > 0 mit 0 < |f/(0)] < M fiir alle n € N. Wir
erhalten wie in Proposition 3.16

2] |2 )
|fa(2)] < (O)W < Mm fiir alle z € E, n € N.

Wir sehen, dass die Folge (f)nen lokal gleichméBig beschrinkt ist. Daher existiert eine auf E
kompakt konvergente Teilfolge (fy,)ien, welche gegen eine holomorphe Funktion f konvergiert.
Nach dem Satz von Hurwitz ist f entweder schlicht oder konstant, da f,, fiir alle [ € N schlicht
ist. Angenommen f wire konstant, dann wére sie wegen f,,(0) = 0 die Nullfunktion. Aber dann
wire G = {0} der Kern der Teilfolge (G, )icn, was aber ein Widerspruch gegen die Konvergenz
der Folge (G )nen gegen ein einfach zusammenhéngendes Gebiet ist. Das heifit f ist schlicht und
nach Teil (i) ist f: E — G biholomorph. Weiterhin gilt f/(0) > 0 und f(0) = 0. Nach Lemma
3.15 ist f damit eindeutig bestimmt. Mit denselben Argumenten finden wir zu jeder beliebigen
Teilfolge von (fn)nen eine kompakt konvergente Teilfolge, welche gegen eine schlichte Funktion
f konvergiert. Mit Teil i) ist f: E— G biholomorph mit f (0) > 0 und f (0) = 0. Wegen der
Eindeutigkeit von Lemma 3.15 folgt nun f = f. Wir wenden wie in Schritt 4 das Montelsche
Konvergenzkriterium an. Daher folgt die kompakte Konvergenz von (fy,),en gegen f. O

Definition 3.18. Es sei G ein Gebiet und F C O(G) eine Familie holomorpher Funktionen.
Eine Familie G C F heifit dicht in F, falls es fiir alle f € F eine Folge (fy)nen mit f, € G fiir
alle n € N gibt, welche kompakt gegen f konvergiert.
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Lemma 3.19. Sei J :={f € S| f(E) ist durch eine geschlossene Jordankurve berandet. }.
Dann liegt die Menge J dicht in S.

Beweis. Sei f € S beliebig und (ry,)nen eine Folge reeller Zahlen mit 0 < r, < 1 fiir alle n € N
mit lim,, o 7, = 1. Wir definieren

1
faniE—=C, zw— —f(rnz) firalleneN.
n
Nach Proposition 3.2 ist f,, € S fiir alle n € N. Da f ein Homéomorphismus von E nach f(E) ist,
erhalten wir f,,(0E) = 0f,(E). Daher konnen wir den Rand durch eine stetige Kurve darstellen

T [0,27] = C, t— rif(rneit) fiir alle n € N.
n
Da f injektiv ist, sind die Kurven =, geschlossene Jordankurven und somit gilt f,, € J fiir alle
n € N. Wir zeigen nun die kompakte Konvergenz. Dazu geniigt es zu zeigen, dass die Folge
(fn)nen auf allen Kreisscheiben Br(0) mit 0 < R < 1 gleichméBig gegen f konvergiert. Seien
also 0 < R < 1 und ¢ > 0 beliebig aber fest. Als holomorphe Funktion ist f stetig und somit
auf der kompakten Menge Br(0) gleichmiBig stetig. Das heifit es existiert ein 6 > 0, sodass gilt

|f(w) — f(2)] <e firalle w,zé€ Br(0) mit |w—z| <.

Wegen lim,, o0 7, = 1 existiert ein N € N mit

)
|7 — 1] <E fiir alle n > N.

Fiir z € Br(0) setzen wir wy, = rpz. Wegen 0 < r,, < 1 gilt w,, € Br(0) und es folgt

|wnfz|:|rnzfz|:|rn71||z|<%R:5 fiir alle n > N.

Aus der gleichméfBigen Stetigkeit folgt

|f(wn) — f(2)]|f(rnz) — f(2)| <e fiir alle z € Br(0), n > N.

Daher konvergiert die Folge (7, f )nen auf Br(0) gleichméBig gegen f. Also konvergiert (7, fn )nen
auf ganz E kompakt gegen f. Weiterhin konvergiert die Folge (%)RGN aufgefasst als Folge
konstante Funktionen auf E kompakt gegen 1. Das Produkt von zwei kompakt konvergen-
ten Folgen konvergiert kompakt gegen das Produkt der Grenzfunktionen. Somit konvergiert

(fn)nGN = (%Tnfn)neN kompakt gegen f 0

Definition 3.20. (i) Sei 0 < T < oo und 7: [0,7] — C eine stetige und injektive Kurve mit
~v(T) = oo. So nennen wir «y einen Jordanscher Kurvenbogen.

(ii) Das Komplement G = C\ || eines Jordanschen Kurvenbogens v heifit Schlitzgebiet.

(iii) Wir nennen eine Funktion f € S, dessen Bild ein Schlitzgebiet ist, eine Schlitzabbildung.

31



3. Loéwner-Theorie

(iv) Mit M C S bezeichnen wir folgende Familie von speziellen Schlitzabbildungen:
M :={f € S| f ist Schlitzabbildung und fiir ein ¢ € R gilt (—oo,c] C If(E) }.

Bemerkung 3.21. Die Schlitzgebiete sind einfach zusammenhéngende Gebiete, denn mit Lem-
ma 2.13 erhalten wir, dass C \ || zusammenhéngend und folglich ein Gebiet ist, und mit Pro-
position 2.6 folgt, dass sie sogar einfach zusammenhéngend sind.

Wir haben in Lemma 3.19 gezeigt, dass die Menge J dicht in S liegt. Dies werden wir benut-
zen, um zu zeigen, dass die Familie M der Schlitzabbildungen dicht in S liegt und damit liegt
insbesondere die Menge aller Schlitzabbildung dicht in S.

Lemma 3.22. Sei f € J. Dann existiert eine Teilfolge (fn)nen mit f, € M fir alle n € N,
welche kompakt gegen f konvergiert.

Beweis. Sei also f € J beliebig. Da f(IE) von einer geschlossenen Jordankurve, also von einer
kompakten und beschrinkten Menge, berandet wird, ist das Bild beschriankt. Wir definieren
wo = min{RNIf(E)}. Es sei v: [0,1] — C die Kurve, welche f(E) berandet und sie sei so
parametrisiert, dasss 7(0) = v(1) = wy gilt. Wir definieren die Folge (wy)nen mit wy, :=y(1— 1)
fiir alle n € N. Aus der Stetigkeit von v folgt lim,, o wy, = wg. Wir definieren die stetigen und
injektiven Kurven ~,,, die zunéchst von w, entlang der Kurve + bis wg und dann entlang der
negativen reellen Achse bis —oo verlduen.

y
w
Wn+1 -

Wo

Tn
Abbildung 3.1

Damit sind die Gebiete G,, := C\ |v,| Schlitzgebiete, welche nach Proposition 2.6 einfach
zusammenhéingend sind. Es sei G der Kern der Gebiete (Gp)neny und nach Konstruktion gilt
f(E) c G, fir alle n € N. Damit gilt f(E) € G. Nach Lemma 3.15 existieren eindeutige
biholomorphe Abbildungen f,: E — G, mit f,(0) = 0 und f/(0) > 0. Wir nehmen an, dass G
einen Punkt aus 0f(E) enthalte. Seip € GNIf(E), soist { p} C G kompakt und nach Definition
des Kerns gilt {p} C G, fiir fast alle n € N. Aber fiir ein geniigend grofles N € N gilt p € |7,|
und folglich p ¢ G,, = C\ |y, fir alle n > N. Also kann G keinen gemeinsamen Punkt mit
Of(E) besitzen. Weiterhin liefert uns die Folgerung aus dem Jordansche Kurvensatz Korollar
2.21 die disjunkte Zerlegung

C=f(E)Uof(E)UT,

wobei U die unbeschriankte Zusammenhangskomponente sei. Da G ein Gebiet und damit insbe-
sondere zusammenhéngend ist, kann also nur G C f(E) oder G C U gelten. Wegen 0 € G und
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0 € f(E) erhalten wir also G C f(E) und damit G = f(E). Wir wenden dieses Argument auf jede
beliebige Teilfolge von G,, an und wir erhalten fiir alle diese stets den selben Kern f(E). Damit
folgt die Konvergenz der G,, gegen ihren Kern G = f(E). Nach Voraussetzung ist f schlicht.
Damit ist G # {0} und wegen des Satzes von Liouville erhalten wir G C C. Also ist G C C
ein einfach zusammenhéngendes Gebiet. Wir wenden Satz 3.17 (ii) an und erhalten, dass die
Folge (fn)nen kompakt gegen eine schlichte Funktion g € O(E) konvergiert. Wegen f,,(0) = 0
und f}(0) > 0 fiir alle n € N erhalten wir g(0) = 0 und ¢’(0) > 0. Das heifit wir haben zwei
biholomorphe Funktionen

f,9:E—=G=f(E) mit f(0),9(0)=0 und f(0),¢'(0) > 0.

Nach Lemma 3.15 sind sie identisch. Wir haben also gezeigt, dass die Folge (f,,)nen kompakt
gegen f konvergiert. Wir miissen die Folge normieren, sodass f, € M fiir alle n € N gilt. Wegen
1(0) =1 folgt lim,, 0 £} (0) = 1. Also konvergiert die Folge (%)nel\l kompakt gegen f. Die
Funktionen f, sind Schlitzabbildungen, welche die Gerade (—oo,wg| als Teil des Bildrandes
enthalten. Sei n € N fest und ~,, : [0,7] — C der Jordansche Kurvenbogen der Schlitzabbildung
fn. Durch Skalierung mit dem positiven und reellen Faktor % € R+ erhalten wir wieder eine

Schlitzabbildung f,f OF denn die Kurve

Yn(t)
£1,(0)

7:00,T] = C, t~

ist stetig, injektiv und beschreibt das Komplement des Bildes von 7 ( ik AuBerdem enthilt - ?0)
die Gerade (—oo ’f’( )] Damit ist 7 ( j € M fiir alle n € N. O

Satz 3.23. Die Menge M liegt dicht in S.

Beweis. Sei f € S beliebig. Wir miissen zeigen, dass es eine Folge (g )nen mit g, € M fir alle
n € N gibt, sodass (gn)nen kompakt gegen f konvergiert.

Schritt 1: Wir zeigen zunéchst, dass es fiir alle € > 0 und 0 < r < 1 eine Schlitzabbildung
g € M gibt, sodass gilt
1f(z) —g(z)] <e firalle |z|<r

Seien dazu 0 < € und 0 < r < 1 beliebig aber fest. Da J in S nach Lemma 3.19 dicht liegt,
existiert eine gegen f kompakt konvergente Folge (fy,)nen mit f, € J fiir alle n € N. Wegen der
kompakten Konvergenz existiert ein N € N mit

1f(z) — fu(2)] < g fir alle |z| <r,n> N.
Wir betrachten die Funktion fy. Nach Lemma 3.22 existiert eine gegen fn kompakt konvergente
Folge von Schlitzabbildungen (gx)ren mit g € M fir alle k£ € N. Wiederum existiert wegen der

kompakten Konvergenz ein M € N mit

lfn(2) —gk(2)] < % fir alle |z| <r, k> M.
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3. Loéwner-Theorie

Wir betrachten die Funktion gps. Fiir diese gilt wie gewiinscht

() = gu ()] < 1F(2) = (@] + 1fn(z) —gu(2) < 5 +5 =& fiwalle 2] <7
Schritt 2: Wir konstruieren eine kompakt konvergente Folge. Wir wenden nun Schritt 1 an,
indem wir e, := % und r, :=1— = fur alle n > 2 wéhlen. Wir erhalten somit eine Folge von
Schlitzabbildungen (gn)nen mit gy, e M fiir n > 2. Wir zeigen, dass diese Folge kompakt gegen
J konvergiert. Seien dazu K C E kompakt und € > 0 beliebig aber fest. Zunéchst ex1st1ert ein
n(K) € N, sodass K in B,, := B, ;( ) fiir alle n > n(K) liegt, sowie ein n(e) € N, sodass £ < &

fiir alle n > n(e) gilt. Wir setzen N = n(K,e) == max{n(K),n(e) }. Fiir dieses N gilt
1
|f(2) —gn(z)| < — <e furallen> N, z€ K C By,
n

Also konvergiert (g )neny kompakt gegen f. O

Bemerkung 3.24. (i) Sei ®: S — R ein stetige Funktion auf S, wobei stetig so zu verstehen
ist, dass limy, 00 @(fn) = ®(f) fiir eine kompakte konvergente Folge (f,)neny mit Grenzwert f
gilt. Dann lésst sich das Problem, den Wert supscg ®(f) zu bestimmen, auf sup ¢, ®(f) redu-
zieren. Die Lowner-Theorie liefert uns eine Methode, mit der wir Schlitzabbildungen betrachten
konnen. Folglich kénnen wir diese Methode anwenden, um ein Problem der Form sup ¢, ®(f)
auszurechnen.

(ii) Wir wenden uns nun der Lowner-Theorie zu. Dazu ist es sinnvoll, zunéchst einige Normie-
rungen durchzufithren. In dem folgenden Abschnitt sei f € S stets eine Schlitzabbildung und
v: [0,T] = C der zugehorige Jordansche Kurvenbogen. Wir definieren die Kurvensegmente

Ye: =g [6T) = C, s~ (s) firallete[0,T).

Bei diesen Kurven handelt es sich ebenfalls um Jordansche Kurvenbogen. Folglich sind die Men-
gen Gy := C\ |y ebenfalls Schlitzgebiete und nach Lemma 3.15 existieren eindeutige biholo-
morphe Abbildungen

g:E— Gy mit ¢(0)=0 und g;(0)>0.
Wir notieren g(z,t) := g(z) fiir alle z € E und ¢ € [0,T). Das heifit wir erhalten eine Abbildung
g:Ex[0,T)— C,

welche fiir alle festen ¢ holomorph auf E ist. Somit kénnen wir fiir festes ¢ die Funktion ¢(-, ) in
eine Potenzreihe um 0 entwickeln, welche auf E konvergiert

=3 et) = B0 ( 3 C’“(t)z’f>,
; g 2 B(t)

wobei wir 3(t) := ¢1(t) definieren. Wegen 3(t) = ¢;(0) > 0 fiir alle ¢ € [0, T) sind die Koeffizienten
b (t) :== Cg((tt)) wohldefiniert. Wie werden die hier entwickelte Notation im folgenden benutzen.
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Wir wollen nun einige Eigenschaften der Koeflizienten untersuchen.
Lemma 3.25. In obiger Situation sind die Koeffizienten c,(t), b, (t) und B(t) stetig in t.

Beweis. Schritt 1: Fiir alle konvergenten Folgen (t,, )ren mit Grenzwert to € [0,T") konvergiert
die Folge der biholomorphen Funktionen (g, )ren kompakt gegen gy, .

Sei (tx)ren eine konvergente Folge in [0,7") mit limg_o0 tx = to € [0,7). Wir erhalten eine
Folge von Schlitzgebieten (G4, )xen und den dazugehorigen biholomorphen Funktionen (g, )ken-
Wir zeigen, dass Gy, der Kern der Gebiete (G, )ken ist und die Folge Gebiete gegen ihren
Kern konvergiert. Es bezeichne G' den Kern der Gebiete. Wir zeigen zunédchst Gy, € G. Wegen
91,(0) = 0 folgt 0 € Gy,. Wir miissen also zeigen, dass fiir alle Kompakta K C Gy, ein n(K) € N
existiert, sodass K C Gy, fir alle & > n(K) gilt. Nach Konstruktion der Gebiete gilt fiir
O<s<t<T

C\=Go S G CG & C

Folglich gilt fiir alle Teilmengen A C C\ |v]
ACG; firalletel0,T).

Sei K C Gy, kompakt. Es liegt die Menge K \ |y| nach vorheriger Uberlegung in G; fiir alle
t € [0,T). Das heifit wir miissen zeigen, dass ein n(K) existiert mit K N |y| C Gy, fiir alle
k > n(K). Ohne Einschrinkung sei K N |y| # (), ansonsten ist K in allen G; enthalten. Wir
definieren

c:=supy YK N|y|) <T.

Wir wollen ¢ < T zeigen, denn dann folgt wegen der Abgeschlossenheit von v~ (K N |y|) in
C, dass v(c) € K N |y| gilt. Angenommen es gilt ¢ = T. Es existiert also eine Folge (zp,)nen
mit z, € K und lim, ;o 7 !(2,) = T. Wegen der Stetigkeit und Injektivitit von v folgt aber
limy, 00 2, = 00. Damit ist K unbeschrankt und nicht kompakt, also ein Widerspruch. Wegen

v(c) € KNy C K C Gy,

folgt jetzt sogar ¢ € [0,%p). Die Folge (t)ren konvergiert nach Voraussetzung gegen to, daher
existiert ein n(K) € N, sodass ¢ < t, fiir alle k > n(K) gilt. Das heifit K N |y| C ([0, ¢]) C Gy,
fiir alle & > n(K). Also haben wir gezeigt, dass Gy, im Kern G enthalten ist.

Wir zeigen G C Gy, = C\ |y4,|- Dazu geniigt es zu zeigen, dass kein Punkt des Jordanschen
Kurvenbogens 7, in G liegt. Wir zeigen dies zunéchst fiir die Punkte v(s) € |y, | fiir to < s < T
und folgern hieraus im Anschluss, dass auch y(tg) nicht in G liegen kann. Sei also s € (tp,T)
beliebig aber fest. Wegen der Konvergenz der (tx)xen existiert ein N € N mit ¢, < s fiir alle
k > N. Somit liegt v(s) auf dem Jordanschen Kurvenbogen =, fiir alle & > N und folglich
erhalten wir y(s) ¢ C\ |y, | = Gy, fur alle k > N. Nach Definition des Kerns und wegen der
Kompaktheit von {7(s) } folgt also v(s) ¢ G. Wir zeigen, dass (to) nicht in G liegt. Wir wissen,
dass G ein Gebiet und damit insbesondere offen ist. Nach obiger Betrachtung folgt v(to) ¢ G°,
denn wir kénnen eine Folge (si)reny mit sg € (to,T) und limg_,oo Sp = to konstruieren, fiir die
v(sk) ¢ G fiir alle k € N gilt. Mit der Stetigkeit von « erhalten wir v(fp) = limg_,o () also
liegt v(¢p) nicht im Inneren von G.
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Wir haben also gezeigt, dass Gy, der Kern der Folge (Gy, )ken ist. Weiterhin ldsst sich dieses
Argument auf jede beliebige Teilfolge von (G, )ken anwenden, da die entsprechende Teilfolge
von (ti)ken gegen to konvergiert. Somit konvergiert die Folge der Gebiete Gy, gegen ihren Kern
Gy,- Da Gy, das Bild einer schlichten Funktion ist, folgt Gy, # {0 } und wir kénnen nun den Satz
von Carathéodory 3.17 (ii) anwenden. Das heifit die schlichten Funktionen (g¢, )ren konvergieren
kompakt gegen eine schlichte Funktion g: E — C und mit (i) des Satzes von Carathéodory 3.17
und der Eindeutigkeit gilt g = g4,.

Schritt 2: Die Koeffizienten b,, und § sind stetig in ¢. Nach Konstruktion der b,, und 5 geniigt
es zu zeigen, dass die Koeffizienten c¢,, stetig in t sind. Es seien n € N und tg € [0,T) beliebig
aber fest. Weiterhin sei (tx)xen eine in [0,7") liegende Folge, welche gegen ¢y konvergiert. Wir
miissen zeigen, dass limg_,o ¢ (tr) = cn(to) gilt. Wir wissen nach Schritt 1, dass die Folge
(9t,, )ken kompakt gegen gy, konvergiert. Nach dem Konvergenzsatz von Weierstrafl konvergiert
die Folge (gg:)) ren kompakt gegen (gt(:’)) fiir alle n € N. Somit konvergiert die Folge insbesondere

punktweise, das heifit limg_, o0 gg:) (0) = gt(g) (0). Wir erhalten mit Taylor die Darstellung

9™ (0)

en(t) = n!

und fiir diese folgt
g (0) _ gu’(0) _

i ealt) = dm n! ¢ato)
Also sind (t) und by, (t) stetig. O

Satz 3.26 (Subordinationsprinzip). Seien f,g € O(E) schlicht mit g(0) = f(0) und es gelte
g(E) C f(E). Dann gilt |¢’'(0)] < |f'(0)| und g(B,(0)) C f(B(0)) fir alle 0 <r < 1.
Zusatz: Gilt g(E) € f(E), so folgt |g’(0)| < |f'(0)].

Beweis. Es sei f~!: f(E) — E die Umkehrabbildung von f. Dann ist f~! o g: E — E wohldefi-
niert, holomorph und erfiillt (f~! o ¢)(0) = 0. Wir folgern mit dem Lemma von Schwarz

’(f_log)(z)| < |z]  fiir alle z € E.
Sei z € B,(0) fiir r € (0, 1] beliebig, dann erhalten wir
[(fhog)(2)] < 2| <

Das heit (f~og)(z) € B-(0) und es folgt g(2) € f(B,(0)). Also gilt g(B-(0)) C f(B,(0)). Das

Lemma von Schwarz liefert uns auflerdem

und damit folgt |¢'(0)] < |f(0)].
Zusatz: Nach obiger Rechnung gilt |¢'(0)| = |f'(0)| genau dann, wenn |(f o g)’'(0)] = 1 gilt.
Nach dem Lemma von Schwarz ist in diesem Fall f~!o g eine Drehung. Das heifit es existiert ein
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A€ Cmit A =1und (f~tog)(z) = Az fiir alle z € E. Also gilt g(z) = f()\z2) fiir alle z € E und
damit folgt auch g(E) = f(E). Somit erhalten wir: Gilt g(E) C f(E), so folgt |¢'(0)| < |f/(0)]. O

Satz 3.27. Der Koeffizient 5(t) ist streng monoton wachsend in t.

Beweis. Wegen der Injektivitat von vy folgt Gy, C Gy, fiir t1 < t9. Es seien g, und ¢, die
entsprechenden biholomorphen Abbildungen. Auf diese kénnen wir nun den Zusatz aus Satz
3.26 anwenden und erhalten

B(t1) = g,(0) < g, (0) = B(t2).
0

Definition 3.28. Wir nennen ¢: [a, 5] — [a, b] eine Parametertransformationen, falls p(a) = a,
©(B) = b und ¢ homsomorph ist.

Bemerkung 3.29. (i) Die obige Definition lisst sich analog auf offene und halboffene Intervalle
iibertragen, indem wir fordern, dass die Grenzwerte entsprechend iibereinstimmen.

(ii) Wir interessieren uns nun fiir eine Parametertransformationen der Kurve 7. Zunéchst
wollen wir jedoch betrachten, ob eine solche Transformation die Stetigkeit der Koeffizienten
¢n und somit von B und b, beeinflusst. Sei ¢: [0,S] — [0,7] eine Parametertransformation.
Dann ist 2 := vy o0 ¢: [0,S5] — C ebenfalls eine Schlitzabbildung, da |y2| = |y| und 72 sowohl
stetig als auch injektiv ist. Wir erhalten entsprechend die eindeutigen biholomorphen Funktionen
Gs: B — G, fiir s € [0, S) von . Sei s € [0, S) beliebig. Da ¢ bijektiv ist, existiert ein eindeutiges
t € [0,T) mit o~ '(t) = s. Wegen a(s) = () folgt G5 = G; und mit Lemma 3.15 erhalten
wir g5 = g;. Folglich gilt fiir die Koeffizienten c,(s) = ¢, (¢~ 1(t)). Da s € [0,5) beliebig war
und ¢! stetig ist, folgt die Stetigkeit der Koeffizienten. Damit haben wir sogar gezeigt, dass
die Parametertransformation ¢ von + nur eine entsprechende Transformation |y g) fiir die
Koeffizienten bedeutet.

Korollar 3.30. Es ezistiert eine Parametertransformation ¢: [0,00] — [0,T] von 7, sodass
B(t) = €t fiir alle t € [0,00) gilt. Wir nennen dies die Standardparametrisierung von +.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass §(t) unbeschréinkt ist. Sei dazu M > 0 beliebig. Wir wissen,
dass lim;_,7(t) = oo gilt. Das heifit es existiert ein to < 7" mit |y(¢)| > M fiir alle ¢ > ¢o. Daher
liegt die Scheibe Bys(0) in C\ |y([¢t,T))| = G fiir alle t > ty. Wir definieren

hi: E—E, 2z g7 (Mz) fiir alle t > to.

Wegen |Mz| < M ist h; wohldefiniert und holomorph mit hs(0) = g; *(0) = 0. Mit dem Lemma
von Schwarz folgt

1 1
gz<o>‘ =30

Das heifit f(t) > M fur alle t > ¢g. Also ist §(t) unbeschrénkt. Zuvor hatten wir gezeigt, dass
[ stetig und streng monoton wachsend ist. Wegen £5(0) = ¢4(0) = f'(0) = 1 erhalten wir,

1> [hy(0)| =M fiir alle t > to.
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dass S eine Funktion der Form 5: [0,7) — [1,00) ist. Da fiir den Grenzwert lim;_,7 5(t) = oo
gilt, kénnen wir 8 in oo stetig fortsetzen und erhalten eine Funktion J: [0,7] — [1,00]. Wir
haben nun eine bijektive und stetige Funktion B auf einer kompakten Menge, daher ist die
Umkehrabbildung ebenfalls stetig, das heiBt 3 ist homdomorph. Wir definieren

$:[0,T] = [0,00], ¢+ 1Inf(t),

wobei wir In(oo) = oo stetig fortsetzen. Die Funktion ¢ ist wohldefiniert und homéomorph, da
B(t) = 1> 0 fur alle t € [0, 00] gilt und es sich um eine Verkettung von homéomorphen Abbil-
dungen handelt. Das heifit wir haben eine Parametrisierung gefunden, sodass 3(t) = exp(t(t))
gilt. Wir withlen ¢ = ¢~! und erhalten die gewiinschte Parametrisierung. O

Wir werden im Folgenden ohne Einschrankung annehmen, dass v in der Standardparametri-
serung vorliegt.

Definition 3.31. Wir definieren zu einer Schlitzabbildung f € S und der in Bemerkung 3.24
festgelegten Notation folgende Funktion in Abhéngigkeit des Parameters ¢

FO ) Ex0,00) 2 B, f(z,1) = fi(2) = g; ' (f(2)):

Bemerkung 3.32. (i) Nach Konstruktion sind die Funktionen f; injektiv aber nicht surjektiv.
Das Bild f;(E) ist das Komplement einer stetigen und injektiven Kurve J;. Es gilt f(E) = E\ | J¢,
denn f nimmt das Kurvensegment ~([0,t)) nicht an, welches aber im Definitionsbereich von g; *
zusiitzlich zu f(E) enthalten ist, und somit gilt J;: [0,2) — |J;| mit s — g; '(y(s)). Fiir s — ¢
verlauft J; gegen den Rand, da +(t) nicht im Definitionsbereich von g; ! liegt.

A

Ji
Ji(E)

Abbildung 3.2

(ii) Wegen g:(2) = e'(z + > oo, bi(t)z¥) erhalten wir fiir f; die Taylorentwicklung
B = 4 S an()h).
k=2

(iii) Die Koeffizienten a, sind stetig in ¢, denn durch Taylorentwicklung erhalten wir die
Koeffizienten a,, in rationaler Abhéngigkeit von 5, b, ..., b,, wobei im Nenner nur Vielfache und
Potenzen von  vorkommen. Wegen 3(t) > 0 fiir alle ¢t € [0, 00) erhalten wir die Stetigkeit von
an. Folglich ist die Funktion f(z,t) stetig in ¢ fiir alle z € E.
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Wir benétigen fiir den Hauptsatz der Lowner-Theorie drei Hilfssétze. Als erstes erwdhnen wir
einen Satz von Carathéodory [Car|, dieser liefert uns das Kriterium, dass eine biholomorphe
Funktion f: G — E auf ihren Rand hom6omorph fortsetzbar ist, falls G von einer geschlossenen
Jordankurve berandet wird. In [BS] wird diese Aussage ausgefithrt und wir erhalten folgende
Verallgemeinerung:

Definition 3.33. Sei G ein Gebiet. Wir nennen einen Randpunkt z € G normal, wenn zu
jeder gegen z konvergente Folge (zp)neny mit 2z, € G eine Teilfolge (2, )neny und eine offene
Jordankurve v : [0,1] — G mit (1) = z und v([0,1)) C G existiert, sodass alle Punkte der
Teilfolge (zn, )nen auf v liegen.

Satz 3.34. FEs sei G C C ein einfach zusammenhingendes Gebiet mit nur normalen Randpunk-
ten, Dann ldsst sich jede biholomorphe Abbildung f: E — G zu einem Homdoomorphismus von
E nach G fortsetzen.

Korollar 3.35. In vorliegender Situation sind die Funktionen g;lz Gy — E homdéomorph auf
thren Rand fortsetzbar.

Beweis. Wir geben an dieser Stelle nur eine Beweisskizze, denn der Beweis verlduft dhnlich
wie der Beweis von Lemma 2.17. Wenn wir annehmen, dass ein Randpunkt z € G; existiert,
welcher nicht normal ist, dann existiert eine konvergente Folge (z,)nen, sodass jede stetige und
injektive Kurve 7, welche eine Teilfolge enthilt, den Rand von G; schneidet. Wenn wir nun die
Konstruktion aus Lemma 2.17 anpassen, erhalten wir iiber die Schnittpunkte von 7 mit dem
Rand von Gy eine konvergente Folge auf der stetigen Kurve. Mit dieser Folge erhalten wir einen
Widerspruch zur Injektivitédt von +. O

Weiterhin bendtigen wir eine modifizierte Version des Schwarzschen Spiegelungsprinzips [BS],
wobei wir die Spieglung an dem Einheitskreis statt an der reellen Achse durchfiihren.

Satz 3.36 (Schwarzsches Spiegelungsprinzip - Modifikation). Es sei G C E ein Gebiet des Ein-
heitskreises, dessen Rand ein offenes Kurvenstick J C OE enthalte. Weiter sei G* = { % ‘ z € G}
und f € O(Q), sodass f auf J stetig mit Werten auf dem Einheitskreis ist, das heif§t |f(z)] =1
fir alle z € J. Dann gibt es eine eindeutige holomorphe Fortsetzung

. %) ,zeG*
F:GUIUG" = C, F(z):=3/G :
fz) ,zeGUJ

Beweis. Wir werden diesen Fall auf das bereits bekannte Schwarze Spiegelungsprinzip zuriickfiih-
ren. Wir konstruieren eine Mobiustransformation, welche den Rand des Einheitskreises auf die
reelle Achse abbildet. Dazu betrachten wir die Funktion

(z — 21)(22 — 23)
(2 —23)(22 — 21)

p:C—C, z+—

wobei wir z3 € OE \ J und z1, 29 € OE \ { 23 } verschieden wihlen. Durch diese Konstruktion ist
@ eine Mdobiustransformation, welche z; auf 0, zo auf 1 und 23 auf co und folglich den ganzen
Einheitskreis auf die reelle Achse abbildet. Entsprechend wird das innere des Einheitskreises
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3. Loéwner-Theorie

entweder in die obere oder in untere Halbebene abgebildet. Wir betrachte die verkettete Funktion
h:=pofopl:p(G) U pJ)— C, welche auf »(G) holomorph und in ¢(J) stetig ist. Nach
Konstruktion unserer Mobiustransformation gilt ¢(J) C R. Da f auf J Werte des Einheitskreises
annimmt, gilt h(z) € R fiir alle z € p(J). Folglich erhalten wir nach dem bekannten Schwarzschen
Spiegelungsprinzip eine eindeutige und holomorphe Fortsetzung H

. P75 % >Z€m
H: o(G) U ¢(J) U p(G) — C, Z}—){h(z) iew@ U

Wir definieren die Funktion F := ¢ 1o Hop: G U J U ¢~ (p(G)) — C. Diese Funktion ist eine
Fortsetzung von f. Wir miissen noch zeigen, dass ¢(G) = ¢(G*) und damit ¢~ (p(G)) = G*
gilt. Sei z € G. Dann ist ¢(2) € ¢(G) und ¢(L) € ¢(G*). Auerdem liegen die Punkte z; auf
dem Einheitskreis, daher gilt z; = Z% Die Behauptung folgt nun aus

Gl B ) Rk VB
s T R e e P R

Wir wiederholen auflerdem die Schwarzsche Integralformel, welche wir benotigen [RS1].

Satz 3.37 (Schwarzsche Integralformel). Sei R > 0, B := Br(0) und f: B — C stetig sowie
holomorph auf Br(0). Dann gilt

f(z) = ! / wwdw—i—ilm(]"@)) fiir alle z € B.
0B

211 w w—2z

Satz 3.38 (Hauptsatz der Lowner Theorie). Sei f: E — C\ |y| mit f € S eine Schlitzabbildung,
wobei v in Standardparametrisierung vorliegt. Dann gilt fir f(z,t) die Differentialgleichung

0f(z,t)
ot

1+ k() f(z,1)
1— k() f(z,1t)

wobei K(t) in t stetig ist mit |k(t)| =1 fir alle t € [0,00). Auferdem gilt auf E

lim etf('7t> = f7

t—o00

= —f(z,1) fiir alle z € E,

das heifit, dass fiir jede Folge (t),)pen mit limy,_ o tx = oo die Folge (e* f(-,t))ren auf E kompakt
gegen f konvergiert.

Beweis. Schritt 1: Wir zeigen zunéchst den zweiten Teil des Satzes. Dazu werden wir zunéchst die
Aussage zeigen, dass lim; o, e'g; * (w) = w beziiglich kompakter Konvergenz gilt. Wir erhalten
fiir g(z,t) mit Satz 3.7 die Abschétzung

e |z]

(1 —lz])?

t
il 5 < lgi(2)] < fiir alle z € E, ¢t > 0.

T+[2])
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Durch umstellen ergibt sich daraus

|

‘gt( )|
Sei w € C\ (|y]U{0}). Wir setzen z = g; *(w) und erhalten

(1—|2])? < <(1412))?<4 firallezeE\{0},t>0

—1 w
(1— g (w)])* < etw <1+ g t(w))? <4 firallew e C\ (Jy|U{0}).

Insbesondere erhalten wir g; '(w) < 4e™t |w| fiir alle w € C\ |y|, denn in 0 gilt g;*(0) = 0.
Damit konvergiert g, Lauf C \ |y] fiir ¢ — oo punktweise gegen die Nullfunktion. Daraus ergibt
sich fiir alle w € C\ (Jy|U{0})

—1
1= lim (1 - |g; "(w)])? < lim e'fM < lim (1+|g; ' (w)])* = 1.

t—>oo t—o0 |w] t—o0

—1
Das heifit, dass die Funktionenfolge ‘et‘qiT(w)‘ auf C\ (Jv|U{0}) fiir ¢t — oo punktweise gegen

1 konvergiert. Wir definieren h;: C\ |y| — C durch z — e 9 (2) ( ) Wir miissen noch zeigen, dass

die Singularitdt in 0 hebbar ist. Dazu betrachten wir fiir festes t die Potenzreihenentwicklung

hi(w) = tgt Zakw =e ZakHw

Wir sehen, dass die Singularitdt in w = 0 fiir alle ¢ hebbar ist durch

el ap10F = ela =ef(g; 1) (0) = - —1.
kZO “ 1=l O = =g

Insgesamt haben wir gezeigt, dass |hi(w)| < 4 fiir alle w € C\ |y| gilt. Daher ist die Familie
{h¢|t >0} auf C\ |v| lokal gleichmé&Big beschrinkt und nach dem Satz von Montel normal. Das
heifit, dass fiir jede gegen oo konvergente Folge (t;)ren eine Teilfolge (ty(,))nen existiert, sodass
beziiglich kompakter Konvergenz folgendes gilt

lim hy, . (w) = G(w) fiir allew € C\ [,

n—0o0

wobei G(w) holomorph auf C \ |v| ist. Wir wissen bereits, dass gilt
|IG(w)|=1= 71113010 ‘htk(n) (w)‘ fiir alle w € C\ ||

und nach dem Offenheitssatz folgt, dass G konstant ist. Weiterhin gilt G = 1, denn fiir den
Grenzwert in 0 erhalten wir

G(0) = lim hy, . (0) =1

n—o0
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3. Loéwner-Theorie

Es konvergiert die konstante Folge der Identitdt (Id),en auf C\ |y| kompakt gegen Id. Durch
Multiplikation ergibt dies auf C \ || beziiglich kompakter Konvergenz

1 frg 1 tk(n) -1 =
3 14) = i, €40 Gy =1
Wir betrachten das Kompositum mit der konstanten Folge (f)nen. Wegen f(E) = C\ |y| ist die
Komposition wohldefiniert und wir erhalten beziiglich kompakter Konvergenz auf E

. ta(n) o—1 o tein) £/ _
Jim etmg, (f) = lim e () = f.
Wir wenden das Montelsche Konvergenzkriterium an, da wir nun fiir jede beliebige Folge mit
Grenzwert oo eine Teilfolge (¢,),en finden, sodass (e 9, el pen nach vorheriger Betrachtung
auf E kompakt gegen f konvergiert, und erhalten damit die Behauptung

lim e'f(z,t) = f(z) fiir alle z € E.

t—o00

Schritt 2: Konstruktion der Funktion X, welche sich spéter als % herausstellen wird. Wir
wenden den Hilfssatz 3.35 an. Daher kénnen wir g; zu einem Hom&omorphismus von E nach
Gy = C fiir alle t > 0 fortsetzen und wir bezeichnen die Fortsetzung wieder mit g;. Wir definieren
fiir feste 0 < s < t < oo das Kurvensegment vs; = 7([s,#]) und die Urbilder Bs; = g5 *(Vs.1)
unter gs sowie Js; = g; (7s) unter g;. Wir definieren die Punkte A(s) := g5 '(v(s)) € Bsy,
welcher fiir festes s unabhiingig von t ist, sowie A(t) := g; '(y(t)) € Js, welcher fiir festes t
unabhéngig von s ist. Da die Kurve 7,; auf dem Rand von G liegt und g homdomorph ist,
liegt ihr Urbild B,; auf dem Rand des Einheitskreises. Das Bild Js; ist eine Kurve, welche bis
auf dem Endpunkt A\(¢) € OE im inneren des Einheitskreises befindet, da v, bis auf den Punkt

Endpunkt v(¢) in dem Gebiet G; liegt. Insgesamt erhalten wir eine wohldefinierte Funktion
A:[0,00) — OE.
Schritt 3: Stetigkeit der Funktion A. Dazu benétigen wir, dass gilt

lm Byy = (M)} wnd lim T = (A}

Wir fixieren s. Nach Konstruktion gilt A\(s) € B, fiir alle s < t. Es handelt sich um eine fallende
Folge von Mengen, das heifit B, ;, C B, fiir alle s < t9 < t1, denn g5 ist homdomorph und nach
Konstruktion gilt 7ss, C Ve, tnd daher Bysy = g7 (Yst0) S 95 (Vo) = By Wir zeigen,
dass fiir alle Punkte w € B \ { A(s) } ein ¢ € (s,t) existiert mit w ¢ B,, fir alle s < r < c.
Sei w € By beliebig, dann liegt der Punkt gs(w) auf der Kurve ~,;. Das heifit es existiert ein
d € [s,t] mit v(d) = gs(w). Wegen gs(w) # A(s) folgt s < d. Wir wihlen ¢ € (s,d) beliebig und
nach vorheriger Betrachtung liegt die Menge B, in B, und wegen d ¢ [s, ¢] liegt der Punkt
v(d) wegen der Injektivitét von + nicht auf dem Kurvenstiick v, .. Damit ist der Punkt w nicht
in Bs. = g; !(7s.c) enthalten und folglich gilt w ¢ B, 4 fiir alle s < d < c. Insgesamt haben
wir damit limy\ s Bs; = { A(s) } gezeigt. Der andere Grenzwert limg ~ Jg; = { A(t) } lésst sich
analog durch Verwendung von g, statt g, berechnen.
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Wir definieren fiir feste 0 < s < t < oo die Funktionen
By E - E, het(z) = g;l(gs(z)).

Diese Funktionen sind wohldefiniert, homéomorph und wegen GGy C Gy holomorph auf [E. Nach
Konstruktion gilt hs¢(Bs) = Js+ und fiir das Bild von E erhalten wir

hst(E) = g; "(gs(E)) = g, (Gs) = 9 (Ge \ 7s) =E\ g7 (7s4) =B\ Jos.

A A

\
\

Abbildung 3.3

Die Funktion hg; ist als Verkettung von schlichten Funktionen schlicht auf E mit h,(0) = 0.
Daher kénnen wir das 1/4-Theorem 3.5 auf hs; anwenden und wir folgern, dass die Scheibe
Br(0) mit Radius r = hi,(0) = (97" 095)'(0) = e*~t im Bild h,(E) enthalten ist. Also gilt
Jst N Bg (0) = 0. Wir werden hy; holomorph nach C\ By, fortsetzen. Dazu bendtigen wir die
gednderte Version des Schwarzen Spiegelungsprinzip 3.36. Bevor wir den Hilfssatz anwenden
kénnen, miissen wir zeigen, dass |hs(z)| = 1 fiir alle Punkte z € OE \ B, gilt. Angenommen
es gibt ein zp € JE \ Bsy mit |hs¢(20)| # 1. Dann folgt |hs+(20)| < 1, da die Funktion hg¢
nur Werte in E besitzt. AuBerdem wissen wir, dass hst homdomorph ist und zg auf dem Rand
von OE liegt, daher muss der Bildpunkt hs(zo) ebenfalls auf dem Rand des Bildes liegen. Das
heiit hsi(20) € Ohst(E) = Js 0 U OE. Wegen |hst(20)| < 1 erhalten wir hs+(20) € Jst \ { A(t) }
und damit liegt der Punkt zp auf der Kurve By ;. Das ist aber ein Widerspruch zur Wahl von
zp. Also gilt |hs¢(z)] = 1 fiir alle Punkte z € OE \ Bs; und wir konnen die geénderte Version
des Schwarzen Spiegelungsprinzip anwenden. Wir bezeichnen mit J, die an dem Einheitskreis
gespiegelte Kurve Js;. Wir erhalten dann eine schlichte und holomorphe Funktion, welche wir
wieder mit hg; bezeichnen

* ﬁ y 2 € (C\E
hs’t: C \ Bs’t _> C\ (JS,t U JS,t)? hs7t(z) = s,t z
s,t

h7(Z) )ZGE\BS,I‘,.

Aus Js; N B,s—+ (0) = 0 folgt, dass die gespiegelte Kurve J¢, und insbesondere auch Jy; in der
4

Scheibe By.:—s(0) enthalten ist. Wir zeigen, dass z — hat@) auf T \ Bs;: holomorph ist. Die

z
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einzigen kritischen Punkte sind 0 und co. Wegen h,;(0) = 0 ist die Singularitdt in 0 hebbar.
Wir betrachten also noch den Punkt oo

. hsi(2) . 1 1 . z 1 ‘s
lim 4~ = lim i — = lim — | = ; —e < 0.
2—00 z 2Z—00 hs,t(?) z z—0 hsﬂg(z) hs,t(o)

Damit folgt die Holomorphie von z — hs%(z) auf C \ Bg . Daher nimmt die Funktion h,; ihr
Maximum auf dem Rand an und wir erhalten wegen Js;UJ;; C By.i—s(0) folgende Abschétzung

. _
‘St(z) <4e!™*  fiir alle z € C\ By,

z

Wir zeigen, dass hs¢(z) fiir t — s auf C\ { \(s) } kompakt gegen die Identitiit konvergiert. Sei
also (tx)ren eine beliebige konvergente Folge mit s < ¢ < oo fiir alle k¥ € N und Grenzwert

m%(z)‘ < 4e!7% ist die Familie { haty (2) ke N} lokal gleichméfig beschrinkt und

z

s. Wegen

nach dem Satz von Montel normal. Das heiflt, existiert eine Teilfolge (ty(,))nen, sodass die

hs, . . . . .
Folge (t"%)(z)) ken kompakte gegen eine holomorphe Funktion ¢ konvergiert. Dabei konvergiert
die Folge kompakt auf C\ { A(s) }, denn fiir alle Kompakte K C C\ { A(s) } existiert wegen
limp s Bst = { A(s) } ein tp mit K C C\ Bsy fiir alle s < t < tg. Fiir T := maxyen { t } folgt

hs z _
L)() < lim 4efrm ™% < 4e?™* fiiralle z € C\ { \(s) }.

n—o0

|p(2)] = lim

n—o0

Das heifit, ¢ ist beschréankt. Wir kénnen nun den Satz von Liouville unter Anwendung einer
Méobiustransformation benutzen. Daher ist ¢ eine ganze und beschrankte Funktion und wegen

= lim e* " =1
n—o0

0(0) = lim Psituin (2)

n—00 z

z=0

gilt ¢ = 1. Da wir zu jeder beliebigen Folge mit Grenzwert s eine Teilfolge finden, die diese
Argumentation erfiillt, folgt mit dem Montelschen Konvergenzkriterium, dass

lim Ls’t('z)
[ANE] 4

=1

auf C\ { A\(s) } kompakt konvergiert und damit folgt insbesondere nach Multiplikation der Iden-
titdt limy s hs¢(2) = 2 beziiglich kompakter Konvergenz. Ahnlich ldsst sich zeigen, dass die
Funktionen h;tl fir s — t auf C \ { \(t) } kompakt gegen die Identitit konvergiert. Wir zeigen,
dass \ rechtsstetig ist. Sei also s > 0 und € > 0 beliebig aber fest. Wegen limy\ s By = { A(s) }
existiert ein 07 > 0, sodass fiir alle s <t < s+ 6; die Kurve By, in der Scheibe B.(\(s)) enthal-
ten ist. Wir wéhlen zyp € 9B-(A(s)) beliebig und erhalten |[A\(s) — zp| = e. Wegen der kompakten
und damit punktweisen Konvergenz von h,; gegen die Identitét existiert ein do > 0, sodass
|20 — hst(20)| < € fiir alle s <t < s+ 02 gilt. Nach Konstruktion von d; liegen die Kurven J ¢
und Jg, im inneren des Bildes hs:(B:(A(s))) und damit insbesondere auch der Punkt () fiir
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alle s <t < s+ d1. Da hg; kompakt gegen in die Identitét konvergiert, konvergiert der Durch-
messer von hg+(0B:(A(s))) gegen den Durchmesser von 0B:(A(s)) also 2. Daher existiert ein
0 < 03, sodass fiir alle s < t < s+ d3 der Durchmesser von h (B (A(s))) weniger als 3¢ betragt.
Wir erhalten die Abschétzung |hs¢(z0) — A(t)| < 3e. Damit kénnen wir nun die Stetigkeit von
rechts folgern, denn fiir 6 = min{d; | =1,2,3} gilt

IA(s) = A(t)| < |A(s) = 20| + |20 — hsi(20)] + |hsi(20) — A(t)] <B5e  fiiralles <t <é.

Die Stetigkeit von links lésst sich analog zeigen, indem man h;g betrachtet.

Schritt 4: Wir zeigen die Differentialgleichung. Fiir feste 0 < s < t < oo definieren wir

h
P E—C, 2z log (St(z))

z

Es besitzt hs; nur eine Nullstelle in 2 = 0 und somit besitzt z +— hs%(z) keine Nullstellen.

Daher existiert eine holomorphe Logarithmusfunktion. Wir wiahlen den Zweig des Logarithmus

mit ®,,(0) = s — ¢. Insgesamt folgt die Holomorphie und Wohldefiniertheit von ®,; auf E.

Nach vorherige Betrachtung ist hs; stetig auf dem Rand OE fortsetzbar und das Bild h;(0E)

unter der homéomorphen Fortsetzung liegt auflerhalb der Kugel B s—:. Daher besitzt h,; keine
4

Nullstellen auf dem Rand und es folgt, dass auch ®,; stetig fortsetzbar ist. Damit ist ®,; auf E
stetig und auf E holomorph. Wir wenden die Schwarzsche Integralformel 3.37 an und folgern

1 D,
= / Ref ’t(w))w+zdw+i1m(<l>st(0)) fiir alle z € E.
21t JoR w w—2z ’

(I)s,t(z)

Wir werden diese Gleichung weiter auflosen. Zum einen gilt Im(®(0)) = Im(s — ¢) = 0 und zum

anderen hatten wir bereits gezeigt, dass m%(z) =1 fiir alle z € OE \ B, gilt, damit folgt

hs7t(z)

=In(l) =0 fiir alle z € OE \ By,.
z

Ik(@QAzD::Ih3P0g<hﬁi@ﬂ)]::ln

Wir definieren nun ¢ und e*? als den Anfangs- und Endpunkt der Kurve B ; und erhalten

1 Re(® 1 Re(®
SA):,/’ @ulw)wtzy, 1 @aal)) @12 4 m(@,,(0))
2mi Jp,, w w—z 27t Jop\ B, , w w—2z
1 [P ions €9+ 2
N ®
=5 /. Re(Ps (e ))ew — chp

fir alle z € E. Speziell fiir z = 0 erhalten wir die Gleichung
1 [P :
P, ,(0)=s—t=— Re [©,:(e'?)] de.

2 J,
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3. Loéwner-Theorie

Wir werden z durch f(z,s) = ¢;'(f(2)) ersetzen. Dies ist wohldefiniert, da fs(E) C E gilt.
Damit erhalten wir unter Anwendung von hg; o fs = f;

B i
By 4(fo(2)) = log J{ZZ; = % / Re [®,4(e")] mw fiir alle z € .

Wir fixieren z € E und wenden den Mittelwertsatz der Integralrechnung auf den Real- und
Imaginérteil getrennt an

[ metmacnre(Z55) s (5275)]
e [ (SO i (S

Z

_ 1
(2) 2
_ 1
2m Ja fs(2) fs(2)
“’+fs(z)> < ”+fs(z)>]
=(s—t)|Re| ————— | +ilm | —————= ||,
-0 |re (S0 = 1.2
wobei 0,7 € [a, 3] gilt und diese von s und t abhiingig sind. Damit liegen die Punkte € und
e'™ auf der Kurve B ;. Wir wollen nach Division von (¢ — s) den Grenzwert ¢ — s bestimmen.
Auf der linken Seite erhalten wir die logarithmische Ableitung und fiir die rechte Seite folgern

wir et ef™ 13 A(s), da die Kurve By, fiir t — s zu dem Punkt { A(s) } zusammenschrumpft.
Insgesamt erhalten wir

gt = B =g e (TS e (S 25)] -5

Definieren wir k(t) = W so folgt die gesuchte Gleichung und es ist x stetig, da |A| konstant 1
und stetig ist. Wir haben damit gezeigt, dass fiir ¢ — s die Differentialgleichung fiir alle z € E
erfiillt wird. Mit dem gleichen Argument ldsst sich zeigen, dass die Differentialgleichung fiir s — ¢
erfiillt wird, indem man berticksichtigt, dass fiir s — ¢ die Kurve B,; gegen A(t) konvergiert.
Dies ergibt sich allerdings aus der Stetigkeit von A. O

Bemerkung 3.39. Wir haben gezeigt, dass fiir jede Schlitzabbildung f € S eine stetige Funkti-
on k: [0,00) — OF existiert, sodass lim;_, €' f(z,t) kompakt gegen f konvergiert, wobei f(z,t)
Losungen der Lowner-Differentialgleichungen in Abhéngigkeit von k sind. Auflerdem bildet jede
Funktion f(z,t) den Einheitskreis biholomorph auf E \ |J| ab, wobei J eine offene Jordankurve
in [E ist, welche einen Endpunkt auf dem Rand des Einheitskreises besitzt.

Man konnte sich jetzt die Frage stellen, ob fiir jede stetige Funktion k: [0,00) — OE die
Losungen f(z,t) einen Bildbereich besitzt, welcher einem geschlitzten Einheitskreis entspricht.
Allerdings ist dies nicht der Fall. Es muss sogar die resultierende Grenzfunktion lim; . €' f(z,t)
im Allgemeinen keine Schlitzabbildung sein. Es ist nicht bekannt unter welchen Bedingungen
die Funktion s derartige Losungen f(z,t) erzeugt, sodass das Bild ein geschlitzter Einheitskreis
ist und die Grenzfunktion f € S ein Schlitzgebiet ist.

Wir geben ein explizites Beispiel fiir eine stetige Funktion (t) = [e® 4+iy/1 — e—2t]> an dessen
Bild kein geschlitzter Einheitskreis ist.
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Abbildung 3.4

Bekannt ist aber, unter welchen Bedingungen die resultierende Grenzfunktion f in S liegt.
Unter anderem geniigt es bereits, dass die Funktion x: [0,00) — OE stetig ist. Wir werden diese
Aussage fiir ndchsten Satz bendtigen und verweisen an dieser Stelle fiir die Verallgemeinerung
der Aussage in unseren Ausblick Satz 5.1 oder fiir eine detaillierte Herleitung auf [Hay].

Korollar 3.40. Sei f € S. Dann gilt
f(z)
z

arg

1
<In ﬂ fir alle z € E,
1—|z]

wobei wir den Zweig des Logarithmus so wdihlen, dass arg @’z:ﬂ = 0 gilt. Diese Ungleichung
ist scharf fir alle z € E.

Beweis. Da die Menge der Schlitzabbildungen dicht in S' liegt, geniigt es nach Bemerkung 3.24
diese Abschétzung fiir Schlitzabbildungen zu zeigen. Wir kénnen also ohne Einschréankung an-
nehmen, dass f eine Schlitzabbildung ist. Nach dem Hauptsatz der Lownertheorie existiert eine
stetige Funktion x(t): [0, 00) — OE, sodass gilt

Jim (=0 = f(z) mis Y

14+ k() f(z,1)
1—k(t)f(z1)

Wir wéhlen z € E beliebig. Wir hatten im Beweis der Léwner-Theorie gesehen, dass gilt

fiir alle ¢ € [0, c0).

= —f(z,t)

af(0) 14 f(21)
f(Z)t) 1- ﬁ(t)f(z’t)

Wir teilen diese Gleichung nun in Real- und Imaginérteil auf und erhalten fiir den Realteil

4 _9 I Sl )
Re alogf(z,t) =5 |f(z,t) = — 1= 6/ (. OF fiir alle t € [0, 00)

gtlog f(z,t) = fur alle ¢ € [0, 00).

sowie fiir den Imaginérteil

fiir alle ¢ € [0, 00).

Im%log f(Z,t) = %argf(z,t) _ QIm[’{(t)f(Z,t)
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3. Loéwner-Theorie

Wir wenden fiir beliebiges ¢ € [0, 00) den Hauptsatz der Integralrechnung an und erhalten

arg ) / — arg f(z,s)ds

Dies werden wir in unserer nichsten Rechnung verwenden

e'f(z 1) ’
Wir setzen den Imaginérteil ein und erhalten

arg ————~| =
_ /t —2Im[ﬁ(t)f(z7t)]d8‘</ot 21f(z,1)]

argf z,s)ds

9 arg f(z,s)ds
0 S

11— r(t)f (=, 1) 11— w(t)f (=, 1)

Im néchsten Schritt fiihren wir eine 1-Ergénzung mit dem Realteil durch und substituieren
t t B 2
L TRy |1/ TR LX) <a ,f<z,s)\) N
0 |1 —r(s)f(29) o [1=r(s)f(z ) |f(z,9)] (1- If(z,S)l Os

/ol—|fz,s>|2< ‘) e |1fx2

(
)l vl

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass f(z,0) = zund |f(z,t)| < 1 fir alle t € [0, 00)
und z € E gilt. Insgesamt erhalten wir die Behauptung, denn es gilt

f(Z)‘ ~Jarg tim etf(at)l f(z,t)‘ e
z

ae —oo 2 1—|z]

V)

= lim
— 00

arg

Wir zeigen, dass die Abschétzung nach oben fiir alle zg € E scharf ist. Fiir zp = 0 ist dies
offensichtlich der Fall, sei also zy # 0. Dazu miissen wir eine Abbildung f € S konstruieren,

sodass gilt
1
arg J(z0) =In [ + ]z0|] )
20 1-— ’Z0|

Unser Ziel ist es eine stetige Funktion s zu konstruieren, um dann mit der Bemerkung 3.39 zu
folgern, dass f in S liegt. Das heifit, wir suchen Funktion f(z,t), sodass fiir zy gilt

t 1
fz0) _ arg © flzo.t) _ [1+ 20l ]
20 t—00 20 1-— ’ZO‘

arg

Wir wollen notwendige Eigenschaften betrachten, damit ein solches x {iberhaupt existieren kann.
Wir erhalten aus dem ersten Teil des Beweises eine notwendige Bedingung fiir Gleichheit

Im[k(t) f(z0,t)] = — | f(20,t)] fiir alle t € [0, 00).
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Folglich gilt fiir den Realteil die Bedingung Re[x(t) f(z0,t)] = 0 fiir alle ¢ € [0, 00). Wir setzen
diese zusédtzlichen Informationen in die Gleichungen fiir den Real- und Imaginérteil der Diffe-
rentialgleichung ein und erhalten fiir den Realteil

9 1=z, )"
— |f(z0,t)| = — | f(20,t)]| ———=5 fiirallet € [0,00
8t‘f( 0,1)] |f (20 )’1+|f(20’t)|2 [0, 00)
sowie fiir den Imaginérteil
-2
9 arg f(z,t) = M fiir alle t € [0, c0).
ot L+ [f(z0, )]

Wir berechnen folgendes Integral fiir festes ¢t durch 1-Erginzung und Substitution

1+|f 20, 5)| (8 )d [l aga?
/ / 7o)l (1= (o) (s 200 2 /f(zo,O) 21 —a?)"

Durch Verwendung von f(zp,0) = zp und weiteres Ausrechnen der Integrale ergibt dies

[fo ) 2ol alle t € [0, 00).

1—|f(z0,1)? 1— |z
Durch diese Gleichung wird |f(zo,t)| fiir alle ¢ € [0,00) eindeutig bestimmt, da die Funktion
T — 17— das Intervall [0,1) bijektiv auf [0,00) abbildet. Wir wollen nun das Argument der

1
Funktion f(zo,t) bestimmen. Wie zuvor erhalten wir durch 1-Ergénzung und Substitution

I 1 +|f (20, )]
/ arg f(zp, s)ds = log [1 — |ZO|:| — log [1_”(%’75)} :

Durch diese Gleichung wird das Argument von f(zp,t) und folglich ganz f(zp,t) eindeutig fiir
alle t € [0,00) bestimmt. Wegen Re[k(t)f(z0,t)] = 0 und Im[k(t)f(z0,t)] = — | f(20,1)| fiir alle
t € [0,00) ist auch die gesuchte Funktion x bestimmt durch
k(t) = ————— fir alle t € [0, 00).
(t) Fo.t) [0,00)

Nach Konstruktion ist die Funktion f(zo,t) stetig. Daher ist k stetig und nimmt nur Werte auf
dem Rand des Einheitskreises an. Wir kénnen nun die Bemerkung 3.39 anwenden und erhalten
Funktionen f(z,t) mit lim;_, e’ f(z,¢) = f(z) fiir eine Funktion f in S. Nach Konstruktion
besitzt  fiir zp gerade die Losungen f(zp,t) und somit besitzt f die gewiinschte Eigenschaft,
denn wie oben erhalten wir unter Verwendung von lim;_,~ f(2z,¢) = 0 fiir alle z € E

arg fz0) _ arg f(z0,1) ~ lim log [1+ \Zof] ~log [1+ \f(zo7t)|] ~log [1 + ’Zoq '

20 t—o00 20 1-— ‘ZO’ 1- ‘f(Z07t)| 1- ’ZO‘

Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass die Grenze scharf ist. O
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3. Loéwner-Theorie

Korollar 3.41. Sei f € S. Dann gilt

2f'(2)
f(z)

1
arg <In [14_}'2” fiir alle z € E,
— |z

wober wir den Zweig des Logarithmus so wdhlen, dass arg Zfé;) |.=0 = 0 gilt. Diese Ungleichung

st scharf fiir alle z € E.

Beweis. Sei f € S beliebig. Fiir zg = 0 erhalten wir Gleichheit, sei daher zp € E\ {0} beliebig.
Wir betrachten unter Verwendung von Proposition 3.2 (iii) die Funktion g € S mit

FE22) - f(z0)

SEE T T )

Nach Konstruktion gilt
9(=20) _ f(20) 1
=20 20f'(20) (1 —[20])?

Unter Verwendung von Korollar 3.40 erhalten wir

I [1 + |Zol] > Jarg 9(z0)| _ arg ( f(z0) 1 )’ _ '_arg 20/ (20) | _ ‘arg z0f"(20)
1—1zol] ~ —20 z20f'(z0) (1 = |z0)? f(20) f(20)
Mit dem vorherigen Korollar 3.40 erhalten wir auch, dass diese Grenze scharf ist. O
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4. Anwendung: Sternférmige und konvexe
Funktionen

In diesem Kapitel werden wir zwei weitere Teilfamilien der Familie S betrachten. Wir werden
Funktionen mit sternférmigen und konvexen Bildbereich betrachten und werden sehen, dass fiir
die sternférmigen Funktionen die gleichen Abschétzungen gelten wie fiir die Familie .S selbst, da
die Koebe-Funktion ein sternférmiges Bild C\ (—oo, —i] besitzt. Aber fiir die konvexen Funktio-
nen werden wir schirfere Abschitzungen herleiten kénnen. Doch zuvor miissen wir analytische
Charakterisierungen fiir diese Funktionen herleiten.

Definition 4.1. Sei G C C ein Gebiet. Dann heifit G

(i) sternformig mit Zentrum w € G, falls die Verbindungsstrecken { (1 —t)w +t¢z |t € [0,1] }
fiir alle z € G vollstéindig in G liegen.

(ii) konver, falls die Verbindungsstrecken { (1 — t)w 4+t z |t € [0,1] } fiir alle w, z € G vollstiandig
in G liegen. Mit anderen Worten ist G sternférmig mit jedem Zentrum w € G.

Definition 4.2. Seien r € (0,1] und f € O(B,(0)).
(i) Die Funktion f heiit sternférmig auf B, (0) mit Zentrum zy € B, (0), falls f schlicht und
das Bild f(B,(0)) sternformig mit Zentrum f(zp) ist.
Notation: S* :={ f € S| f ist sternférmig mit Zentrum 0} C S.

(ii) Die Funktion f heiit konvex auf B,(0), falls f schlicht und das Bild f(B,(0)) konvex ist.
Notation: Sy :={ f € S| f ist konvex } C S* C S.

Wir werden zunichst zeigen, dass die sternférmige und konvexe Funktionen auch nach Ein-
schrankung auf kleiner Scheiben weiterhin sternférmig und konvex sind.

Lemma 4.3. Seien 0 < r < s <1 und f € O(Bs(0)) mit f(0) = 0 sei sternformig auf Bs(0)
mit Zentrum 0. Dann ist die Menge f(B(0)) sternformig mit Zentrum 0.

Beweis. Wir nehmen ohne Einschrinkung an es gelte s = 1. Ansonsten betrachte wir 7 := %

und f: E — C mit z — f (s z). Die Funktion f ist sternférmig auf E mit Zentrum 0 und es gilt
f(By(0)) = f(B0)). Sei z; € B.(0)\ {0} und ¢ € (0,1) beliebig aber fest. Da f sternformig
und somit definitionsgem#f schlicht ist, existiert eine Umkehrfunktion f~!. Somit folgt, dass es
genau ein zg € E gibt mit

f(z0) = (L =) 0+ tf(21) = tf(21)-
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4. Anwendung: Sternférmige und konvexe Funktionen

Wir miissen zeigen, dass zp bereits in B, (0) liegt. Dazu definieren wir

9(2) = [ (tf(2))-

Die Funktion g ist wohldefiniert und holomorph auf E, denn tf(z) liegt fiir alle z € E im Bild
f(E), da f sternférmig mit Zentrum 0 ist. Weiterhin gilt fiir z;

g9(21) = fHtf(21)) = 20.

Wegen ¢(0) = 0 und |g(z)| < 1 fiir alle z € E folgt mit dem Lemma von Schwarz |g(z)| < |z| fiir
alle z € E. Wir setzen z; ein und erhalten |g(z1)| = |20| < |21] < r. Also liegt zp in B,(0) und
somit ist die Menge f(B,(0)) sternférmig mit Zentrum 0. O

Lemma 4.4. Seien 0 <7 < s <1 und f € O(Bs(0)) mit f(0) =0 sei konver auf Bs(0). Dann
ist die Menge f(B;(0)) konver.

Beweis. Wir nehmen wie in Lemma 4.3 ohne Einschrinkung an es gelte s = 1. Wir wéhlen zwei
verschiedene Punkte 21,29 € B,.(0) mit |21]| < |22] und 22 # 0. Es sei t € (0,1) beliebig. Wir
wissen, da f konvex und definitionsgemé&f schlicht ist, dass die Umkehrabbildung f~! existiert.
Also gibt es genau ein zg € E mit

flz0) = (A =1)f(21) + £ (22).

Wir miissen zeigen, dass zp in B, (0) liegt. Wir definieren die Funktion

g:E—=E, ze f1 ((l—t)f(zlz)—i—tf(z)).

22

Es ist g wohldefiniert und holomorph, da f konvex ist. Weiterhin gilt fiir zo

9(z2) = [THA =) f(21) +f(22)) = [ (f(20)) = 20

Wegen ¢(0) = 0 und |g(2)| < 1 folgt mit dem Lemma von Schwarz |g(z)| < |z| fiir alle z € E. Fiir
zo erhalten wir somit |g(z2)| = |20| < |22| < 7. Daher liegt 2o in B,(0) und die Menge f(B,(0))
ist konvex. O

Wir werden nun analytische Kriterien herleiten, um sternférmige und konvexe Funktionen
zu charakterisieren. Dabei werden wir feststellen, dass die Familien der sternférmigen und der
konvexe Funktionen eng mit der Familie der holomorphen Funktionen auf dem Einheitskreis mit
positiven Realteil verwandt sind.

Satz 4.5. Sei f € O(E) mit f(0) = 0. Dann sind dquivalent:
(i) Es ist f sternformig auf E mit Zentrum 0.

(ii) Es gilt f'(0) # 0 und z — Z}CES) ist auf E holomorph fortsetzbar mit

Re [Z]{QS)} >0  fir alle z € E.
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Beweis. (i) = (ii): Es sei f sternférmig auf E mit Zentrum 0, dann ist f definitionsgemé&s
schlicht. Also gilt f/(z) # 0 fiir alle z € E und wegen f(0) = 0 folgt aus der Injektivitit f(z) # 0
fiir alle z € E\ {0}. Es besitzt f in 0 eine einfache Nullstelle , daher ist die Singularitidt der

Funktion z — 2f(2) in 0 hebbar mit dem Wert f:(o) =1.
f(z) £7(0)

Wir zeigen zunachst die schwéchere Ungleichung

Re h{éi’;)} >0 fiir alle z € E.

Wir definieren die Funktion
h:[0,00) xE—=E, (tz2)+— f_l(e_tf(z)).

Fiir festes t € [0,00) ist hy := h(t,): E — E mit z — hy(z) wohldefiniert und holomorph,
denn fiir alle z € E liegt die Menge { e 'f(2)|¢ € [0,00) } vollstindig in f(E), da f nach
Voraussetzung sternférmig mit Zentrum 0 ist. Die Funktion A(-, z) : [0,00) — E mit ¢t — h(t, 2)
ist fiir festes z € E wohldefiniert und beliebig oft differenzierbar. Wir zeigen, dass |h¢(zo)| fur
festes z9 € E monoton fallend ist. In zy = 0 ist wegen hy(0) = f~1(0) = 0 fiir alle ¢ € [0, 00)
nichts zu zeigen. Sei zp € E\ {0} beliebig. Wir miissen zeigen, dass folgendes gilt

|hiy (20)] = |hey(20)]  fiir 0 < ¢ < g < 0.

Der Punkt e~ f(z) liegt im Bild f(E), da f sternférmig ist. Wegen der Injektivitit von f
existiert ein eindeutiges wy € E mit f(w1) = e f(2). Mit selber Argumentation erhalten wir
ein eindeutiges we € E mit f(wy) = e~ f(29). Damit miissen wir nur noch zeigen, dass gilt

|hey (20)] = | f7H(f(w1)| = [wr| = [wa] = | £71(f (w2))] = [Re, (20)] -

Wir betrachten die Funktion h¢,—¢ : E — E. Wegen t3 —t; > 0 ist die Funktion hs,—¢, nach Kon-
struktion holomorph mit h¢,—¢, (0) = 0. Daher kénnen wir das Lemma von Schwarz anwenden.
Wir erhalten |he,—¢, (2)] < |#] fiir alle z € E. Wir setzen w; ein und erhalten die Behauptung

wi] = [hey—e, (w1)| = [F7H (™70 f(wr))| = [f 71 f(w2)| = |wal.

Wir haben also gezeigt, dass |h;(z)| monoton fallen ist. Folglich ist auch |h;(z)|* monoton fallend,
da keine negativen Werte angenommen werden kénnen. Wir werden damit nun die schwéchere
Ungleichung herleiten. Sei zgp € E\ {0} beliebig. Da h(-, zg) differenzierbar ist, erhalten wir nach
vorheriger Uberlegung % |he(20)|* < 0 fiir alle ¢ € (0, 00). Wir berechnen weiter

0> % (ht(zo) ht(ZO)) = %(zo) hi(z0) + %(Z’o) he(z0)
— e z ﬁ -1 eft . _ o T M
= 2Re ) 37 (71 Fan)) | = 2Re [fulea) /)
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4. Anwendung: Sternférmige und konvexe Funktionen

Da hy(z9) # 0 ist, folgt 2|hs(20)|* > 0. Nach Division von —2|hy(20)|* erhalten wir

[ f(he(20))
ht(z0) f'(ht(20))

Es konvergiert h; fiir t — 0 punktweise gegen die Identitdt. Wir erhalten daher den Grenzwert

0 <Re

] fir t € (0, 00).

7f(zo) ur alle z
Re[zof’(zo)]>0 f 11 eE\{0}

und da zp € E\ {0} beliebig war, erhalten wir

Re [zj;(’z)] >0 firallezeE\{0}.
Wir wissen bereits, dass z — Z}CES) auf E holomorph fortsetzbar ist, daher ist der Realteil dieser
Funktion auf ganz E wohldefiniert und wir kénnen den Kehrwert bilden

Re [Zf/(z)] >0 firallezeE\{0}.

f(2)
Im Fall von z = 0 erhalten wir nach vorheriger Betrachtung
/
Re {Zf (2) } =1.
f(Z) z=0

Insgesamt haben wir damit die schwichere Ungleichung gezeigt. Der Realteil einer holomorphen

Funktion ist harmonisch, daher ist z — Re = J{(/S) eine harmonische Funktion der Form E — R.

Nach dem Maximumsprinzip fiir harmonische Funktionen [Lor| folgt nun entweder

Re |2 S0 oder Re|ZLE| =0 firane s e R
[ f(2) ] [ f(2) ]

Der zweite Fall ist wegen Re =

fég) |.=0 = 1 allerdings nicht moglich.

(ii) = (i): Wir zeigen zunéchst, dass f(z) # 0 fiir alle z € E\ {0} gilt. Wir nehmen dazu
an z9p € E\ {0} sei eine Nullstelle von f mit Vielfachheit k; > 0. Folglich besitzt f’ eine
Nullstelle der Vielfachheit ky = k1 — 1. Weiterhin muss f’ in zo ebenfalls eine Nullstelle mit
Vielfachheit ko > k7 besitzen, da Z}CES) in 2o holomorph fortsetzbar ist. Das ist ein Widerspruch,

da kg = k1 —1 < k1 gilt. Daher besitzt f nur in z = 0 eine Nullstelle. Wir zeigen, dass f|p, (o) fiir
alle 7 € (0,1) injektiv ist. Wir definieren die Null- und Polstellen zéhlende Funktion beziiglich
z+ f(2) — f(a) in Abhéngigkeit von a € B, (0)

, 1 f'(w)
N:B.(0)=>Z, =z~ 27Ti/|wr Flw)— f(z)dw'
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Die Funktion N ist holomorph und somit lokal konstant. Da fiir alle a € B,(0) die holomorphe
Funktion z — f(z) — f(a) keine Polstellen auf E besitzt, z&hlt N(a) genau die Nullstellen von
z+ f(2) — f(a). Da f selbst genau eine Nullstelle in 0 besitzt folgt N(0) = 1 und daher N = 1.
Das bedeutet, dass jeder Wert von f genau einmal angenommen wird. Also ist f schlicht auf
B,(0). Da r € (0,1) beliebig war, ist f auf ganz E schlicht.

Wir zeigen, dass f(E) sternférmig mit Zentrum 0 ist. Es geniigt zu zeigen, dass f(B,(0)) fiir
alle 0 < r < 1 sternformig mit Zentrum 0 ist, denn dann ist f(E) auch sternformig mit Zentrum
0 wegen

F@) = U 1(B0).
0<r<1
Sei r € (0,1) beliebig aber fest. Dann ist f(B,(0)) offen, da f injektiv ist. Wir nehmen an, es sei
f(Br(0)) nicht sternformig mit Zentrum 0. Dann gibt es ein p € f(B,(0)) mit [0,p] € f(B(0)).
Somit existiert ein

c1 €[0,p]NIf(B(0)) mit ey =pmp fiir 0 < py < 1.
AuBlerdem gibt es wegen der Beschranktheit von f(B,(0)) ein

¢ = pop =max{Ap | A € Rxo } N 0f(B,(0)),

wobei pg > 1 gilt. Wir erhalten damit 0 < pu; < 1 < po und folglich ¢; # ¢3. Da f auf B,(0)
homoomorph ist, gilt df(B,(0)) = f(9B,(0)). Wir betrachten die folgende Parametrisierung des
Randes von f(B;(0))

v: 8,8 421 = 9f(B(0), tr flre'),
wobei wir 8 € R so withlen, dass d := f(re’?) # c1, co gilt. Wegen der Injektivitit von f kénnen
wir Korollar 2.21 anwenden und erhalten die Zerlegung C = f(B,.(0))U |y| U Hs, wobei Hs

unbeschréankt ist. Wir konstruieren nun eine stetige Kurve von 0 nach oo, welche |y| nur im
Punkt d schneidet. Wir betrachten die Kurve

mn: [0, ] > C, te f(te).

Aus der Injektivitét folgt |71 N |y] = {d }. Der Endpunkt a der Kurve 7 liegt nicht in f(B,(0))
und daher in Hs. Somit existiert eine stetige Kurve 7 von a nach oco.

\ T2

O
Abbildung 4.1

1
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4. Anwendung: Sternférmige und konvexe Funktionen

Wir definieren die stetige Kurve 7 = 7 + 7 von 0 nach oo und nach Konstruktion gilt
|7|N|v] = {d}. Nach Lemma 2.9 sind alle Komponenten von C\ |7 einfach zusammenhéngend.
Da die Menge ||\ { d } zusammenhéngend ist, liegt |y|\{ d } in genau einer dieser Komponenten
G. Auf G existiert ein holomorpher Logarithmus log und eine Argumentfunktion arg = Im o log.
Wir definieren die Funktion

h:(B,8+21) =R, tsargf(re?).

Nach Voraussetzung gilt Re 22 5 0 fiir alle z € E. Wir erhalten daher fiir alle ¢ € (8,8 + 2m)

fz)
rel f!(ret) 0 iy O iy O
0< RQW = almlogf(re )= aargf(re ) = ah(t),

das heifit A ist streng monoton wachsend. Da h eine stetige und monoton wachsende Funktion
ist, konnen wir die Gesamténderung von h durch das uneigentliche Integral berechnen

B+2m b B B+2m Teitf’(reit) B f/(Z) B ‘ B
/6 ah(t)dt = /ﬁ Re Wdt = Im/|zzr ) dz = Im [27i N(0)] = 2.

Das heifit, dass die Funktion h eine Abbildung der Form h: (5,8 + 27) — (a,a + 27) fiir
ein passendes a € R ist. Da die Punkte ¢; und ¢y auf der Kurve "y|(/375+27r)| liegen, existieren
01,09 € (B, B8+ 2m) mit 67 < 0y sowie ¢; = f(re?t) und co = f(re??). Wegen c; # co und der
Injektivitdt von f folgt 61 # fo. Damit erhalten wir aus der strengen Monotonie von h

h(01) = arg f(re'") < arg f(re'®) = h(6s).

Wir wissen, dass die Punkte ¢; = p1p und ca = pop auf einer Halbgerade [0, 00) liegen. Wir
wollen zeigen, dass gilt

argco — argc; = h(0y) — h(01) = 2wk fiir ein k € Z.

Wir betrachten dazu

(i( ) exp(iargce)  exp(ilmlogey)
exp(i(argco —argey)) = =
P &2 el iargc;)  exp(ilmlogey)

(
(
(iImlogcy + Relog ca — Relog cz)
exp(iImlog ey + Reloge; — Relogey)

€2
el up |p2pl _q

a |$\  wp| pop

exp
exp

wobel wir p1, e > 0 verwendet haben. Wir haben also gezeigt, dass arg co —argc; = 2wk fiir ein
k € Z ist. Das Bild von h liegt im Intervall (a, 4 27), daher muss k& = 0 gelten. Das heifit aber,
dass h(f2) = h(61) und folglich wegen der strengen Monotonie fy = 6y gilt. Damit erhalten wir
¢1 = ¢z also einen Widerspruch. Also sind die Mengen f(B,(0)) sternformig mit Zentrum 0. [J
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Fiir die Charakterisierung der konvexen Funktionen werden wir einige differentialgeometrische
Eigenschaften und Grélen verwenden und bendétigen.

Definition 4.6. Sei v: [a,b] — C eine stetige Kurve. Dann besitzt «y in ¢y € [a, b] eine stitzende
Hyperebene, falls ein v € C* existiert, sodass entweder

<A(t) —(tg),v >=0 fiir alle t € [a, b]

oder
<y(t) —y(to),v >< 0 fir alle t € [a,b]

erfiillt ist. Anschaulich bedeutet das, dass die Kurve komplett auf einer Seite der Hypeberebene
liegt.

Abbildung 4.2

Satz 4.7. Sei f € O(E) mit f(0) = 0. Dann sind dquivalent:

(i) Esist f konvex auf E.

(ii) FEs gilt f'(0) #0 und 1+ ZJ{,IQS) ist auf E holomorph fortsetzbar mit

2f"(2)
f'(2)

Re{l—i— }>Oﬂj7’allez€E.

Beweis. (1) = (ii): Es sei f konvex und damit schlicht auf E. Somit folgt die Existenz einer

Umkehrfunktion f~! und insbesondere folgt, dass f’ keine Nullstellen besitzt. Also ist 1+ ZJ{,IES)
holomorph auf E. Wir definieren die Funktion

SEC e <f<ﬁ>+f<—ﬁ>>7

2

wobei wir /z nicht als Wurzel-Funktion verstehen, sondern als einen Punkt w, sodass w? = z

gilt und fiir z = 0 setzen wir /2 = 0. Wir betrachten zunichst h: E — C mit z — w
Die Funktion A ist wohldefiniert, denn zum einen unterscheiden sich die Quadratwurzeln eines
Punktes nur durch ein Vorzeichen und somit ist h unabhéngig von der Wahl der Quadratwurzeln
und zum anderen liegen die Quadratwurzeln von Punkten in E wieder in E. Die Wohldefiniertheit
von g folgt nun aus der Konvexitét des Bildes von f, denn zu zwei beliebigen Punkten z,w € f(E)
liegt auch der Mittelpunkt der Strecke 3¢ in f(E). Wir wollen zeigen, dass g holomorph ist. Dazu
sei die Potenzreihenentwicklung von f gegen durch f(z) = > 32, axz* mit Konvergenzradius
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4. Anwendung: Sternférmige und konvexe Funktionen

R > 1. Wir zeigen zunéchst, dass h eine Potenzreihenentwicklung im Nullpunkt besitzt mit
Konvergenzradius 1

k=1 k=1

Wir sehen an dieser Stelle, dass h'(0) = az = @ gilt. Wir berechnen den Konvergenzradius
mit der Formel von Cauchy-Hadamard. Fiir eine beliebige Teilfolge (byx))ken von (bn)nen gilt
lim supy,_, o, bp(r) < limsup,,_, bp. Damit und wegen der Stetigkeit von x — 22 erhalten wir

1 1 1
= < < .
limsup,, o, /|an|  limsup, .o, %/|ag.|  limsup, .. /|azn]

Also besitzt h eine Potenzreihenentwicklung mit Konvergenzradius 1 und folglich ist h holomorph
auf E. Insgesamt folgt die Holomorphie von g, da es eine Verkettung von holomorphen Funktionen
ist. Nach Konstruktion unserer Funktion g gilt g(E) C E und ¢(0) = 0. Mit dem Lemma von
Schwarz erhalten wir |¢g’(0)| < 1. Durch Einsetzen von g = f~! o h erhalten wir

_ ()
2/(0)

1<R

g'(0) = (f71)'(h(0)) H'(0)

Wir haben also

%‘ < 2 gezeigt. Es sei ¢ € E. Wir definieren nun die Funktion

F.E—=C, Fulz)=f <1z++;> ~ f(o).

Die Funktion F, besitzt das gleiche Bild wie f nur um f(c) verschoben, da F, durch die Verket-
tung eines Automorphismus des Einheitskreises entstanden ist. Daher ist das Bild Fi.(E) konvex.
Auflerdem ist F. holomorph, schlicht und erfiillt F¢.(0) = 0. Mit derselben Argumentation wie
oben erhalten wir fiir F

F(0) _ f(e)

F(0) — f'(o)

Da ¢ € E beliebig war erhalten wir nach umformen

(1—1¢)*) —2e<2.

2f"(z) 20z
'z 12

2|z|

T 12

3 fir alle z € E.

Wir werden daraus nun Re Z}C,IES) > —1 folgern. Sei z € E beliebig aber fest. Wegen |w| > Rew
fiir alle w € C erhalten wir

(z) 20

frz) 1—12p

202

L—|z*

21° _2f'(=)| _ 20 o 2f(2)
> Re !1 _ |z’2 f/(Z) ] - 1— |z’2 Re f/(Z) .
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Das ist dquivalent zu

2f"(z) _ 2l 2|22 20z l2<1 14|z
e < — =
fiiz) T 11 1—|zF 14 1+ [2|

-R =1.

Da z € E beliebig war, folgt die Behauptung.

(i) = (i): Wegen f(E) = Uy<,<1 f(Br(0)) geniigt es zu zeigen, dass f(B,(0)) fiiralle0 < r < 1
konvex ist. Sei dazu 0 < 7 < 1 beliebig aber fest. Wir betrachten die geschlossene Kurve

v:[0,21] = C, trs f(re)

und werden zeigen, dass diese Kurve in allen Punkten [0,27] eine stiitzende Hyperebene be-
sitzt. Aus diesem Grund bendtigen wir einige differentialgeometrische Groflen. Wir definieren

die Funktion
Cdet (Y() (1)

(&)
Wir zeigen die Wohldefiniertheit von . Wir wissen, dass v beliebig oft differenzierbar ist und
wir miissen noch zeigen, dass +/(t) # 0 fiir alle 2z € E ist. Dazu miissen wir zeigen, dass f’ keine
Nullstellen besitzt. Fiir z = 0 gilt dies nach Voraussetzung. Sei z € E \ {0} beliebig aber fest.
Wir nehmen dazu an z sei eine Nullstelle von f’ mit Vielfachheit k1 > 0. Folglich besitzt f” in 2z
eine Nullstelle der Vielfachheit ko = k; — 1. Weiterhin muss f” in zg ebenfalls eine Nullstelle mit
Vielfachheit ko > k1 haben, da 1+ Zﬁé‘;) in z holomorph fortsetzbar ist. Das ist ein Widerspruch,
da ko = k1 — 1 < ky gilt. Daher besitzt f’ keine Nullstellen. Die Funktion s stimmt mit dem
differentialgeometrischen Begriff der (orientierte) Kriimmung von ~ iiberein.
Wir definieren auflerdem fiir 0 < 79 < 7 < 27

K(t) :

fiir alle ¢ € [0, 27].

k(70,71) 1= /Tl w(t) |7 (1)) dt.

0

Diese Grofle entspricht der Totalkriimmung der Kurve v auf dem Intervall [7y, 71| und ist anschau-
lich ein Indikator, um welchen Winkel sich die Kurventangente auf diesem Abschnitt dreht. Wir

werden nun einige Eigenschaften herleiten, die sich aus der gegebenen Ungleichung Re(1+ z}{,/ES))

fiir alle z € E und der Totalkriitmmung k(79, 71) ergeben.

Behauptung (1): Es gilt Re [1 + %} = k(t) |7/ (¢)| fiir alle ¢ € [0, 27].
Wir berechnen zunéchst die Ableitungen von ~

Wl(t) _ Z'Teitf,(reit)

’Y//(t) _ Z~2r€ztfl(7_ezt) + (’L'TGZt)2f//(T€lt).
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4. Anwendung: Sternférmige und konvexe Funktionen

Damit folgt die Behauptung, denn es gilt

o1 TS e (et et + (e P re) (1" (®)
o<t <1+ f!(rett) > =1 < iret f!(rett) ) =1 (7’(t)>
. ’Y’(t)’y"(t)> _—Imy @) det (Y1) 20)

(W@F ROk o7 O

Damit folgt auch x(t) > 0 fur alle ¢ € [0, 27].

Behauptung (2): Es gilt £(0,27) = 27, das heifit die Kurve besitzt Windungszahl 1.
Wir berechnen

2 2m it ey it
0,20 = [ w00 ar O [T1 4 TS0
0 0

F/(re)
21 o0t 1 (. it 2w e/
:27r—Rei/ e ) g —9r —Rei [ L s —on,
0 f'(re’) o J'(2)
=0

denn z — J}I//((j)) ist holomorph auf E, da f’ keine Nullstellen besitzt.

Behauptung (3): Fiir alle 0 < 7 < 27 ist k(7,t) in ¢ € [, 27 streng monoton wachsend.
Dies folgt direkt aus der Voraussetzung, denn es gilt

s = [l [re (1 GEE ) o

>0

Behauptung (4): Es gilt 0 < k(79,71) < 2 fiir alle 0 < 79 < 7 < 27
Dies ist eine Folgerung aus k(0,0) = 0 und den Eigenschaften (1) und (2).

Behauptung (5): Es gilt fiir alle 0 < 79 < 71 < 27

exp(ik(19, 1)) = |

Dazu berechnen wir

1 it £ it

cptin—aessome (- [ 7)o
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wobei v die Kreislinie re? von 7y bis 71 sei. Wegen 0 < 79 < 71 < 27 ist die Kurve v nicht
geschlossen und wir finden Logarithmus log auf einem einfach zusammenhingendem Gebiet G

mit |v] C G. Wegen (logof’) = J}—,,’ konnen wir unsere Rechnung fortsetzen mit

exp (i k(70,71)) i exp [z Re ( i(log f/ (rem) — log f’(re”o)))]

[z Im (log : )]
re 0
[log I'( m ] exp [ (log m))]
! 7‘6’”0 Z7’0)
17'1 f/(’l"elﬁ) f/ 17'1)
exw (~os e )

e’iTo f/(,’,,eiTo)
wobel wir im letzten Schritt verwendet haben, dass |exp(w)| = exp(Re(w)) fiir alle w € C gilt.
Wir erhalten mit ‘6”0‘ =1= ‘e”1| die Behauptung, denn es gilt

)

exp (i k(10,71)) = Z:rezzlf/(rel.ﬁ) ‘z:refTOf’(re%TO)‘ = 7 (n) W(TO)|.
ire'™ f'(retm) lire'™ f(re'm)| ' (10) |7/ (1)

Wir haben nun die Vorbereitungen abgeschlossen und kommen zum eigentlichen Beweis. Wir
werden zunéchst zeigen, dass «y in jedem Punkt ¢ € [0, 27] eine stiitzende Hyperebene besitzt. Wir
nehmen an «y besitzt in ¢y € [0, 2] keine stiitzende Hyperebene. Wir wihlen v € 7/(to)* \ {0}
beliebig und definieren die Funkion

@: [0,21] = R, t=<y(t) —y(to), v >

Da « in tg keine siitzende Hyperebene besitzt, nimmt ¢ sowohl positive als auch negative Werte
an. Anschaulich sind wir in folgender Situation:

D

Abbildung 4.2

Da das Intervall [0, 27] kompakt und die Funktion ¢ stetig ist, nimmt ¢ sein absolutes Mini-
mum in ¢; € [0, 27] und sein absolutes Maximum in ¢3 € [0, 27| an. Es gilt also

o(t1) < p(to) < p(t2).
=
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4. Anwendung: Sternférmige und konvexe Funktionen

Aus v(0) = y(2m) folgt auch ¢(0) = ¢(27) und somit konnen wir ohne Einschrankung t; # 27
fiir i = 0, 1,2 annehmen, das heifit es gilt to,t1,t2 € [0,27) und sind paarweise verschieden. Wir
setzen die Funktion ¢ glatt auf ganz R fort, indem wir sie periodisch fortsetzen. Dies hat zur
Folge, dass ¢ in t; und t2 nun lokale Extrema besitzt und somit gilt ¢'(¢1) = 0 und ¢'(t2) = 0.
Wegen ¢'(t) =< +/(t),v > folgt daher, dass 7/(¢1) und 7/(t2) senkrecht zu v liegen. Da wir v
selbst senkrecht zu +/(tp) gewihlt hatten, folgt 7/(¢1),~'(t2) € Span(v/(tg)). Somit folgt

V() _ () V() Y (t)
Pl )] ™ )] T T )

Wir haben also drei Vektoren, die sich nur um ein Vorzeichen unterscheiden kénnen. Somit sind
mindestens zwei dieser Vektoren gleich. Wir finden also sg, s1 € {to,t1,%2 } mit sp < s1 und

Anschaulich sind wir in der Situation:

Abbildung 4.3

Mit Behauptung (5) folgt

V(1) (sl _
7' (s1) 7' (s0)

exp(ik(so, s1)) =

das heiit k(sg,s1) € 2nZ. Dies konnen wir wegen Behauptung (3) weiter einschrinken zu
k(so,s1) € {0,27 }. Wir betrachten den Fall k(sg, s1) = 27 und folgern

®3) (4)
21 < k(so,t) < 2w fiir alle ¢ € [sq, 27].

Somit folgt k(so,t) = 27 fiir alle t € [s1, 27]. Wegen s; < 27 widerspricht das jedoch der strengen
Monotonie in (3). Anschaulich bedeutet dieser Fall, dass die Kurve ihre vollstdndige Umdrehung
zwischen sg und s; aufgebraucht hat und somit muss der Rest der Kurve eine Gerade sein muss.
Dies ist aber nicht moglich, da sich die Kurve iiberall kriimmt wegen r(t) > 0.

Wir betrachten den Fall k(sg, s1) = 0. Dies fiihrt direkt mit (3) wegen der strengen Monotonie
und sg < s1 zum Widerspruch, denn

3)
0= k(SO,So) < k(SO,Sl) =0.
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Anschaulich bedeutet dieser Fall, dass die Kurve zwischen sy und s; eine Gerade ist. Damit
haben wir gezeigt, dass «y in allen Punkten ¢ € [0, 27] eine stiitzende Hyperebene besitzt, da sich
in jedem Fall ein Widerspruch ergibt.

Wir werden nun die Injektivitét folgern und nehmen dazu an, es sei f nicht injektiv auf
0B, (0). Dann existieren zwei Punkte 0 < tg < t1 < 27 mit y(¢g) = (t1). Wir wissen bereits,
dass 7y in tg eine stiitzende Hyperebene besitzt, das heifit es existiert ein v € C* mit

2
o(t) =< v(t) —v(to),v >< 0 fur alle t € [0, 27].

Wir betrachten ohne Einschrinkung den Fall <, denn der andere Fall lisst sich analog beweisen.
Wegen (o) = (1) folgt ¢(tg) = 0 = ¢(t1). In beiden Punkten hat ¢ ein globales Maximum.
Wie zuvor setzen wir ¢ glatt auf ganz R fort und erhalten erneut lokale Extrema, das heifit es
gilt ¢'(tg) = 0 = ¢'(t1). Wegen der Kompaktheit von [0, 27] nimmt ¢ sein Minimum in einem
weiteren Punkt ¢t € [0,27) an und es gilt ¢/(t2) = 0. Es kann ¢ nicht konstant 0 sein, denn
sonst wiirde die Kurve v komplett innerhalb einer geraden verlaufen. Dann muss f aber konstant
sein und dies ist ein Widerspruch, da f’ keine Nullstellen besitzt. Folglich gilt fiir das Minimum
©(t2) < 0 und somit auch to # to und to # t1. Wegen ¢'(t) =< +/(t),v > erhalten wir wieder
drei Vektoren ~/(t;) fiir i = 0,1, 2, welche senkrecht zu v stehen. Daher erhalten wir wie zuvor

V() _ o) A ) ()
)]~ T ol M @) T o)l

Das heifit wir haben drei Vektoren, die sich nur durch ein Vorzeichen unterscheiden. Wir finden
also wieder sg, s1 € {to,t1,t2 } mit 0 < 59 < 51 < 27, sodass gilt

H,

V(s0) _ (s1)
Y (so)l [V (sl

Wir erhalten nun mit demselben Argument wie zuvor bei der Behauptung, dass v in jedem Punkt
eine stiitzende Hyperebene besitzt einen Widersprucht. Folglich muss f auf 9B, (0) injektiv sein.
Mit Korollar 2.21 folgt, dass f injektiv auf ganz B, (0) ist. Da 0 < r < 1 beliebig ist, folgt, dass
f auf ganz E injektiv ist.

Als néchstes wollen wir zeigen, dass f(B,(0)) konvex ist. Dazu fithren wir zunéchst weitere
Notationen ein. Wir bezeichnen in ¢t € [0, 27] den Vektor v(t) € C* einer stiitzenden Hyperebene
von 7. Auflerdem definieren wir die Halbraume

HS :={weC| <w—~(t),v(t) ><0}

und fithren eine entsprechende Notation fiir H7, H, H7 und H; ein. Auflerdem wissen wir,
dass diese Hyperebenen stiitzend sind, das heifit die folgende Definition ist wohldefiniert

0o HS | falls |y| € HS
T\ HZ falls |y c HE
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4. Anwendung: Sternférmige und konvexe Funktionen

Die Mengen H; sind konvex und nach Konstruktion gilt

t€[0,2m]

Der Schnitt von konvexen Mengen ist konvex und wir werden zeigen, dass A = f(B,(0)) gilt.
Zunichst erhalten wir, weil f injektiv und damit homdomorph ist, dass f(B,(0)) = f(Br(0))
und |y| = 9f(B,(0)) gilt. Sei nun ¢ € [0, 27] beliebig aber fest und es gelte ohne Einschrinkung
H; = H. Wir definieren die Funktion

g:E—=R, z—=<f(z)—7(),v(t) >.
Fiir z € 9B, (0) erhalten wir g(z) < 0 und wegen
0(2) =< () = 1(0),0(1) > = Re ((() = 7()o(D)

ist g der Realteil einer auf E holomorphen Funktion und daher harmonisch. Weiterhin ist die
Menge B,(0) C E kompakt und somit existiert ein p € B,(0)

M::g(p):max{g(z)‘ZGT@}.

Angenommen p liegt im inneren von B,(0), dann ist g als harmonische Funktion wegen des
Maximumsprinzip auf B,.(0) konstant und es folgt, dass auch f konstant wire. Damit folgt
p € 0B-(0) = || und es folgt fiir alle z € B, (0)

Also erhalten wir

< f(z) —~(t),v(t) >< 0 fiir alle z € B,(0)
und es folgt f(B,(0)) C H;. Da nun t € [0, 27| beliebig war, folgt f(B,(0)) C A.

Wir zeigen f(B,(0)) D A. Sei dazu z € C\ f(B,(0)). Es geniigt ¢ H; fiir ein t € [0, 27] zu
zeigen. Wir wihlen nun ein beliebigen Punkt y € f(B,(0)). Nach Konstruktion gilt [z, y] Ny # 0.
Das heifit, es existiert ein Punkt p € [z,y] N ~. Daher gibt es ein tg € [0, 27] mit p = (o). Wir
nehmen wieder ohne Einschrinkung an es gelte Hy, = Hfo und erhalten zwei Fille:

Fall 1: Es gilt 2 € H. Wegen y € f(B,(0)) gilt auch y € H, da f sonst konstant wire.
Da aber Hy konvex ist, folgt schlieBlich [z,y] C Hf. Wegen p = 7(to) gilt jedoch p € H; und
p € [z,y] also ein Widerspruch.

Fall 2: Es gilt z € H;;. Wegen p € H;; und da die Gerade H;; konvex ist, folgt [z, p] C Hj.
Damit muss aber auch schon die ganze Gerade [z,y] D [z,p] in H;; enthalten sein. Wegen
Yy € Htj ist dies ein Widerspruch. In jedem Fall ergibt sich ein Widerspruch, also haben wir
T € Hti und somit insbesondere = ¢ Hfo gezeigt. Damit folgt die Behauptung, denn f(B,(0))
ist konvex.

O
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Satz 4.8 (Satz von Alexander). Sei f € S. Dann sind dquivalent:
(i) Die Funktion ist f € Sk konvez.
(ii) Die Funktion g: E — C mit z — zf'(2) ist sternformig mit Zentrum 0, das heifit g € S*.

Beweis. Die Funktion g ist holomorph auf E und es gilt

29'(2) _ 2f'(2) + 2f"(2) 2f"(z)
= =1+ fiir alle z € E,
9(2) 2f'(2) f'(z)
da die Singularitdten in 0 hebbar sind. Wir erhalten somit, dass Re [Zgég)} > (0 genau dann gilt,
wenn Re [1 + f’((?} > 0 gilt. Nach Satz 4.5 und Satz 4.7 folgt somit die Behauptung. O

Im folgenden werden wir Abschétzungen fiir die beiden Familien untersuchen. Die Koebe-
Funktion besitzt das Bild C\ (—oco, —1]. Das heifit k ist eine sternférmige Funktion und war
oft eine Grenzfunktion fiir entsprechende Abschiitzungen. Daher liegt es nahe, dass wir fiir die
sternférmigen Funktionen keine besseren Abschitzungen finden werden.

Satz 4.9. Sei f € S§*. Dann gelten fiir alle z € E die Abschitzungen

1—|z| 1+ |z|

Ay OIS g5y
und " "

e SHEs Ty

Diese Abschitzungen sind scharf und Gleichheit gilt fiir passende Rotation der Koebe-Funktion.

Beweis. Der Satz ist eine Folgerung aus S* C S und dem Koebschen Verzerrungssatz 3.7.
Weiterhin ist die Koebe-Funktion k(z) = ﬁ sternformig mit Zentrum 0 und mit Bemerkung
3.8 folgt die Exaktheit der Abschéatzung. Daher sind die Grenzen fiir S* scharf und es gibt keine
besseren Abschitzungen. O

Satz 4.10. Sei f € Si. Dann gelten fiir alle z € & die Abschitzungen

1 1
— e S A< o
e < OIS T
und
E En
L+ 2] 1—z|
Diese Abschitzungen sind scharf. Gleichheit in einem Punkt zop € E\ {0} erhalten wir fir
[(z) = 55 mit einem passendem X € OE.

<R <
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4. Anwendung: Sternférmige und konvexe Funktionen

Beweis. (i) Sei f € Si. Dann gilt nach Satz 4.8, dass z +— zf’(z) auf E eine sternférmige
Funktion mit Zentrum 0 ist. Mit Satz 4.9 erhalten wir die Abschétzung fiir alle w = re? € E

<7

<Jof'w)| = 1w < T

(1+47)2

(ii) Sei f € Sk. Wir zeigen zunéchst |f(z)| < 1' ||  fiir alle z € E. Sei w = = re’? € E. Wir
konnen mit (i) und dem Hauptsatz der Integralrechnung die Behauptung folgern

T . . T . 'S 1 r
= "(te*?)e'® dt g/ "(te'? dtg/ dt = )
wﬂ’Af(ek \ (e as [ tpa-

1+‘Z| < |f(2)] fiir alle z € E. Sei w = re® € E. Nach Rotation kénnen wir

ohne Einschrinkung f(w) € R* annehmen. Die gerade Strecke [0, f(w)] ist vollstindig in f(E)
enthalten, da f(E) konvex ist. Wir definieren das Urbild der Strecke [0, f(w)] unter f

v: [0, f(w)] = B, t— fL(1).

Diese Kurve ist wohldefiniert und stetig differenzierbar. Nach Konstruktion gilt f(v(¢)) = ¢ fiir
alle t € [0, f(w)]. Daraus erhalten wir f/(7(¢))y/(t) = 1 und folglich gilt |f'(v(¢))y'(¢)] = 1 fiir
alle t € [0, f(w)]. Wir wenden den Hauptsatz der Integralrechnung an

Wir zeigen nun

fw) f(z0)
ﬂMzL fwwwwwzé iﬂwmﬂmw:Lv«w««

Damit erhalten wir unter Anwendung der Abschétzung des ersten Teils die Behauptung

C
"/V 1l > A Hwn“‘u+wv

Die Grenzen sind genau dann scharf, wenn z — zf’(z) eine Rotation der Koebe-Funktion ist.
Das ist genau dann der Fall, falls f(z) = 1% fiir A € JOE gilt. O

Satz 4.11. Sei f € S,. Dann gilt B%(O) C f(E).

Beweis. Sei f € K und w € Bl( ) beliebig aber fest. Nach Satz 4.10 gilt 1J|r||zl |f(2)] fiir alle

z € E. Wir erhalten damit den Grenzwert

. |z 1
lim = —.
l2l=1 1+ 2] 2

|2|
|z]+1

Folglich liegt w im inneren der geschlossenen Jordankurve v : [0,27] — C mit ¢ — f(re’). Nach
Korollar 2.21 bildet f die Scheibe B,(0) auf das innere der Jordankurve ab. Also gilt w € f(E).

Die Grenze ist scharf, denn fiir die Funktion g(z) = (E). O

fir alle |z] = 7.

Daher existiert ein r € (0,1) mit |w| < 35 < < 1. Somit gilt |w| < T S
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Als néchstes zitieren wir eine die sogenannte Herglotz Formel, welche holomorphe Funktionen
mit positiven Realteil charakterisiert [GK].

Satz 4.12 (Herglotz Formel). Sei p € O(E). Dann gilt Re(p(z)) > 0 fir alle z € E genau dann,
wenn es auf [0,27] eine monoton wachsende Funktion p gibt mit u(2w) — u(0) = Re(p(0)) und

p(z) = / T du(t) +iIm(p(0))  fiir alle z € E.
0 _

Korollar 4.13. Sei p € O(E) mit p(0) = 1. Es gilt Re(p(z)) > 0 fiir alle z € E genau dann,
wenn es auf [0, 27| eine monoton wachsende Funktion p gibt mit p(2m) — u(0) = 1 und

2m it
p(z) = / e't tz du(t)  fir alle z € E
o €et—=z

Beweis. Folgerung aus Satz 4.12, da ¢ Im(p(0)) = 0 gilt. O

Lemma 4.14 (Lemma von Carathéodory). Sei p € O(E) mit Re(p(z)) > 0 fir alle z € E und
p(z) =1+ > ppz". Dann gilt |py| < 2 fir allen > 1.

Beweis. Es gilt
et+z

ett

(o)
142 Z e fiir alle 2 € E.

—Z
n=1

Mit Korollar 4.13 folgt fiir alle z € E

0 2 it + 2 2 0 '
p(z) =1+ pns" = /0 i dult) = /0 142> e ™z ) du(t).
n=1 n=1

Damit erhalten wir fiir die Koeffizienten die Darstellung

2
Pn = 2/ e~ du(t) fiir alle n > 2
0
und es folgt

2m 2m
lpn| = 2 / e it d,u(t)‘ < 2/ dup(t) = 2(pu(27) — u(0)) =2 fir alle n > 2.
0 0

O]

Wir werden zeigen, dass fiir die sternférmige Funktionen die Koeffizienten der Potenzreihe
die Abschétzung |a,| < n erfiillt ist. Diesr Satz wurde 1920 von R. Nevanlinna [Nev| bewiesen
und war damals ein wichtiger Schritt in Hinblick auf die Bierberbachsche Vermutung, da die
Abschétzung nun fiir eine grofien Familie von Funktionen gezeigt wurde.

Satz 4.15. Sei f € S*. Dann gilt |a,| < n fir alle n € N. Diese Abschditzung ist scharf und
Gleichheit gilt genau dann, falls f eine Rotationen der Koebe-Funktion ist.
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4. Anwendung: Sternférmige und konvexe Funktionen

Beweis. Sei f € S* beliebig. Wir definieren p : E — C durch z Z]J:ES) Es ist p holomorph

auf E, denn in 0 liegt eine hebbare Singularitéit vor mit p(0) = 1. Es sei die Potenzreihe von f
gegeben durch f(z) = > >, ap2"™ mit a1 = 1. Da f(z) sternférmig auf E ist, gilt Re(p(z)) > 0
fiir alle z € E. Somit folgt nach Satz 4.14

o0
z) =1+ anz” mit  |p,| <2 firallen > 1.

Wir vergleichen die Koeffizienten der Potenzreihen z — f(2z)p(z) und z — zf’(z) und erhalten

n—1
an,kak + a, = na, fir alle n € N.
k=1

Wir fiihren eine Induktion iiber n. Wir wissen bereit, dass a; = 1 ist, da f normiert ist mit
f/(0) = 1. Wir nehmen nun an wir hétten |ax| < k fiir k = 1,...,n — 1 gezeigt. Dann gilt

-1

(n = 1) lan| < Z\pn k| lag] < Z n(n—1)

=1

und es folgt |a,| < n. Nach dem Satz von Bieberbach 3.4 gilt |as| < 2, falls f keine Roation der
Koebe-Funktion ist und es folgt, dass |a,| < n fiir alle n > 2 gilt. Die Abschétzung ist scharf,
denn fiir die Koebe-Funktion gilt

oo
= Zn)\"flz"
k=1

O]

Korollar 4.16. Sei f € S. Dann gilt |a,| < 1 fiir alle n € N. Diese Abschitzung ist scharf und
Gleichheit gilt fiir 155

Beweis. Sei f € Si. Dann ist nach dem Satz von Alexander 4.8 die Funktion z — zf’(2)

sternformig und nach Satz 4.15 gilt fir die Koeffizienten n |a,| < n. Die Grenze ist scharf fiir
die Rotationen von = = > 0 | A"~ 12" mit A € 9E. O

Wir beschéftigen uns nun mit der Frage, ob ein groiter Radius existiert, sodass alle Funktionen
der Klasse S eingeschrankt auf diesen Radius sternférmig oder konvex sind.

Definition 4.17. Sei () # F C S eine Familie von Funktionen. Wir definieren

(i) die grofite positive Zahl r*(F), sodass alle Funktionen aus F sternférmig auf B,.,(r)(0) mit
Zentrum 0 sind.

(ii) die grofite positive Zahl ry(F), sodass alle Funktionen aus F konvex auf B,, (r)(0) sind.
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Satz 4.18. Es gilt rx(S) =2 — /3.

Beweis. Sei f € S. Nach Satz 3.6 gilt die scharfe Abschitzung

” 1-4 ?
Re {1 + Zf/ (Z)} > 17l +2|Z| fir alle z € E.
f(2) 1— 2]
Da 1 —4]z| + |2|* > 0 fiir alle z € B,(0) mit 0 < r < 2 — /3 erfiillt ist, ist f eingeschréinkt
auf B, () konvex. Fiir k(z) = ﬁ gilt 1 + Z]]:,(S) = 221+_42Zj L und dieser Ausdruck ist fiir
—1 < 2z < —(2 —+/3) reell und negativ, also ist die Grenze scharf. ]

Satz 4.19. Es gilt r*(S) = tanh(7).

Beweis. Sei f € S beliebig. Nach Satz 4.5 ist eine Funktion f € S genau dann sternférmig, wenn
Re 2L 5 0 fiir alle 2 € E gilt. Weiterhin erhalten wir mit Korollar 3.41 folgende Abschitzung

f(z)
2F(2) 144
‘arg ) ‘gbg[l—rz\

} fiir alle z € E.

Sei z = re’¥ eine komplexe Zahl mit 7 > 0 und ¢ € [, 71]. Offensichtlich besitzt z genau dann
einen positiven Realteil, wenn |arg z| = [¢| € (=3, §) gilt. Folglich ist f auf B,.(0) genau dann
sternférmig, wenn

1
lo [1 i— ;zu < g fir alle z € B,(0)
erfiillt ist. Es folgt 7 = tanh 7. Diese Grenze ist scharf, da die Abschitzung aus Korollar 3.41
scharf ist und somit folgt r*(S) = tanh(%). O

69






5. Ausblick

In dieser Arbeit wurde eine mogliche Anwendung der Lowner-Theorie betrachtet. Eine der be-
kannteste Anwendung der Lowner-Theorie ist ihre Verwendung im Beweis von Weinstein der
Bieberbachschen Vermutung [RS2]. Diese sagt aus, dass fiir die Koeffizienten der Potenzrei-
henentwicklung in 0 von Funktionen aus S die Abschitzung |a,| < n fiir alle n € N gilt und
scharf ist. Auflerdem ist erwdhnenswert, dass wir in dieser Arbeit die Giiltigkeit der Differenti-
algleichung nur fiir die Schlitzabbildungen aus S gezeigt haben. Tatséchlich konnen wir dieses
Resultat zu folgendem Satz verallgemeinern [Hay].

Satz 5.1. Sei k: [0,00) — C eine messbare Funktion mit |k(t)| < 1 fiir alle t € [0,00). Dann
existiert eine eindeutige und in t absolut stetige Funktion f(z,t), welche fir fast alle t € [0,00)
die Lowner-Differentialgleichung

Of(z,t)

B 1+ k(t)f(z,1)
ot - _f(zvt)

1—rk(t)f(z,1t)

mit Anfangswert f(z,0) = z erfillt. Die Losungen besitzen zusdtzlich die Eigenschaft

fiir alle z e E

e f(z,t) €S  fir allet € [0,00)
und es gilt beziiglich kompakter Konvergenz auf E

lim e'f(-,t) = f

t—o00

fiir eine Funktion f € S.

Wie bereits erwéhnt, ist nicht bekannt, welche Bedingungen an  gestellt werden miissen,
damit die Losung der Differentialgleichung eine Schlitzabbildung ist. Wir haben in Satz 3.38
notwendige Bedingungen gefunden, denn fiir jede Schlitzabbildung f existiert eine stetige Funk-
tion & : [0,00) — JE, sodass die obige Differentialgleichung fiir alle ¢ erfiillt ist.

Eine andere Anwendung der Lowner-Theorie liegt in der Wahrscheinlichkeitstheorie der soge-
nannten Schramm-Loewner—Entwicklung. Wendeling Werner hat 2006 unter anderem fiir seine
Beitriage in dieser Theorie die Fields-Medaille erhalten.

In dieser Arbeit haben wir auflerdem den Jordanschen Kurvensatz mit Mitteln der Funk-
tionentheorie bewiesen. Es ist naheliegend, dass man diesen Satz auch mit Mitteln der (alge-
braischen) Topologie beweisen kann. Wir verweisen an dieser Stelle auf [Ful] fiir einen Beweis
mittels Homologietheorie . Der Jordansche Kurvensatz besitzt zusétzlich folgende (topologische)
Verallgemeinerungen [TDi].

Satz 5.2. Seien A und B homdomorphe und komptakte Teilmengen des R™. Dann haben die
Komplemente R™ \ A und R"™ \ B dieselbe Anzahl an zusammenhdngenden Komponenten.
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5. Ausblick

Hierbei ist zu bemerken, dass die resultierenden Komponenten nicht notwendig homodomorph
sein miissen und es gilt noch folgender Satz, welcher fiir n = 2 genau die Aussage des Jordanschen
Kurvensatzes liefert.

Satz 5.3. Sei A C R™ homdéomorph zu S™ ' fir n > 2. Dann besitzt R" \ A genau zwei
Komponenten, wobei eine Komponente I beschrinkt und die andere Komponente J unbeschrinkt
ist. Zusdtzlich stimmen die Rdander von I und J mit A tberein.

Zuletzt werden wir einen Ausblick auf das Kapitel der sternférmigen und konvexen Funktionen
geben. Hierbei gibt es zwei wesentliche Vorgehensweisen. Zum einen kénnen wir den Begriff der
sternformigen und konvexen Funktionen durch folgende Definitionen verschérfen [GK].

Definition 5.4. Sei f: E — C holomorph mit f(0) =0 und f'(0) #0. Es sei 0 < a < 1.
Wir nennen f sternférmig der Ordnung a mit Zentrum 0, falls gilt

!/
Re L) S0 i alle 2 € E.
f(z)
Wir nennen f konvex der Ordnung «, falls gilt
"
Re [1 + Zf, (Z)} >« fir alle z € E.
f'(z)

Fiir @« = 0 erhalten wir die bereits eingefiihrte Definition von sternférmigen und konvexen
Funktionen und wegen o > 0 sind diese Funktionen auch im gewohnlichen Sinne sternférmig
mit Zentrum 0 und konvex.

Zum anderen konnen wir holomorphe Funktionen mehrerer Verénderlichen betrachten und ei-
ne analytische Charakterisierung und entsprechende Eigenschaften fiir sternférmige und konvexe
Funktionen herleiten.
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