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1. Einleitung

Diese Arbeit ist ein Beitrag zur Modulraumtheorie stabiler Vektorbiindel, insbesondere zur Un-
tersuchung der Geometrie solcher Modulrdume mit transzendenten Methoden.

Das Stabilitétskonzept fiir Vektorbiindel wurde 1962 von Mumford auf Kurven eingefiihrt
([Mu63]) und 1972 von Takemoto auf die allgemeine Situation iibertragen ([Ta72]). Es ermoglicht
mittels geometrischer Invariantentheorie ([MFK94]) Modulrdume von Vektorbiindeln zu kon-
struieren und diese mit Methoden der algebraischen Geometrie zu untersuchen. Einen analy-
tischen Zugang zum Modulproblem von Vektorbiindeln erschloss S. Kobayashi 1980 mit der
Verallgemeinerung des Konzeptes der Kéhler-Einstein-Metriken in Tangentialbiindeln komple-
xer Mannigfaltigkeiten auf beliebige holomorphe Vektorbiindel ([Kb80]). Die entsprechenden
Metriken nennt man Hermite-Einstein-Metriken und sie fithren unter Einsatz analytischer Me-
thoden zu Modulrdumen in der Kategorie der komplexen R&ume. So konstruierte beispiels-
weise Kim 1987 in der Arbeit [Ki87] solche Modulrdume im obstruktionsfreien Fall. Weite-
re Arbeiten zu dieser Thematik stammen unter anderem von Fujiki, Itoh, Kobayashi, Liibke,
Okonek und Schumacher, vergleiche [FS87, 1t85, Kb87, LO8T]. Bereits 1982 gelang S. Koba-
yashi der Nachweis der Stabilitat irreduzibler Hermite-Einstein-Vektorbiindel iiber kompakten
Kéahlermannigfaltigkeiten ([Kb82]) und zeitgleich mit Hitchin stellte er die Vermutung auf, dass
beide Begriffe iiberhaupt dquivalent sind. Diese Vermutung wurde in der Zeit von 1982 bis
1986 durch verschiedene Arbeiten von Donaldson, Uhlenbeck und Yau bewiesen, vergleiche
[Do83, Do85, Do87, UY86, UY89]. Ferner konnte gezeigt werden, dass sogar ein Isomorphis-
mus der entsprechenden Modulrdume stabiler sowie irreduzibler Hermite-Einstein-Vektorbiindel
existiert (siche unter anderem [LO87, Mi89, LT95]). Damit haben sich im Nachhinein der al-
gebraische sowie der analytische Ansatz zum Modulproblem der Vektorbiindel als dquivalent
herausgestellt, was heute iiblicherweise als Kobayashi-Hitchin-Korrespondenz bezeichnet wird.
Auch in Situationen, welche der eben beschriebenen dhnlich sind, wurden vielfach Beziehungen
zwischen zunéchst sehr unterschiedlichen Modulrdumen gefunden, welche als Verallgemeinerun-
gen der Kobayashi-Hitchin-Korrespondenz angesehen werden koénnen. Ein frithes Beispiel, an
dem auch heute noch gearbeitet wird, ist die Situation gerahmter Biindel, worunter man im We-
sentlichen holomorphe Vektorbiindel £ — X versteht, deren holomorphe Struktur entlang einer
gegebenen Untermannigfaltigkeit Y C X zu einer festen Struktur isomorph ist. In der Arbeit
[Do84] gelang Donaldson in einem Spezialfall dieser Situation ein Beweis einer entsprechenden
Kobayashi-Hitchin-Korrespondenz, welche spiter von Buchdahl in [Bu93| verallgemeinert wur-
de. Ferner arbeiteten unter anderem Liibke, Okonek und Schumacher an dieser Fragestellung,
siehe [LOS93, Lue93].

Modulrdume stabiler Biindel sind nach wie vor Gegenstand intensiver Forschung und kommen
in vielen verschiedenen Bereichen zur Anwendung. Um nur ein Beispiel zu nennen sei auf die
Arbeit von Teleman zur Enriques-Kodaira-Klassifikation kompakter, komplexer Flichen hinge-
wiesen. Die Klassifikation speziell der Flédchen aus der Klasse VII mit positiver zweiter Bettizahl
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by ist noch unvollstdndig. Hier versucht Teleman mit Eigenschaften von Modulrdumen stabiler
Biindel, vor allem mit Informationen iiber mogliche positiv dimensionale algebraische Unter-
varietdten und die von ihnen parametrisierten Familien, die sogenannte Global-Spherical-Shell-
Vermutung zu beweisen. Der Ansatzpunkt ist dabei die Arbeit [DOT03] von Dloussky, Oeljeklaus
und Toma von 2003, welche das Problem im Wesentlichen darauf reduziert, dass geniigend vie-
le rationale Kurven auf der betrachteten Fliche konstruiert werden miissen. Im Fall by = 1
gelang Teleman mit dieser Methode ein Beweis der Vermutung und im Fall by = 2 konnten
erste Teilresultate gezeigt werden. Die Motivation ist hierbei, dass man aus der Giiltigkeit der
Global-Spherical-Shell-Vermutung folgern kann, dass alle Fldchen aus der Klasse VII mit posi-
tiver zweiter Bettizahl Kato-Flichen sind. Aus diesem Grund vervollsténdigt ein Beweis dieser
Vermutung unmittelbar die Klassifikation aller kompakten, komplexen Flichen. Wegen Details
zu dieser Arbeit sei auf [Te05, Te08, Tel(] verwiesen.

Ein vielversprechender Forschungsgegenstand, welcher seit kurzem eingehend untersucht wird,
ist die Geometrie hoherer direkter Bildgarben in Situationen, in denen diese lokal frei sind. Von
besonderem Interesse sind dabei algebraische sowie differentialgeometrische Positivitétseigen-
schaften der assoziierten Vektorbiindel. Wir gehen kurz auf einige konkrete Beispiele ein, an
denen gearbeitet wird, um deutlich zu machen, wie vielfiltig die moglichen Anwendungen in
diesem Bereich sind.

Berndtsson, Paun, Mourougane und Takayama arbeiten in der Situation einer holomorphen
Abbildung f : X — Y komplexer Mannigfaltigkeiten sowie einem gegebenen holomorphen
Vektorbiindel £ — X an der Untersuchung direkter Bildgarben der Form RIf.(E ® Kx/y),
wobei jeweils zusétzliche Bedingungen an die beteiligten Objekte gestellt werden. Dabei be-
zeichnen wir mit Ky/;y = Kx ® f*(Ky)~! das relative kanonische Biindel. In der Arbeit
[MTO07] zeigen Mourougane und Takayama unter anderem, dass auf der direkten Bildgarbe
[(E® Kyx)y) = RVf.(E® K x/v) eine Griffiths-positive Metrik existiert, sofern f eine Sub-
mersion ist, X und Y projektive Mannigfaltigkeiten sind und E ein amples Geradenbiindel ist.
Zeitgleich beweist Berndtsson in [Be09a] sogar die stérkere Aussage, dass es auf dieser Bildgar-
be eine Nakano-positive (beziehungsweise semipositive) Metrik gibt, falls schwéchere Vorausset-
zungen erfiillt sind. Genauer ist es hierfiir ausreichend, dass f eine Submersion mit kompakten
Fasern, X eine Kéhlermannigfaltigkeit und E ein positives (beziehungsweise semipositives) Ge-
radenbiindel ist. Dabei sind sowohl die eingesetzte Methode als auch die konstruierte Metrik in
beiden Arbeiten jeweils verschieden. Mourougane und Takayama verwenden die Variation von
Hodge-Strukturen und die Berechnung der Kriimmung der Hodge-Metrik von Griffiths auf geeig-
neten zyklischen Uberlagerungen von Y, welche mit dem Satz von Bertini aus der Ampleness des
Vektorbiindels gewonnen werden. Anschlieflend setzen sie Fujitas Methode ein, um die entstehen-
den Singularitéiten der Hodge-Metriken zu kontrollieren. Berndtsson hingegen erhélt die lokale
Freiheit aus einem Fortsetzungssatz vom Ohsawa-Takegoshi-Typ und nutzt die genaue Kenntnis
der holomorphen Struktur des Biindels, um direkt den Chern-Zusammenhang einer konstruier-
ten Lo-Metrik auf dem Biindel zu berechnen und damit die Kriimmung abzuschétzen. In beiden
Arbeiten ist eine Motivation fiir die Untersuchung, dass es einen Bezug zur Griffiths-Vermutung
gibt: Ist M eine komplexe Mannigfaltigkeit und F' — M ein holomorphes Vektorbiindel, welches
eine Griffiths-positive Metrik trégt, dann ist F' stets ample (vergleiche beispielsweise [SS85]).
Griffiths hat 1969 in [Gr69] die Vermutung aufgestellt, dass auch die Umkehrung dieser Aussage



richtig ist und damit Griffiths-Positivitdt und Ampleness auf kompakten, komplexen Mannig-
faltigkeiten dquivalent sind. Fiir Geradenbiindel ist dies als Teil von Kodairas Einbettungssatz
richtig und iiber Kurven M wurde die Aussage 1973 von Umemura in [Um73] gezeigt. In allen
anderen Fillen ist das Problem jedoch noch offen. Gemafi Berndtsson, Mourougane und Taka-
yama betrachten wir zu einem gegebenen holomorphen Vektorbiindel F' — M das assoziierte
Faserbiindel 7 : P(F) — M der projektiven Réume des dualen Biindels F*. Dann ist F' defi-
nitionsgem#f genau dann ample, wenn das Serre-Geradenbiindel Op(y(1) — P(F) im iiblichen
Sinn ample ist. In diesem Fall ist auch

Opr)(r+1) = OP(F)(1)®(T+1)

mit r = rk(F') ample und damit positiv, so dass mit den erwéhnten Resultaten die Nakano-
Positivitdt und damit die Griffiths-Positivitdt des Biindels

T (Opry (1 + 1) @ Kp(py/nmr)

folgt. Nun wird in [Be09a] gezeigt, dass dieses Biindel zu F' ® det(F') isomorph ist. Analog erhilt
man die Nakano-Positivitit von S*F @det(F) fiir alle k € N, wenn man Opp)(r + k) betrachtet.
Insgesamt folgt also fiir ein amples Vektorbiindel F' stets die Nakano-Positivitdt aller Biindel
S*F ® det(F). Umgekehrt zeigt ein Resultat von Demailly und Skoda aus [DS78], dass auch
aus der Griffiths-Positivitdt von F' stets die Nakano-Positivitdt von F' ® det(F') folgt, so dass
man obiges Argument zumindest als ein Indiz fiir die Giiltigkeit der Griffiths-Vermutung anse-
hen kann. Eine weitere Motivation fiir die Untersuchung dieser Bildgarben in [Be09a] ist, dass
man aus ihrer Nakano-Positivitéit auch die analytische Aussage gewinnen kann, dass bestimmte
parameterabhéngige Bergman-Kerne gewisse Subharmonizititseigenschaften besitzen, was wie-
derum auf viele Anwendungen in der algebraischen Geometrie fiihrt. Wegen Details hierzu und
Verfeinerungen des Resultats aus [Be09a] veweisen wir auf die Fortsetzung dieser Arbeit durch
Berndtsson und Paun in [BP08a, BP08b, Be09b, BP10, Bell]. Andererseits wurde eine Verall-
gemeinerung der Positivitdtsaussagen aus [Be09a, MTO07] auf hohere direkte Bildgarben sowie
Vektorbiindel beliebigen Ranges durch Mourougane und Takayama in [MT08] gezeigt. Hier wird
im Wesentlichen die Methode von Berndtsson zur Berechnung der Kriimmung mit der harmo-
nischen Theorie von Takegoshi kombiniert. Auch an der Verbesserung dieser Aussage wird nach
wie vor gearbeitet, vergleiche beispielsweise [MT09]. Schliefllich weisen wir noch darauf hin, dass
auch Tsuji an dhnlichen Aussagen arbeitet, vergleiche [Ts05].

In [Sch12] (siehe auch [Sch13]) beweist Schumacher einige Eigenschaften von Modulrdumen
kanonisch polarisierter Varietdten. Dazu wendet er zunéchst fiir eine Kéhler-Einstein-Mannig-
faltigkeit (X, g) mit konstanter Ricci-Kriimmung —1 eine untere Abschitzung des Kerns der
Wirmeleitungsgleichung von Cheeger und Yau auf den Resolventenkern des Operators (1 4 )
an und erhélt hierdurch die Existenz einer strikt positiven Funktion P, (d(X)), welche nur von
der Dimension n von X und dem Durchmesser d(X) abhingt, so dass fiir jede nichtnegative
stetige Funktion y jede Losung ¢ der Gleichung (1 4+ )¢ = x vermoge

6(2) > Pa(d(X)) - /X g dv
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fiir alle z € X nach unten abgeschitzt werden kann. Aus dieser Abschidtzung gewinnt er so-
dann als Hauptresultat, dass die Kriimmung der hermiteschen Metrik, welche auf dem relativen
kanonischen Biindel Ky /g einer holomorphen Familie f : X — S kanonisch polarisierter, kom-
plexer Mannigfaltigkeiten von den Ké&hler-Einstein-Metriken der Fasern induziert wird, strikt
positiv ist, sofern die Familie nirgends infinitesimal trivial ist. Als Folgerung hieraus gelingt
Schumacher die Konstruktion eines positiven Geradenbiindels auf dem Modulraum der kanonisch
polarisierten Mannigfaltigkeiten, was dessen Quasiprojektivitit zeigt. Eine weitere Anwendung
der bewiesenen Abschéitzung und des Hauptresultats ergibt sich im Hinblick auf hohere direk-
te Bildgarben. Konkret betrachtet Schumacher Bildgarben der Gestalt R" P f, Q% X (K5 ®m) auf
welchen eine natiirliche hermitesche Metrik existiert, die von dem Ls-Skalarprodukt der harmo-
nischen Tensoren auf den Fasern von f induziert wird. Mit diesen Metriken berechnet er eine
explizite Formel fiir den Kriimmungstensor und kann diesen vermége der Abschéitzung des Re-
solventenkerns auch abschétzen. Insbesondere erhélt er so durch Angabe einer expliziten unteren
Schranke die Aussage, dass die lokal freien Garben

®(m+1)
f*KX/S — S

Nakano-positiv sind. Im Spezialfall eindimensionaler Fasern ist f*K?é%) gerade die Garbe der
quadratischen holomorphen Differentialformen des Teichmiillerraums der Riemannschen Flichen
eines Geschlechts g > 2, faserweise ausgestattet mit dem Lo-Skalarprodukt. Da dies jedoch die
zur Weil-Petersson-Metrik dieses Raums duale Situation ist, folgt insbesondere als Anwendung
die starke Kriimmungsaussage von Liu, Sun und Yau, welche besagt, dass die Weil-Petersson-
Metrik auf dem Teichmiillerraum der Riemannschen Flachen vom Geschlecht g > 2 dual Nakano-
negativ ist. Die berechnete Kriimmung der hoheren direkten Bildgarben besitzt jedoch noch
weitere Anwendungen. Mit der Serre-Dualitéit liefert sie sofort auch eine Kriimmungsformel fiir
héhere direkte Bildgarben der Form RP f. AP T 5. Vermdge des natiirlichen Morphismus

SP(R' f.Tx;s) — RPfu NP T g

sowie des Kodaira-Spencer-Morphismus, welcher im Falle von Familien kanonisch polarisierter
Mannigfaltigkeiten gerade die Gestalt

ps: Ts — R f.Txs
besitzt, erhélt Schumacher die verallgemeinerten Kodaira-Spencer-Morphismen
pg : SPTg — RP fu NP Tx/g

der Ordnung p, welche wiederum zu verallgemeinerten Weil-Petersson-Funktionen der jeweiligen
Ordnung p auf den Tangentialrdumen T's ; Anlass geben. Ist speziell S eine Kurve, dann definiert
die Funktion einer beliebigen Ordnung p stets eine hermitesche Pseudometrik auf der Kurve,
deren Kriimmung im Wesentlichen abgeschéitzt werden kann. Durch Anwenden einer Variante
des Ahlfors-Lemmas, welche von Demailly bewiesen wurde, erhdlt Schumacher hieraus einer-
seits einen Spezialfall der Hyperbolizitdtsvermutung von Shafarevich: Wird eine nicht isotriviale



Familie kanonisch polarisierter Mannigfaltigkeiten durch eine Kurve C' parametrisiert, so muss
deren Geschlecht grofler als 1 sein. Anders formuliert sind in Familien kanonisch polarisierter
Mannigfaltigkeiten, parametrisiert durch den projektiven Raum P!(C) oder eine elliptische Kur-
ve, je zwel Fasern isomorph. Andererseits folgt jedoch auch eine Hyperbolizititseigenschaft des
Modulraums kanonisch polarisierter Mannigfaltigkeiten. Genauer zeigt Schumacher, dass jeder
relativ kompakte, offene Unterraum dieses Modulraums bereits Kobayashi-hyperbolisch im Sinne
von Orbifolds ist. Schlieffilich wird noch angedeutet, wie die verallgemeinerten Weil-Petersson-
Funktionen verwendet werden konnen, um eine Finsler-Metrik auf jedem relativ kompakten
Unterraum des Modulstacks der kanonisch polarisierten Varietdten zu konstruieren, deren holo-
morphe Kriimmung nach oben durch eine negative Konstante abgeschéitzt werden kann.

Mit unserem letzten Beispiel ndhern wir uns der Thematik der vorliegenden Arbeit und fassen
einige Untersuchungen im Zusammenhang mit Modulrdumen stabiler Vektorbiindel zusammen.
In der Arbeit [ST92] berechnen Schumacher und Toma eine Formel fiir den Kriimmungstensor
der Weil-Petersson-Metrik auf der Basis einer Familie von Hermite-Einstein-Vektorbiindeln. Dies
kann als Berechnung der Kriimmung der Lo-Metrik auf der Bildgarbe R'p,O(End(F)) aufgefasst
werden, wobei F' — X x S die Familie von Hermite-Einstein-Vektorbiindeln und p: X x § — S
die Projektion auf den zweiten Faktor bezeichne. In derselben Situation berechnen To und Weng
durch Riickgriff auf den Ansatz von Schumacher und Toma die Kriimmung der Lo-Metrik auf
Bildgarben der Gestalt p,O(F) = R%p.O(F), vergleiche [TW98]. Insbesondere zeigen sie in die-
ser Arbeit, dass die Kriitmmungsformel fiir Familien von amplen, hermiteschen Geradenbiindeln
(L,h) — X x S mit fester erster Chern-Form c¢i(Ls, hs) = k/2nw fiir ein k € Rsg, wobel w
die Kéhlerform der Ké#hlermannigfaltigkeit (X, g) bezeichne, eine besonders einfache Gestalt
annimmt, sofern die Ricci-Kriimmung von (X, g) semipositiv ist. Als Anwendung gewinnen sie
eine Aussage iiber Picard-Biindel auf allgemeinen Réumen. Sei dazu X eine kompakte, komplexe
Mannigfaltigkeit und P — X x Pic?(X) ein Poincaré-Biindel, wobei Pic’(X) die Picard-Variet:it
von X bezeichne. Genauer gilt dann die Normierungseigenschaft P|x, o) = Ox und fiir jeden
Punkt s € Pic’(X) des Parameterraums dieser Familie P ist P| Xx{s} ein Geradenbiindel aus
der Isomorphieklasse s. Ist nun L — X ein beliebiges amples Geradenbiindel, dann kann das
assoziierte Picard-Biindel W(L) — Pic?(X) vermoge W(L) = p,(P ® n*L) konstruiert wer-
den, wobei 7 : X x Pic%(X) — X die Projektion auf den ersten Faktor bezeichne. In dieser
Situation folgern To und Weng aus der einfachen Kriimmungsformel im Fall ¢;(X) > 0, dass
solche Picard-Biindel stets polystabil beziiglich jeder Kéhlerform auf PicO(X ) sind. Eine der
ersten Stabilitdtsaussagen tiber Picard-Biindel iiberhaupt wurde 1992 von Ein und Lazarsfeld
in [EL92] bewiesen: Ist X eine vollstindige, glatte, algebraische Kurve vom Geschlecht g, dann
sind die Picard-Biindel W(L) fiir Geradenbiindel L vom Grad d > 2¢ — 2 stabile Vektorbiindel
beziiglich des Theta-Divisors # auf der Jacobi-Varietit Pic®(X). Das Resultat von To und Weng
liefert zwar nur Polystabilitéat, gilt dafiir jedoch fiir eine grofle Klasse von Mannigfaltigkeiten,
beispielsweise fiir alle abelschen Varietéiten. In [Ke92] erldutert Kempf eine Fragestellung, wel-
che auf Narasimhan zuriickgeht: Wegen ihrer Stabilitidt gibt es auf den Picard-Biindeln geméif
der Kobayashi-Hitchin-Korrespondenz eine bis auf einen konstanten positiven Faktor eindeutig
bestimmte Hermite-Einstein-Metrik. Narasimhan warf in diesem Kontext die Frage auf, ob sich
diese Metrik, welche im Allgemeinen als Losung von globalen Differentialgleichungen entsteht, in
dieser speziellen Situation auf eine andere, konkrete Art gewinnen lisst. Kempf zeigt, dass falls
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X eine abelsche Varietét ist, die Hermite-Einstein-Metrik beziiglich irgendeiner translationsin-
varianten K#hler-Metrik auf X , wobei in diesem Fall die duale abelsche Varietiit X gerade der
Picard-Varietéit von X entspricht, im Wesentlichen durch eine La-Metrik erhalten werden kann.
To und Weng geben hierfiir mit den von ihnen bereitgestellten Resultaten einen alternativen,
differentialgeometrischen Beweis.

Nachdem wir in Kapitel 2 dieser Arbeit Grundlagen zur Differentialgeometrie in holomorphen
Vektorbiindeln und in Kapitel 3 bekannte Resultate iiber Familien holomorpher Vektorbiindel
wiederholt haben, verallgemeinern wir in Kapitel 4 die im vorherigen Beispiel beschriebene
Situation auf dem Modulraum der stabilen Vektorbiindel und betrachten dazu fiir eine Fami-
lie (F,h) — X x S von Hermite-Einstein-Vektorbiindeln auf einer kompakten Kéhlermannig-
faltigkeit (X, g), parametrisiert durch eine komplexe Mannigfaltigkeit S, die héheren direkten
Bildgarben Rp.O(F'), wobei wie zuvor p : X x S — S die Projektion auf die Basis bezeich-
net. Diese Garben sind im Allgemeinen nicht mehr auf dem ganzen Parameterraum lokal frei,
sondern nur noch auflerhalb einer Ausnahmemenge A,(F) C S, welche stets eine echte ana-
lytische Teilmenge von S ist. Wir geben eine Charakterisierung dieser Ausnahmemengen an,
welche es uns ermoglicht, die von den hoheren direkten Bildgarben induzierten Vektorbiindel
auf S\ A,(F) genau zu beschreiben, insbesondere ihre Fasern sowie ihre Schnitte {iber stein-
schen, offenen Teilmengen. Ferner untersuchen wir einige konkrete Situationen, in denen die
Ausnahmemengen verschwinden oder zumindest nur die Singularititen des betrachteten Mo-
dulraums widerspiegeln. Die genaue Beschreibung der induzierten Vektorbiindel ermdoglicht es
uns nachzuweisen, dass die hoheren direkten Bildgarben eine natiirliche Metrik tragen. Diese
wird faserweise vom Lo-Skalarprodukt harmonischer Reprisentanten induziert, weshalb wir sie
als Lo-Metrik bezeichnen. Anschliefend berechnen wir eine Formel fiir den Kriimmungstensor
dieser Metrik, welche sowohl das Resultat von Schumacher und Toma als auch das Resultat von
To und Weng als Spezialfille beinhaltet. Dabei méchte man die Kriitmmung soweit ausrechnen,
dass sie alleine durch Reprisentanten von Kodaira-Spencer-Klassen sowie einer Basis des ent-
sprechenden Raums der harmonischen Formen ausgedriickt werden kann. Wie auch in der Arbeit
von To und Weng entsteht jedoch in unserer Formel zunéchst noch ein zusétzlicher Summand,
welcher nicht auf diese Weise geschrieben werden kann, und aus diesem Grund untersuchen
wir einige Moglichkeiten, diesen Summanden in den Griff zu bekommen, wie etwa Familien
mit isotrivialer Determinante sowie Familien von Endomorphismenbiindeln. Ob allerdings eine
Abschitzung der Kriimmung wie beispielsweise in der Arbeit [Sch12] von Schumacher moglich
ist, bleibt ein offenes Problem, da der in den Summanden der hergeleiteten Kriimmungsformel
auftretende Green-Operator der Faser Schwierigkeiten bei der Abschétzung bereitet, welche im
Fall von Mannigfaltigkeiten nicht auftreten. In Kapitel 5 skizzieren wir eine mogliche Anwen-
dung der entwickelten Methode im Hinblick auf die Fragestellung nach der Existenz von Kurven
in Modulrdumen stabiler Vektorbiindel. Es ist im Moment allerdings noch unklar, ob sich der
skizzierte Beweis tatsichlich ausarbeiten ldsst, da er wesentlich auf einer geeigneten Abschitzung
der hergeleiteten Kriimmungsformel beruht.



2. Holomorphe Vektorbiindel

In diesem Kapitel stellen wir einige allgemein bekannte Resultate iiber holomorphe Vektorbiindel
zusammen, die in unseren spiteren Rechnungen unverzichtbar sind. Um unsere Notationen fest-
zulegen, entwickeln wir zunichst unsere lokale Sicht auf Vektorbiindel sowie die auf ihnen defi-
nierten differentialgeometrischen Objekte und untersuchen im Anschluss zwei fiir uns besonders
relevante Konstruktionen: Endomorphismen- und Determinantenbiindel. In dieser Arbeit ziehen
wir die lokale der globalen Sichtweise vor, da viele unserer spiateren Rechnungen wesentlich dar-
auf beruhen, die in Rede stehenden Objekte lokal betrachten zu konnen. Wir schlieffen dieses
Kapitel mit einem kurzen Uberblick iiber Modulprobleme ab. Dabei betrachten wir insbesonde-
re das fiir diese Arbeit wichtige Modulproblem der stabilen Vektorbiindel und fiihren viele der
Begriffe ein, die wir in diesem Kontext spéter benotigen.

2.1. Notationen

Wie iiblich verstehen wir unter einem holomorphen Vektorbiindel F vom Rang r auf einer
komplexen Mannigfaltigkeit M der Dimension m eine holomorphe Abbildung

T F— M,
wobei F' ebenfalls eine komplexe Mannigfaltigkeit ist, so dass folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) Fiir jeden Punkt p € M ist die Faser F, := 7~ 1(p) iiber diesem Punkt ein komplexer
Vektorraum der Dimension 7.

(ii) Fiir jeden Punkt p € M der Basis gibt es eine trivialisierende Umgebung U um p, d.h. eine
Umgebung U des Punktes p und eine biholomorphe Abbildung f : 7= }(U) — U x C", so
dass mit 7 als Bezeichnung fiir die Projektion auf den ersten Faktor das Diagramm

T (U) — L U x

\/

kommutiert und fiir alle z € U die von f induzierte Abbildung f,., welche durch
fx:Fch{x}x(C’" 2, cr

gegeben ist, ein Isomorphismus der komplexen Vektorrdume F, und C" ist.



2. Holomorphe Vektorbiindel

Fiir viele unserer Rechnungen ist es giinstig eine lokale Sicht auf Vektorbiindel zu verwenden
und alle globalen Objekte, die auf einem solchen Vektorbiindel definiert sind, aus der lokalen
Sicht heraus zu beschreiben. Zu diesem Zweck wihlen wir eine Uberdeckung {U;} von M, so dass
F jeweils iiber U; durch eine biholomorphe Abbildung f; : 71 (U;) — U; xC" trivialisiert werden
kann. Jede solche Abbildung kann als ein Vektorbiindelisomorphismus des eingeschrankten Vek-
torbiindels F| U, auf das triviale Vektorbiindel U; x C" — U; aufgefasst werden. Ist nun fiir jedes
J eine holomorphe Abbildung ¢; : U; — U; x C" mit 71 0¢; = idy,; gegeben, d.h. ein holomorpher
Schnitt des trivialen Biindels U; x C" — Uj, dann erhalten wir mit fj_1 o ; jeweils einen holo-
morphen Schnitt des Biindels F' iiber der Menge Uj, d.h. es ist jeweils f;l op; € I'(Uj, O (F)).
Die Bedingung dafiir, dass diese Schnitte auf den Elementen U; der Uberdeckung von M jeweils
durch Einschrinken eines holomorphen Schnitts ¢ € ' (M, O (F')) auf die Mengen U; entstehen,
diesen Schnitt ¢ also lokal beschreiben, ist, dass die f;l o ¢; auf den Uberlappungsbereichen
U; N Uy, tibereinstimmen, d.h. dass fiir alle Indizes j und &

(5700 = (i ow)

gilt, da in diesem Fall die Garbenaxiome fiir die Garbe O (F') die Existenz eines solchen Schnittes
¢ sichern. Diese Bedingung kénnen wir unmittelbar in die Gleichung ¢; = fjo f.- Logp auf U iNU
umformen. Wir definieren nun f;i(p) := m2 o fjo f L(p,-) und erhalten damit die holomorphen
Transitionsfunktionen

U;NUy U;NUy

fjk : Uj NU, — GL(T, (C) (2.1)

des Biindels F beziiglich der trivialisierenden Uberdeckung {U;}. Obige Gleichung iiber die
Vertriglichkeit der Schnitte auf den Uberlappungsbereichen kann mit Hilfe dieser Transitions-
funktionen als

m2 0 ;i (p) = fik(p) - (m2 0 ¢p(p)) fiir alle p e UjNUg

geschrieben werden. Wir sehen also, dass ein holomorpher Schnitt ¢ € I' (M, O (F')) durch die
Vorgabe holomorpher Funktionen gog- : Uj — C", welche fiir alle Indizes j und £k das Transitions-
verhalten

(‘p;.(p) = fix(p) - pp(p) fiiralle peU;NU (2.2)

besitzen, vollstéindig beschrieben wird. Offenbar kénnen wir eine analoge Charakterisierung auch
fiir differenzierbare Schnitte herleiten. Der einzige Unterschied besteht darin, dass die Funktionen
go& fiir einen solchen Schnitt lediglich differenzierbar zu sein brauchen.

Die Transitionsfunktionen, die wir eben zur lokalen Beschreibung holomorpher Schnitte des
Biindels F' definiert haben, besitzen eine weitere niitzliche Eigenschaft, auf die wir héufig

zuriickgreifen werden. Zunéchst erfiillen sie die Identitéten
fij - fik - fri =id auf U; N U; N Uy, (2.3)
fis =id auf Uj, '

wovon man sich mittels einer kurzen Rechnung sofort iiberzeugt. Es ist bekannt (vergleiche
beispielsweise [We07]), dass das Vektorbiindel F' durch die Vorgabe der Uberdeckung {U;} so-
wie der Transitionsfunktionen {f;.} beziiglich dieser Uberdeckung bis auf Isomorphie bereits
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vollstéindig beschrieben wird, d.h. sind eine Uberdeckung {U;} von M und holomorphe Funk-
tionen {f;r : U; N Uy — GL(r,C)} gegeben, welche obigen Identitéten geniigen, dann gibt
es bis auf Isomorphie genau ein holomorphes Vektorbiindel, welches beziiglich der gegebenen
Uberdeckung diese Transitionsfunktionen besitzt. Dies ermdglicht es, holomorphe Vektorbiindel
als eine Menge von Transitionsfunktionen zu betrachten, welche auf den Uberlappungsbereichen
einer Uberdeckung definiert sind und obige Diskussion zeigt, wie mit Schnitten eines auf diese
Weise gegebenen Vektorbiindels zu rechnen ist. Wir werden diese Sichtweise spéter sehr haufig in
konkreten Rechnungen verwenden und ebenfalls, um verschiedene fiir uns wichtige Vektorbiindel
zu konstruieren.

Als néchstes zeigen wir, dass der eben entwickelte Formalismus auch dazu geeignet ist, her-
mitesche, holomorphe Vektorbiindel zu beschreiben. Dazu sei h eine hermitesche Metrik auf
dem holomorphen Vektorbiindel = : F' — M, d.h. jede Faser Fj, ist mit einem hermiteschen
Skalarprodukt h, ausgestattet, so dass fiir je zwei differenzierbare Schnitte ¢,v € I' (U, A (F))
iiber einer offenen Menge U C M die durch p — hy,(p(p),¥(p)) erklarte Funktion U — C
differenzierbar ist. Dabei meinen wir in dieser Arbeit, sofern nichts anderes gesagt wird, mit
differenzierbar stets beliebig oft differenzierbar. Beschreiben wir das Vektorbiindel F' wie eben
beziiglich einer offenen Uberdeckung {U;} von M durch die Transitionsfunktionen {f;x}, dann
induziert die hermitesche Metrik A fiir jeden Punkt p € U; ein hermitesches Skalarprodukt in der
Faser {p} x C" ~ C" der Trivialisierung U; x C" — U}, welches wir durch eine Matrix aus C"*"
beschreiben konnen. Auf den Uberlappungsbereichen der Uberdeckung besitzen diese Matrizen
erneut ein gewisses Transformationsverhalten, welches wir nun herleiten wollen. Zunéchst haben
wir also fiir jeden Index j eine differenzierbare Funktion h; : U; — C™*", so dass h;(p) fur alle
p € Uj eine hermitesche, positiv definite Matrix ist. Sind zwei differenzierbare Schnitte ¢, v des
Vektorbiindels F' lokal durch Funktionen ¢; beziehungsweise 1); gegeben, dann ist

hyp((p), ¥ (p) = (2;(P)" - hj(p) - 5(p) fiir alle p € Uj.

Damit berechnen wir auf dem Uberlappungsbereich U; NUj, unter Verwendung des Transitions-
verhaltens der Funktionen ¢; und v; aus (2.2):

(o))" - ha(p) - Yr(p) = hp(0(p), () = (05(p))" - hj(p) - 15 (p)
= (fir(®) - @) - hi(0) - (@) - ok 0)) = 2k @) (S3(@)" - 1y (0) - Fin(p) ) - ).

Hieraus folgt unmittelbar, dass die lokale Darstellung der hermiteschen Metrik h durch die
Funktionen h; folgendes Transformationsverhalten auf U; N Uj, aufweisen muss:

he = fix -y fike (2.4)

Umgekehrt sieht man leicht, dass differenzierbare Funktionen h; : U; — C™*", welche dieses
Transformationsverhalten besitzen, eine hermitesche Metrik auf dem Vektorbiindel F definieren.
Wir haben also eine Moglichkeit hergeleitet, in der lokalen Beschreibung von Vektorbiindeln mit
hermiteschen Metriken zu arbeiten.

Bevor wir lokale Darstellungen fiir differentialgeometrische Objekte wie den Chern-Zusammen-
hang oder den Kriimmungstensor einer hermiteschen Metrik herleiten kénnen, miissen wir vorab
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2. Holomorphe Vektorbiindel

noch kurz auf die lokale Beschreibung biindelwertiger Differentialformen eingehen. Beispielhaft
betrachten wir hierfiir die lokale Beschreibung biindelwertiger (p, ¢)-Formen. Zunéchst erinnern
wir daran, dass die Garbe der differenzierbaren (p, ¢)-Formen mit Werten im holomorphen Vek-
torbiindel F' durch

AP (F) = A ( "M @ F)

gegeben ist, wobei wir mit 7*M das holomorphe Kotangentialbiindel von M bezeichnen. Um zu
einer lokalen Beschreibung der Schnitte zu gelangen, nutzen wir folgenden Isomorphismus:

A (F) = A (N T"M @ F) = AP (M) @ 4, A(F).

Ist nun U C M eine offene Teilmenge, iiber der wir das Vektorbiindel F' trivialisieren koénnen,
so ergibt sich fiir das eingeschréinkte Biindel:

AP (Fy) = AP (U) @ay A(Fly) = AP (U) @4y AU x CT) > (AP (U))"

Damit wird eine (p, ¢)-Form ¢ € T' (M, AP (F)) beziiglich einer trivialisierenden Uberdeckung
{U;} von F lokal beschrieben durch Vektoren von (p, ¢)-Formen iiber den Mengen Uj;, d.h. durch

N .
;= (cpjl., .. .,cpj) mit goé- e I'(Uj, AP1(M)) (2.5)

fiir jeden Index j. Verfolgt man die oben verwendeten Isomorphismen, dann sieht man, dass
die Bedingung, welche an diese lokal gegebenen Objekte zu stellen ist, damit sie eine globale,
biindelwertige Differentialform ergeben, analog zu der Bedingung (2.2) fiir holomorphe Schnitte
gerade

P = fjk - auf Uj NU; (2.6)

ist, wobei in dieser Gleichung ebenfalls ein Matrixprodukt gebildet wird, indem differenzierbare
Funktionen mit (p, q¢)-Formen multipliziert werden. In vielen Situationen geniigt die eben her-
geleitete lokale Darstellung nicht, um mit biindelwertigen Differentialformen zu arbeiten. Wir
werden daher haufig auch das Tangentialbiindel von M trivialisieren. Dazu kénnen wir ohne Ein-
schriinkung nach einer eventuellen Verfeinerung der fiir F' trivialisierenden Uberdeckung {U;}
von M davon ausgehen, dass die offenen Mengen U; sogar Koordinatenumgebungen von M sind.
Die entsprechenden Koordinaten notieren wir in der Form z; : U; — C™ mit z; = (zjl, e ,z]m)t.
Nach Konstruktion des holomorphen Tangentialbiindels kann dieses dann auf jeder der Men-
gen U; trivialisiert werden und damit insbesondere auch das holomorphe Kotangentialbiindel
T*M, wobei ein Rahmen fiir letzteres durch dzjl, ..., dz]" gegeben wird. Beziiglich einer sol-
chen Uberdeckung kénnen wir die Komponente cpfj aus der lokalen Beschreibung (2.5) einer

biindelwertigen (p, ¢)-Form mit schiefsymmetrischen Koeffizienten als

. o _

I _ l a1 o B1 B

@ = ]TQ' E o al...apE...quZj A A dzj PA dzj A A dzjq (2.7)
a,B

schreiben. Da diese Form der lokalen Beschreibung fiir unsere spiteren Rechnungen am bes-
ten geeignet ist, wollen wir kurz anhand dieses Beispiels auf das Transformationsverhalten der
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Koeffizienten eingehen. Wir miissen dazu auch das Transformationsverhalten von AP? T*M
berticksichtigen. Auf U; N Uy erhalten wir, indem wir fjz = (f7;,)r setzen, aus (2.6):

1 1 a1 A ap B B . . .
p!q!zﬁ:@jal...%ﬁl A2 NNz NN N dz :“pj:ijky'QOk
«, >

1 _ _

_ l v e o 1

= E fjk}/p!q! E Sokoq...apﬂ,..gdzkl Ao Ndz P Ndzt NN dzt
v a7ﬁ

1 ! 0z, 82,6:” Oz, 8qu 5 - e
:p!q!Z(; ij/w - 8z71 8z]7p PR 825 Phanr.apr.Fa dz;" A...Ndz".
7, v a, J J

Damit miissen sich die schiefsymmetrischen Koeffizienten auf U; N U}, wie folgt transformieren:

0z 32% 32 825(1
! E el A8 k % L
SO] Ozl...OépE... Z azOél o a @1 e azﬁq f]k‘l/gpk,ylm,yp(slméq' (28)
% J

Wir werden dieses Transformationsverhalten gelegentlich nachrechnen, um zu zeigen, dass be-
stimmte lokal gegebene Objekte global wohldefiniert sind. AbschlieBend sei noch bemerkt, dass
vollig analog zu der hier vorgestellten lokalen Beschreibung biindelwertiger (p, ¢)-Formen natiir-
lich auch biindelwertige holomorphe p-Formen aus QP (F') sowie biindelwertige differenzierbare
k-Formen aus AF (F) beschrieben werden kénnen. Die lokale Schreibweise, die wir eben durch
trivialisieren des Tangentialbiindels erhalten haben, werden wir selbstverstéindlich auch fiir Dif-
ferentialformen auf der Mannigfaltigkeit M selbst verwenden.

Als néchstes wollen wir lokale Beschreibungen von differentialgeometrischen Objekten auf
dem Vektorbiindel F' herleiten. Wir beginnen mit dem Begriff des Zusammenhangs, welcher als
Ersatz fiir die auf Vektorbiindeln im Allgemeinen nicht verfiigbare duflere Ableitung eingefiihrt
wird. Dabei verstehen wir unter einem Zusammenhang auf F' einen C-linearen Garbenhomo-
morphismus

D:A(F) — A (F), (2.9)

welcher iiber jeder offenen Menge U C M der Leibniz-Regel geniigt, d.h. sind f € T' (U, A(U))
und ¢ € I' (U, A(F)) gegeben, dann gilt:

D(f-¢)=d(f)-¢+f-D(p). (2.10)
Wir beschreiben nun die Wirkung von D auf einen differenzierbaren Schnitt ¢ des Biindels F'
lokal. Dazu betrachten wir die Darstellung ¢; = (cpjl», . .,gpg)t des Schnitts auf einer offenen

Menge U; der trivialisierenden Uberdeckung von M fiir F' aus (2.5). Wir definieren fiir 1 <1 < r
e : U — Uy xC"',  pr—(p,er),

wobei e; den [-ten kanonischen Standardvektor des komplexen Vektorraums C” bezeichnet. Diese
e; sind Schnitte des trivialen Vektorbiindels U; x C" — U; und vermége o := fj_1 o e; haben wir
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2. Holomorphe Vektorbiindel

einen Rahmen fiir F iiber U; konstruiert. Wegen ¢; = >/, goé- -e; und 90|U], = f;l o ; erhalten

wir
T
_ L
80|Uj —E ¥j 0l
I=1

In diesem Sinne passt der konstruierte Rahmen also gerade zu unserer lokalen Sicht. Wir bemer-
ken noch, dass wir analog auch biindelwertige Formen mit diesem Rahmen darstellen kénnen.
Nun definieren wir beziiglich U; die Matrix 6; € (I' (U;, A! (Uj)))rxr bestehend aus 1-Formen
auf U; durch

ej:(ej’?a)p,a mit D(ag):;ega-a,,, (2.11)

die Zusammenhangsmatrix von D beziiglich U;. Mit dieser Definition berechnen wir unter Aus-
nutzung der Tatsache, dass eine &uflere Ableitung d auf dem trivialen Biindel U; x C" — Uj;
komponentenweise erklért ist, folgende lokale Beschreibung der Wirkung von D auf ¢:

(D(®)); = (d+65) - @j- (2.12)
Wie {iblich definieren wir die zu dem Zusammenhang D assoziierte Kriitmmung
Q: A(F) — A% (F) (2.13)

als C-linearen Garbenhomomorphismus durch Q = D o D. Bekanntlich ist € nicht nur C-linear,
sondern sogar A (M)-linear und damit ein Element aus I (M, A? (End(F))). Lokal auf einer
offenen Menge U; der trivialisierenden Uberdeckung von M kénnen wir die Wirkung von (2
offenbar durch eine Matrix ©; € (F (Uj,A2 (Uj)))mr beschreiben. Eine kurze Rechnung zeigt
die bekannte Formel
@j = d@j + Gj A 93'. (2.14)
Fiir unsere spéteren Rechnungen ist im Wesentlichen der Fall interessant, wenn F' ein holo-
morphes Vektorbiindel ist, welches mit einer hermiteschen Metrik h ausgestattet ist. In diesem
Fall erhalten wir aus der Zerlegung Al (F) = A0 (F) @& A% (F) fiir jeden Zusammenhang D
von F eine Zerlegung D = D' + D" mit

D' : A(F) — AY(F), D" : A(F) — A% (F)

und es gibt genau einen Zusammenhang D, den Chern-Zusammenhang, welcher mit der Metrik
h vertraglich ist, d.h. fiir den fiir beliebige offene Mengen U C M

d{p, ) = (D(#),¥) + {0, D(¥)) fiiralle ¢, € T'(U, A(F))

gilt und welcher D” = 0 erfiillt. Bekanntlich kénnen die lokalen Matrixdarstellungen dieses
Zusammenhangs und der zugehorigen Kriimmung auf einer Menge U; aus der trivialisierenden
Uberdeckung folgendermaflen berechnet werden:

t _
0; = ((ahj) . h;l) , ©; = 00;. (2.15)
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Insbesondere besteht 6; also aus (1,0)-Formen und ©; aus (1,1)-Formen. Wir nutzen diese
Gleichungen, um einige weitere Bezeichnungen fiir unsere lokale Schreibweise einzufiihren, mit
denen wir die Wirkung des Chern-Zusammenhangs und der zugehorigen Kriimmung lokal sehr
gut fassen kénnen. Wir beginnen mit dem Chern-Zusammenhang und schreiben dazu die Formen
07, in der Gestalt

00, => I7, d. (2.16)

Nun berechnen wir

00, = Ohjor b}’ =Y W’ Oahjoerdey = (Z hiP aahjm> dz5

«

und erhalten damit die Gleichung

F;')aa = Zh]?‘p Oahj o7 (2.17)

Bei den F;’ oo handelt es sich also um die Christoffelsymbole des Chern-Zusammenhangs D.
Ferner kénnen wir fiir die (1,1)-Formen aus der lokalen Darstellung der Kriimmung 2

_ a B
Of, = R -dz ndz (2.18)
aMB

schreiben. Wir berechnen

5 - al B a o B
o, =000, =0 <Z I’ .. dzj> =Y 0, del ndg =Y (—agrgfw) dz5 A dz
« a,fB a,B

und erhalten die Identitét
p _ o

Rj voB = —031 4o (2.19)
In konkreten Rechnungen, in denen wir lokal mit Objekten rechnen, von denen wir bereits wis-
sen, dass sie global wohldefiniert sind, werden wir den Index j der offenen Menge U; aus der
trivialisierenden Uberdeckung der Einfachheit wegen gelegentlich fortlassen und stattdessen still-
schweigend iiber irgendeiner Menge U aus dieser Uberdeckung arbeiten. Gelegentlich, wenn die
Gefahr von Verwechslungen besteht, werden wir das Biindel oder die Metrik als Index notieren.

2.2. Endomorphismenbiindel

Wegen ihrer grofien Relevanz fiir unsere Arbeit untersuchen wir in diesem Abschnitt Endo-
morphismenbiindel und leiten einige bekannte Resultate, insbesondere iiber die Wirkung der
Kriimmung der induzierten Metrik, her. Wir nutzen dabei die Gelegenheit, unsere lokale No-
tation zu verwenden, obwohl alle Resultate auch mit globalen Rechnungen hergeleitet werden
konnen (vergleiche beispielsweise [Kb87]). Die hierzu eingefiihrten Notationen im Zusammen-
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2. Holomorphe Vektorbiindel

hang mit Endomorphismenbiindeln werden wir auch in der restlichen Arbeit hiufig verwenden.
Der Ubersichtlichkeit wegen zeigen wir zuniichst, wie das Tensorprodukt zweier Vektorbiindel
auf M in unserer lokalen Beschreibung gebildet wird. Dazu seien 7y : E — M sowie np : I — M
zwei holomorphe Vektorbiindel vom Rang r beziehungsweise s auf M. Indem wir zu einer gemein-
samen Verfeinerung {U,} von trivialisierenden Uberdeckungen von M fiir E und F iibergehen,
kénnen wir beide Biindel lokal durch holomorphe Funktionen ej; : U; N Uy — GL(r, C) respek-
tive fji : U;NUy — GL(s,C) beschreiben. Das Tensorprodukt £ ® F' — M ist ein holomorphes
Vektorbiindel vom Rang rs und kann beziiglich derselben offenen Uberdeckung von M durch ho-
lomorphe Funktionen g, : UjNU, — GL(rs, C) beschrieben werden. Wir machen uns kurz klar,
wie die g, aus den ej; und fj;; zu bilden sind. Dazu leiten wir her, wie sich im Vektorraumfall
die Koordinaten von Tensorprodukten transformieren. Seien also V' ein C-Vektorraum mit Basen

v = (vi1,...,v,) und @ = (ai,...,a,) sowie W ein C-Vektorraum mit Basen w = (wy,...,ws)
und b = (by,...,bs). Wir notieren die zugehorigen Koordinatentransformationen wie folgt:
id id
V—V W——W
47er Jrqsa ¢wl sz)b
CT A )CT CS B >(CS

Auf dem C-Vektorraum V @ W haben wir dann die Basen (v, ® wg)a,g sowie (aqo ® bg)q,g. Da
wir lokale Koordinaten im C™ erhalten, miissten wir nun willkiirlich eine Abz&hlung

T:{l,...,r}x{1,...,s} —{1,...,rs}

fixieren. Wir tun dies nur stillschweigend und verwenden der Einfachheit halber eine Doppel-
indexnotation ij, d.h. wir vereinbaren die Notation ij = 7(4, 7). Nach Konstruktion haben wir
Va = Yy Apax sowie wg = Y- Bib,. Damit ist

Vo @ Wg = (Z AéaA> ® (Z BZ%) = ZAQB‘B‘ ay ® by,
A 1% )\uu'
so dass wir fiir die Matrix M = (Ma)‘g Ipap € C™9*7 aus dem Koordinatenwechsel des Tensor-

produktes

Vel S vew

¢v®w J J(ba@b
M

C?"S > (CT‘S

die Identitét Mig = AQBZ erhalten. Beziiglich der lokalen Darstellung von Tensorprodukten
von Vektorbiindeln bedeutet dies, dass die Transitionsfunktionen g;, von £ ® F' — M unter
Beibehaltung obiger Doppelindexnotation gegeben sind durch:

A A
gfkﬁu = e?kﬁ fjku' (2.20)

16



Sind nun hermitesche Metriken h auf E sowie g auf F' gegeben, so wird auf kanonische Weise
eine hermitesche Metrik H auf dem Tensorprodukt F ® F' induziert. Zunichst wird h bezie-
hungsweise g beziiglich der Uberdeckung {U;} durch die Funktionen h; : U; — C™*" respektive
gj : U; — C°*° beschrieben. Wir definieren damit Funktionen H; : U; — C™*"¥, indem wir

H; (o @p) = 1o 953 (2.21)
setzen. Man iiberzeugt sich direkt davon, dass hiermit in jedem Punkt p € U; eine hermitesche,
positiv definite Matrix H;(p) erklart wird. Zur Ubung im Umgang mit der lokalen Notation
rechnen wir an dieser Stelle das erforderliche Transformationsverhalten (2.4) nach. Da h und g
hermitesche Metriken sind, haben wir auf U; NU}, das Transformationsverhalten hj, = e? o P €k

sowie g = f;k “ gj ﬂ Ausgeschrieben bedeutet dies

_ M A :
Mo = D altyxeiip sowie gy 5= ijk@égju/\ kB
HyA

Damit berechnen wir auf dem Uberlappungsbereich U; nU
t Y172 0162
(ij “Hj- gjk)(alCYQ Y(B1B2) — Zgjkocw@ i (7172) (3182) 9k 1 52

— e Y2 g 51 e 61 g
Z Jjkaid jkaz J7161 7282 €k B Jkﬁz Z Jkal J7151 ik 1 Z Jkaz 37202 Jkﬁz
¥1,01 ¥2,02

=y arBrIkazfs = Hy, (c1a2)(B1B2)’

womit das erforderliche Transformationsverhalten der Funktionen H; nachgewiesen ist. Folglich
ist H eine hermitesche Metrik auf dem Tensorprodukt £ ® FF — M.

Wir untersuchen nach dieser Vorbereitung Endomorphismenbiindel. Es sei also 7 : ' — M
ein holomorphes Vektorbiindel vom Rang 7 auf M und {U;} eine offene Uberdeckung von M, so
dass F' iiber jeder der Mengen U; vermoge f; trivialisiert werden kann, d.h. F' wird beziiglich der
Uberdeckung durch die holomophen Funktionen fik : UjNU, — GL(r, C) beschrieben. Zunéchst
kénnen wir damit das zu F' duale Vektorbiindel F* — M beziiglich der Uberdeckung {U;} durch
die Funktionen

Fe:UjNUp — GL(r,©),  pr— (fr(@) ™)’ (2.22)

beschreiben. Wir fassen dann F' ® F* — M als Endomorphismenbiindel End(F') — M von F
auf. Nach obigen Uberlegungen ist F'® F* ein holomorphes Vektorbiindel vom Rang 72, welches
gemiB (2.20) und (2.22) durch die Transitionsfunktionen g;i, : U; N Uy, — GL(r?, C) mit

A *
5icpu = Fiies [k = Fiks Tij (2.23)

beschrieben wird. Wir wollen kurz erldutern, inwiefern fiir eine offene Menge U C M ein Schnitt
¢ € I'(U,O(F® F*)) lokal als Endomorphismus auf einen Schnitt ¢ € I' (U, O (F)) wirkt.
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2. Holomorphe Vektorbiindel

Dazu seien die Schnitte beziiglich der trivialisierenden Uberdeckung {U;} gemi8 (2.2) durch die
Funktionen ¢; : UNU; — cr’ beziehungsweise ¢; : UNU; — C" gegeben. Wir erhalten hiervon
ausgehend Funktionen

nj:UNU; — C" durch nf = Z(p?‘/\wj\ (2.24)

und behaupten, dass die 7; einen Schnitt n € I' (U, O (F')) beschreiben, d.h. dass iiber U; N Uy,
stets n; = fjr - Mk gilt. Dazu geniigt es, folgende Rechnung anzustellen:

=D e =2 | D g, (Z hr? ) =3 DD Fall kL e VR
) n

A A B T

= ZZ (Z kj A Jkr> st =D pPhE =Y Fiis (waﬂb%)
B, B T
Z kﬁ”k

Anstatt 7 werden wir von nun an die suggestivere Schreibweise ¢ (1)) gebrauchen.

Wir setzen nun voraus, dass auf dem Vektorbiindel F' zusétzlich eine hermitesche Metrik
h gegeben ist, welche beziiglich der trivialisierenden Uberdeckung {U;} durch die Funktionen
hj : Uj — C™" beschrieben wird, und wollen die induzierte hermitesche Metrik H auf dem Endo-
morphismenbiindel End(F') = F® F* von F untersuchen. Zunichst induziert h eine hermitesche
Metrik A* auf dem zu F dualen Vektorbiindel F*, welche durch die Funktionen h}f :U; — C77

mit b} = (k> 1)t beschrieben wird. Geméif unserer Uberlegungen wird von h also eine hermitesche
Metrik H auf dem Endomorphismenbiindel End(F') induziert. Wir interessieren uns vor allem
fiir den Bezug zwischen den Chern-Zusammenhéngen sowie den Kriimmungen von h und H und
notieren zunéchst, dass die Metrik H nach (2.21) lokal durch die Funktionen

h*

=l (2.25)

LTT r2xr? : _
Hj:U;—C mit - Hj ax@m) = 1 jap 1

jaB
gegeben ist. Um diese Formel global besser zu verstehen, erinnern wir vorab an den Spuroperator

sowie an adjungierte Operatoren in einem Endomorphismenbiindel. Ist eine biindelwertige (p, q)-
Form n € T' (M, AP (End(F))) lokal gegeben durch

R P a1 p Br Ba
ng—(njg)pa mit nja—pq,z oo g G A AT N ANz

)

dann koénnen wir durch Spurbildung eine (p, ¢)-Form tr(n) € T' (M, AP? (M)) lokal auf U; defi-
nieren, indem wir

. a o B1 B
T oo A RPN YEOVE PR YE
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setzen. Zur Ubung rechnen wir nach, dass tr(n) als globales Objekt wohldefiniert ist. Wegen
(2.8) und (2.23) liegt das Transformationsverhalten

p oz dz" 04 82,‘:‘1
njaal.‘.apa...g - Z 0281 T 9 o B (‘3 Bq Jk’ufka UnkT'Yl pH1.-fq
Vo,V T i 9%

fiir die schiefsymmetrischen Koeffizienten der Darstellung von 1 vor. Damit folgt auf U; N Uy,

2! T 9 H1 At
S =S o PO S gk
: = o1 - ooa kv kj "l Ty T g
; JpeapBi...Bq 0z; ﬁszazfl 825‘1 I P !

Ykt psT,V

Z aZZl azzp az;:l 82;:(1 Z
- o (92?1 82’?” 82’?1 o Mk 7y1.. YpH1---fq?

so dass tr(n) tatsdchlich eine wohldefinierte (p, ¢)-Form auf M ist. Insgesamt haben wir einen
A (M)-linearen Garbenhomomorphismus tr : AP¢ (End(F')) — AP (M) erklért. Ferner konnen
wir zu dem von uns gewéhlten n € I' (M, AP (End(F))) lokal durch 7} = (n;g)pﬁ mit

xp (‘qu e B1 B at ap
Mo = o > WO o o g hiow | 425 A Az NS AL AT (2.27)
a?/B

einen Schnitt n* € T' (M, A%P (End(F'))) definieren, den adjungierten Operator zu n. Die Wohl-
definiertheit dieses globalen Objekts ergibt sich mit einer vollig analogen Rechnung aus dem

Transformationsverhalten (2.4) der Metrik h und sei dem Leser iiberlassen. Wir behaupten,
dass die vielfach niitzliche Gleichung (n*)* = n gilt, und notieren fiir deren Nachweis die Formel

*p o Yp, * 1 _ ag Qp B By
]g_pqlz (Zh U aphj(w>dzj Ao NdZP NN A dZ
Da die Koeffizienten schiefsymmetrisch sind, geniigt es, die Gleichung

14 — (—_1)Pq 4 _
W oo = COPT D0 g ahion
Vs

nachzurechnen, welche wir jedoch unmittelbar aus folgender Rechnung erhalten:

pq /T pq 74 pq T#‘ . .
P T i = P (O s
Vb

:§:§ :hwh’”h- “hi—m” — —=n" N —
g 'ty vy ]U“nj’ral...ozpﬁl..ﬂq njaal...ozp,é’l...ﬂq
77“ T7V

Auf Endomorphismenbiindeln gibt es zwei Produkte biindelwertiger Differentialformen, welche
fiir uns relevant sind und an die wir daher kurz erinnern wollen. Zunéichst haben wir fiir jede
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2. Holomorphe Vektorbiindel

offene Menge U C M das Wedge-Produkt, welches der Verkniipfung des Endomorphismenanteils
und dem Wedge-Produkt des Formenanteils entspricht. Es hat die Gestalt

I (U, A" (End(F))) x I (U, A™ (End(F))) — T (U, APT975 (End(F))),  (p,m) — p A

Sind die Formen p beziehungsweise 7 lokal gegeben durch p; = (,ug-’ o)p,o Sowie n; = (775 o)pos
dann kann g A i lokal beschrieben werden durch

Wir erhalten damit ein wohldefiniertes und assoziatives Produkt. Fiir die spédtere Verwendung
notieren wir noch die folgende Eigenschaft dieses Produktes:
Proposition 2.1. Fir yu € T' (U, AP? (End(F))) und n € T' (U, A™* (End(F))) gilt:
d(uAn) = (0u) An+ (~1)TD A (On) .
Beweis. Da 0 lokal komponentenweise angewendet wird, konnen wir folgendermafien rechnen:
(@A), =0 (Z uo, A 7750) =3 (00,) A + (1PN 2D (0),)
—((d P _1\(p+a) 1) )"
= ((Om) Am), + (1P (A (Om))5, -
O

Neben diesem Produkt besitzen wir auf Endomorphismenbiindeln noch eine Lie-Klammer:
[ (U, AP (End(F))) x T (U, A" (End(F))) — T (U, AP (End(F))) ,  (u,1) — [, 7).

Sind die Formen p und 7 lokal wieder durch p; = (,u? »)pc beziehungsweise n; = (175 o)pio
gegeben, dann kann [u, n] lokal durch

(1] = ([u, n]ﬁ?g)p Comit funlf, =Y, A — (“1)EROCEIY Tl A, (2:29)

beschrieben werden, d.h. es gilt die Gleichung
[ m) = p A — (=1)PFOTHIy A, (2.30)

Mit diesen Vorbereitungen sind wir nun in der Lage, die auf dem Endomorphismenbiindel
End(F) — M induzierte hermitesche Metrik H besser zu verstehen.

Proposition 2.2. Ist F' — M ein holomorphes Vektorbindel iber der komplexen Mannigfal-
tigkeit M und h eine hermitesche Metrik auf F, dann berechnet sich die auf dem Endomor-
phismenbiindel End(F) = F ® F* — M induzierte hermitesche Metrik H fiir zwei Schnitte
A, B el (U, A(End(F))) diber einer offenen Menge U C M zu (A, B) = tr(A A B*).
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Beweis. Wir rechnen {iber der offenen Menge U; aus der trivialisierenden Uberdeckung:

(4,B) = Z Hj(a/\)(ﬁu Z hjaﬁhy)\Aa B?M_ZZA AZW J K yaﬁ

av)‘vﬁnu o )‘ B I

= ZZA?‘,\B;*Q - ZZA?‘A AB;) =tr(AABY).
o A o A

O

Im Folgenden berechnen wir den Chern-Zusammenhang und die Kriimmung der induzierten
hermiteschen Metrik auf dem Endomorphismenbiindel zu F'. Vorab finden wir

A 1)
N H oy By = thghé‘ Wy =606}, dh. HPPUO — P oo (2.31)
Biu

Wir leiten zunéichst einen Bezug zwischen den Christoffelsymbolen von F' und denen des dualen
Biindels F* her. Genauer gilt folgendes Resultat:

Proposition 2.3. Sei h eine hermitesche Metrik auf einem holomorphen Vektorbiindel F — M
iber einer komplexen Mannigfaltigkeit M. Dann gilt iber einem Element U; einer die Biindel
trivialisierenden Uberdeckung fiir die Christoffelsymbole von h und der auf dem dualen Vek-
torbiindel F* — M induzierten Metrik h* die Identitdit

P — _TJ9°
F]F*OtU - JF ap:

Zwischen den Zusammenhangsmatrizen von h und h* besteht also die Beziehung 0;p = —9§-F.

Beweis. Es ist
T oo = Zh*”’a Wige =Y ((h;f)*) ol oz = 3 (1) Oalllor = tha W,

Um die Ableitung der inversen Matrix zu berechnen, stellen wir fiir eine Matrix A = (a;;);; mit
inverser Matrix A~! = (a%); ;, welche von einem Parameter ¢ abhiingt, nach dem wir mit einem
Differentialoperator d ableiten kénnen, folgende Uberlegung an: Aus A- A~ = E folgt zunichst
d(A-A™1)=dE =0,dh. 0= (dA)- A~ + A- (dA7!) und damit dA™! = —A~!. (dA) - A~L.
Fiir eine einzelne Komponente der inversen Matrix bedeutet dies

da" = Za” *i (dayy,). (2.32)

Mit dieser Formel kénnen wir folgendermaflen weiterrechnen:

Ljp+ ao tha DL L CR I Zhﬁaa hj s = —Lirap:

7,08,y
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2. Holomorphe Vektorbiindel

Als Korollar folgt eine Gleichung fiir die Christoffelsymbole des Endomorphismenbiindels:

Proposition 2.4. Fir die Christoffelsymbole der auf dem Endomorphismenbiindel End(F) —
M zu (F,h) = M induzierten Metrik H gilt lokal auf einem Element U; einer trivialisierenden
Uberdeckung:

Br)  _ 1B
FJOC(”]C) 5F

Beweis. Die behauptete Identitdt folgt mit Proposition 2.3 sowie (2.31) wegen

Fga n¢) — Z H o 5#)3 H; () (TP Z hTBhJ Hpa (h] n?h?c)

7p
S O 5 St (005
0 TP
=0, Z B0l + 8 Y hjpahil®
p

¢ 6 B &) B¢
=9 FJFCW? 577FJF*ocC 6#F]FC”7 577FJFOW

B¢
JF an 577 FJF ap’

O

Nachdem wir die Zusammenhénge berechnet haben, leiten wir Formeln fiir die Kriimmungen
her. Wir beginnen auch hierbei wieder mit dem dualen Biindel.

Proposition 2.5. Fiir die lokalen Darstellungen der Krimmungen der hermiteschen Metrik
h auf F — M sowie der auf dem dualen Vektorbiindel induzierten Metrik h* gilt auf einem
Element U; einer trivialisierenden Uberdeckung die Beziehung

_ t
Ojr = —@jF

Beweis. Wir erhalten diese Gleichung aus Proposition 2.3 durch die Rechnung

jF* ZRP dzj'?‘ /\dz Z &F]F*ag dzj /\dz?: —Z—%T?Fapdz;‘ /\dz?
.p

Z jFpOcB dZ A dZ ?FP'

Fir das Endomorphismenbiindel erhalten wir dagegen folgendes Resultat:

Proposition 2.6. Fir die Krimmungsterme der auf dem Endomorphismenbiindel End(F) —
M zu (F,h) — M induzierten Metrik H gilt auf einem FElement U; einer trivialisierenden
Uberdeckung:

(p1p2)  _ sooppr _ sp1 _

j(o102)ap P27 " F o1 9175 F poafB’

Entsprechend folgt fiir die lokale Matrizdarstellung des Krimmungstensors Qgnq(r):

(p1p2) o o
@j (171202) =9 265}701 — 0g; @J%Pz
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Beweis. Die erste Behauptung ergibt sich mittels Proposition 2.4 aus

(p1p2) (p1p2)  _ TP _ o
R = o) = &(@;rj;m 5;;;5;&,32)

_ P _ o
- 5;22 <_&F];‘Oﬂl) o 5g} ( &F?;a/h) 502R]F(7 a8 6giRj}27'p2aB'

Die zweite folgt unmittelbar aus der ersten:

(p1p2) _ (p1p2) o0 o1 >
@j (0102) z; RJ (o102)af dz A dz z; (6 R]Falozﬁ 05 R]FP af dz A dz
= (5222 ij';“maﬁ dz;)‘ A dz? — 5% Z R%? _dz% A dZ _ 502 o
a,,B CV,B

P1002
JF paaB I iFo1 ~ % GJFPQ

O]

Aus den eben hergeleiteten Formeln gewinnen wir nun die allgemein bekannte Tatsache, dass
die Kriimmung eines Endomorphismenbiindels als Lie-Klammer wirkt. Dazu miissen wir nur
beachten, dass Qp € T' (M, AY! (End(F))) gilt und folglich Qp selbst ein Endomorphismus ist,
so dass wir

[QF, -] €T (M, A" (End(End(F))))
finden. Wir fassen das Ergebnis in folgendem Satz zusammen:

Satz 2.7. Die Krimmung der auf dem Endomorphismenbiindel End(F) — M zu F — M
induzierten Metrik H wirkt als Lie-Klammer auf Schnitte, genauer gilt die Beziehung:

Qpnar) = [QF, -]

Beweis. Sei ¢ € T'(M, A?(End(F))) lokal beziiglich einer trivialisierenden Uberdeckung {U;}
von M beschrieben durch die Formen ¢; = (¢55)a,8. Wir zeigen, dass Qpua(r)(¢) = [Qr, ¢ gilt.
Der Einfachheit halber sei 7 := [Qp, ¢] gesetzt. Dann erhalten wir

_ T 2- T _ T T
5= Or  Aejs— (1)) ¢F AOTps = O5p, Awis—D 95 AOfps

Andererseits definieren wir zur Abkiirzung ¢ := Qgpq(r)(¢) und berechnen unter Verwendung
von Proposition 2.6:

pP1 P1p2 o1 __ 02 (P11 P1 ()02
¢jpz Z@ (o102) Nbjo, = Z (6 @]FUl % @JFP2> s0]!?2

01,02 01,02
_ 02 QP1 P1 Q)02 } : } :
Z 5 eJF 01 JCT2 Z e @Jsz J 02 GJFrn J p2 GJsz J 02
01,02 01,02
2— Form

P P
_Z@]FT/\SO]P2 ZSO ; A OJF p, —77j102-

Also haben wir nachgewiesen, dass ¥ = 7 gilt. O
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2. Holomorphe Vektorbiindel

Als weitere Anwendung der hergeleiteten Formeln notieren wir noch eine Variante der Bianchi-
Identitédt, deren lokale Version wir spéter haufiger einsetzen werden.

Satz 2.8. Sei F' — M ein holomorphes Vektorbiindel und h eine hermitesche Metrik auf F'.
Fiir den Chern-Zusammenhang der auf dem Endomorphismenbiindel End(F) — M induzierten
Metrik H gilt

Dgnacr)(2r) = 0.

Lokal auf einem Element U; einer trivialisierenden Uberdeckung bedeutet diese Gleichung

p (po) n _ R
aaleF canfl + Z joar(nT) Y jF rasB gF oo B + Z J 042(777' jFTOqB
nT

Beweis. Wir zeigen zunichst die erste Gleichung und berechnen auf U; mit Formel (2.12):
(DEnd(F)(QF))j = (d+4 0mna(r)) ©jF = dOjr + OjEnacr) N Oy

Es geniigt also O0;pnq(r) A ©jF = —dOjp zu zeigen. Zu diesem Zweck berechnen wir unter
Verwendung von Proposition 2.4 sowie der Gleichung O;r = df;r + 6, A 0jF aus (2.14):

(58na(r) A Ojr)" Z 0V AT = (Z Fg.’:j&ﬂdz;‘) N0,

n,T @

= Z (Z T o ol > NOT = (Z Rt Mdzg> NOT,

nr \ «a
- Z (Z FJFom ) A G?FU Z GJFT (Z FJT'FdeZ;!>
a
=2 Oiry Ny = DOy NG
" "
Z JFn ( +ZQJFT/\9 > Z(dean+ZG§FTA9JTFn>A9;]FU
= Z jFn N A0p g — Zd (AL Z frn NOlpr NOpg = > 00n Ny A0,
Z iy N0, — Zdaan NOpo
"
Andererseits erhalten wir mit der Formel aus (2.14):
d@JpFU - ddefFU + Z (dean> Z JFn ( JFU)
= (dean> Alpg =D ey A (dH?Fa> :
" n
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Ein Vergleich beider Ergebnisse zeigt die Giiltigkeit der erforderlichen Gleichung, so dass wir
den ersten Teil der Behauptung nachgewiesen haben. Fiir den zweiten Teil nutzen wir (2.15)
sowie erneut (2.12) und erhalten wegen

0= (Dpna(r)(Qr)) ; = (d + Ojmna(r)) Ojr = 00;r + 00058 +0jmna(r) A OjF
=0

die Identitit 0 = 00,F + 0pnq(F) A\ ©;F. Wir berechnen einerseits

P _ 0 o Bl _ p ¥ a B
8(9ng = 8<ZRjFUadej /\dzj> = Z (%Rijdej /\dz]- /\dzj
Oé,,B a,ﬁ,V

1 —
_ o _ o et fo? B
=5 E <8Q1RjF vasF c’)QQRijlB) dz5t N dzg? A dz;

a1,02,8

und andererseits

(ejEl’ld(F A @]F Z e(p /\ @1]7177' = Z <Z ngaam' > A (Z R;?FdeZ;/ A de)
7.8
:Z <ZFJ0¢77‘F jF ﬁ)dz /\dz /\dz

a,Byy

_ 1 (po) n (po) " o N
2 Z <Z Fjo‘l(nT)Rijﬂ B eraQ(nT)RJFTmB dzj" N dz;® A dz

ar,a2,8 \1N,T n,7

so dass aus der Gleichung 0 = 90;F + 0;na(r) A ©jF insgesamt

1
_ =+ o (po) n _ P _ (po) n
0= 21 Z (aO‘leF aazg + Z Fj al(ﬂT)RjF TQ2B 8a2 RjF aalﬁ Z Fj az(nT) RjF Ta15>

ai,02,8 n,T n,7

aq a2 B
dzj /\dzj /\dzj

folgt. Da die Koeffizienten schiefsymmetrisch sind, liefert dies die zweite Behauptung. O

2.3. Determinantenbiindel

In diesem Abschnitt sei 7 : F — M ein holomorphes Vektorbiindel vom Rang r iiber der
komplexen Mannigfaltigkeit M und h sei eine hermitesche Metrik auf F'. Wir wollen das Deter-
minantenbiindel von F' konstruieren und zeigen, dass dieses mit einer von h induzierten Metrik
ausgestattet ist, deren Kriimmung sich leicht durch die von h ausdriicken lidsst. Dazu wéhlen
wir wieder eine offene Uberdeckung {U;} von M durch Koordinatenumgebungen, so dass F'
iiber jeder der offenen Mengen U; trivialisiert werden kann. Das Vektorbiindel F' wird beziiglich
dieser Uberdeckung durch die holomorphen Funktionen fik : Uy N U — GL(r,C) beschrieben
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2. Holomorphe Vektorbiindel

und die hermitesche Metrik h durch die differenzierbaren Funktionen h; : U; — C™". Fiir die
Konstruktion des Determinantenbiindels definieren wir hiervon ausgehend die Funktionen

gjk * U;nU, — C* = GL(l, C), pr— det(fjk(p)) (2.33)

sowie
H;:U; — C™, p —> det(h;(p)). (2.34)

Ohne Miihe rechnet man nach, dass die g;, die erforderlichen Identitéten (2.3) fiir die Tran-
sitionsfunktionen eines holomorphen Vektorbiindels vom Rang 1 auf M erfiillen. Dieses Vek-
torbiindel wird als Determinantenbiindel det(F) — M von F bezeichnet. Auflerdem besitzen
die H; gerade das Transformationsverhalten (2.4) fiir eine hermitesche Metrik auf det(F"). Da-
mit trigt das Determinantenbiindel eine von h induzierte hermitesche Metrik det(h). Um den
Chern-Zusammenhang sowie die Kriimmung dieser Metrik zu berechnen, zeigen wir vorab:

Lemma 2.9. Sei A(t) € GL(n,C) differenzierbar von einem Parameter t abhingig und d ein
Differentialoperator fiir diesen Parameter. Dann gilt die Beziehung

d(det A)|; _
et A(D) =tr ((dA)|¢- A(t)™1).

Beweis. Wir verzichten darauf, die Auswertung an der Stelle ¢ jeweils zu notieren. Zunéchst sei
A = (ajj);; sowie A~ = (a¥); ;. BEsist ((dA)-A™1);; = >, (daix)a*?, d.h. wir haben die Formel

tr((dA) - A7) = (dajp)ad".

j?k
Die a*7 erhalten wir nun mit der Cramerschen Regel. Es ist A1 - ej = (alj, e ,a"j)t, so dass
wir wegen (e;); = 6] berechnen kinnen:
ak = 1 det (al coedbledf a")
det A J
1
= Gev A 2 B0 Oty ()ot) Aottty o Goton
[ n

n
)57
detA > sen(@)dy [T away
oeBy =1
14k

Indem wir beide Formeln kombinieren, erhalten wir

det A-tr((dA)- A7) =det A- Z (daji,)a" = Zdajk Z sgn(o k) Haa(l)l

0'6671 l;&k

=Y sen(o Zdayk‘5 k)HaU(”_ Y sen(o Zd%(k H (Dl
l;ék

ceG, l;tk c€B,
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Andererseits berechnen wir mit Leibniz:

d(det A) =d < Z sgn(o) H%(l)l) = Z sgn(o)d <H a/o'(l)l)

oeGy, =1

= Z sgn(o) Z(dao(k)k) Hacr(l)l'

ceG, k=1 é

Damit ist die behauptete Gleichung nachgewiesen. O

Diese Formel liefert nun unmittelbar die Christoffelsymbole der induzierten Metrik:

Proposition 2.10. Ist h eine hermitesche Metrik auf dem holomorphen Vektorbiindel F — M,
dann folgt fiir die Christoffelsymbole der induzierten Metrik det(h) des Determinantenbiindels
det(F) = M auf einem Element U; einer trivialisierenden Uberdeckung:

1
Fj det(F)al — Z F?Fap’
P

Beweis. Wir berechnen mit (2.34) sowie mit Lemma 2.9:
T qet(ryar = Hj ' Oatlj = det(h;) ™' 0a det(hy) = tr (((%hj) : h}1>
- NRTP T L p
=D D Oahi)ghi” =3 > 0 Oubipr = 3 Tipa,
P pT p

O]

Bevor wir das Hauptresultat iiber den Kriimmungstensor des Determinantenbiindels herleiten
konnen, notieren wir die Beobachtung, dass das Endomorphismenbiindel eines solchen Determi-
nantenbiindels trivial ist. Es gilt also fiir jedes holomorphe Biindel F' — M stets die Gleichung

End(det(F)) = M x C.

Dies ist unmittelbar klar, da das Determinantenbiindel und damit auch End(det(F')) den Rang
1 besitzt und die Transitionsfunktionen letzteren Biindels durch G, = gjirgr; = id gegeben sind.
Die Kriimmung des Determinantenbiindels ist also wegen

Qqer(r) € T (M, A (End(det(F))) =T (M, A (M))

eine (1,1)-Form auf der Mannigfaltigkeit M.

Satz 2.11. Sei F' — M ein holomorphes Vektorbindel auf der komplexen Mannigfaltigkeit M
und h eine hermitesche Metrik auf F' mit Krimmung Qp € T (M, Abl (End(F))) . Dann gilt
fiir die Krimmung Qqeqry € T (M, Abl (M)) der induzierten Metrik det(h) auf dem Determi-
nantenbiindel det(F) — M die Formel

Qger(r) = tr(Qr).
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2. Holomorphe Vektorbiindel

Beweis. Wie zuvor arbeiten wir mit einer offenen Uberdeckung {U;} von M durch Koordinate-
numgebungen, so dass das Biindel I jeweils iiber U; trivialisiert werden kann. In dieser Situation
berechnen wir die lokalen Kriimmungsterme mit Proposition 2.10 und erhalten

Rgldet( )laB &F] det(F)al — <Z F]F aP) - Z ( &FgFap) - Z R;')Fpaﬁ'

P p

Lokal auf U; wird die Kriimmung 2 von F' durch

Ojr = (@?FU),M mit @?FU = ZR?FMde? A dzf
sowie Qdet(F) durch @] det(F) = @jl det(F) 1 mit

JdetF)l Z J det(F) 108 927 Adz Z(ZRpr B) dzj Adz
p

7/3

beschrieben. Geméf (2.26) ist damit die Gleichung Qqey(r) = tr(2r) nachgewiesen. O

2.4. Hodge-Theorie auf hermiteschen, holomorphen
Vektorbiindeln

In diesem Abschnitt geben wir einen kurzen Uberblick iiber die Hodge-Theorie auf hermite-
schen, holomorphen Vektorbiindeln iiber kompakten Kahlermannigfaltigkeiten, da diese Theorie
fiir unsere spéiteren Rechnungen eine herausragende Rolle spielt. Zu diesem Zweck diskutieren
wir vorab die Hodge-Theorie im Falle einer kompakten Kahlermannigfaltigkeit. Wir geben eine
vollstéindige Herleitung der Formeln fiir die zu 0 formal adjungierten Operatoren, miissen fiir die
Beweise der Hauptresultate der Theorie jedoch auf die Literatur [Hu04, Kb87, We07] verweisen.

Sei also (M, g) eine kompakte Kdhlermannigfaltigkeit der komplexen Dimension n. Die Metrik
g werde beziiglich einer lokal endlichen offenen Uberdeckung von M durch Koordinatenumge-
bungen (Uj, z;) lokal durch die Funktionen g; : U; — C™*" beschrieben. Weiter bezeichnen wir
mit w € I' (M, A%! (M)) die Kéhlerform von (M, g), welche lokal auf U; durch

= V1Y g 5det Adz) (2.35)

a7ﬂ
gegeben wird. Entsprechend ist
w™ . w \/7 n 1 T n w
T mit ) j:( —1) lgjldzj Ndz; A ... Nd2f A d2, (2.36)

wobei |g;| die Determinante von g; bezeichnet, die Volumenform von (M, g), welche wir zur
Integration auf der Mannigfaltigkeit verwenden werden.
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Sind nun zwei Differentialformen ¢, € I' (M, AP (M)) gegeben, welche wir lokal auf U;
durch

i = ol Zcpj ooy B g 0% N A dz5" A dszA A dzfq (2.37)
a,f
sowie ) B B
Ui = 1 D Ve B0 N AT A A A dz (2.38)

beschreiben, dann definieren wir eine glatte Funktion (p,v) € I' (M, A (M)) lokal auf U; durch

1 AL Ap! Ba -
(0, ¢)|Uj = p'iq' Z 9) 101 g pongj&m . qﬂqsoj o0 T ,Bqd)ﬂ A oo ApHIT. . Jia- (2.39)
B

Man tiberzeugt sich leicht davon, dass hierdurch eine hermitesche Metrik auf dem Vektorbiindel
der (p, q)-Formen auf M definiert wird. Fiir die Hodge-Theorie nutzen wir aus, dass M kompakt
ist, und definieren ein hermitesches Skalarprodukt auf der Menge I' (M, AP (M)) der (p,q)-

Formen auf M, indem wir

(g, ) = /M(so,w)ﬂ (2.40)

setzen. Wir interessieren uns fiir die zu 9, 0 und d beziiglich dieses Skalarproduktes formal ad-
jungierten Operatoren und betrachten hierzu den Hodge-Stern-Operator, einen A (M )-linearen
Garbenhomomorphismus

s AP9 (M) —s A"9P (M)

welcher durch die Gleichung ¢ A ¥ = (¢,1)) w™/n! eindeutig bestimmt ist. Wegen seiner grofien
Relevanz wollen wir kurz daran erinnern, wie dieser Operator lokal berechnet werden kann.
Sei dazu eine Form ¢ € I' (M, AP (M)) gegeben. Mit A, = (a1,...,p) bezeichnen wir ein
aufsteigend geordnetes p-Tupel von Zahlen 1 < a; < n, d.h. es gilt a1 < as < ... < ag. Ist

ein solches Tupel A, gegeben, dann bezeichnen wir mit A,_, = (ap+1,...,0y) das entspre-
chend komplementire Tupel, d.h. es ist A, U A,—, = {1,...,n}. AuBerdem verwenden wir die
Abkiirzung

dzfp =deft AL AN dZ] (2.41)

sowie analoge Notationen und Abkiirzungen fiir konjugierte Tupel B,. Mit diesen Konventionen
kénnen wir ¢ sowohl durch (2.37) als auch durch

A By
;= Z ©ja, 507" Nzt (2.42)
AI%BCI

notieren, wobei in dieser Darstellung lediglich iiber aufsteigend sortierte Tupel summiert wird
und entsprechend dieselben Koeffizienten wie in (2.37) auftreten. Die vermdge der Metrik g
hochgezogenen schiefsymmetrischen Koeffizienten von ¢ auf U; werden durch

A A
9061 Bpor..aq _ Z Bt | BP pg;ilal_ g;‘q TP M AT 7 (2.43)
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2. Holomorphe Vektorbiindel

gebildet und wir verwenden wieder Abkiirzungen der Gestalt @fqu. Nach [MK71] kénnen wir
mit diesen Notationen ¢ € I' (M, A"~%"~P (M)) lokal auf U; durch

(+¢); = (\/fl)” (_1)%“’” Z sgn(AqAn—q)sen(ByBn_p p)]g]|<p qdz An—a /\d
Aq,Bp
(2.44)
beschreiben. Da fiir unsere Zwecke eine Darstellung mit schiefsymmetrischen Koeffizienten besser
geeignet ist, schreiben wir diese Formel mit Hilfe des Levi-Civita-Symbols

. _Jsen(y1...v) falls y1,..., 7, eine Permutation von {1,...,n} ist (2.45)
Then 0 sonst
in diese Gestalt um und erhalten
1 (o1 Qi — BT Br—
(+p); = ( e— D0 i By A AN AL AT (2.46)

mit den schiefsymmetrischen Koeffizienten (x¢) . gegeben durch

Jal.opn— qﬁl /B

n n(n 1) |g A
( /_1) (_1) +pnp z]' Z Er gt i qgm npﬁl B pgjl 1, ggzp pgjﬂl’}’l . lhﬂqsoj -
VoAb

Mit dem Hodge-Stern-Operator definieren wir nun Garbenhomomorphismen

9%+ APU (M) —s AP~V (M), 9% - AP (M) —s APTH (M), d* : AP (M) — AF1 (M)
(2.47)
durch 9* = — % 0%, 0* = — % 0% sowie d* = — * d*. Man zeigt, dass die dadurch definierten
Operatoren tatséchlich die zu 9, O beziehungsweise d formal adjungierten Operatoren sind, und
erhélt die zugehorigen Laplace-Operatoren

Op : APY (M) — API(M), Oy : AP (M) — AP (M), A: A¥ (M) — A¥ (M) (2.48)

durch Op = 90*+0*9, Og = 09*+0*0 sowie A = dd*+d*d. Die harmonischen Formen beziiglich
des Lz-Operators bezeichnen wir mit

HE(M, g) = {p € (M, A* (M))|Og¢ = 0},
4

HEU(M, g) = {¢ € T (M, AP (M)) | Ogp = 0} . (2.49)

Analog definieren wir die harmonischen Formen HF(M, g) und H%4(M, g) beziiglich des Op-
Operators sowie die harmonischen Formen H* (M, g) und HP4(M, g) beziiglich des A-Operators.
Wir bemerken, dass sich die p-g-Zerlegung I' (U, A% (M)) = @D, =1 I (U, AP (M)) auch ohne
die Kéhlerbedingung an g direkt auf die harmonischen Formen beziiglich [y und Uy iibertrigt:

HE(M, g) @ HE (M, g), HE(M, g) = EB HEU(M, g). (2.50)
p+q=k p+q=k
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Fiir die harmonischen Formen beziiglich A ist hingegen die K&hlerbedingung im Allgemei-
nen erforderlich, damit eine entsprechende p-g-Zerlegung giiltig ist. Tatséchlich folgt aus der
Kahlereigenschaft sogar die viel stérkere Gleichung

A =20y = 20;. (2.51)

Folglich stimmen in diesem Fall die Rdume harmonischer Formen beziiglich der verschiede-
nen Laplace-Operatoren iiberein und wir verwenden der Einfachheit halber als Notation stets
HF(M, g) sowie HP9(M,g). Als Hauptresultat halten wir fest:

Theorem 2.12 (Hodge-Zerlegung). Ist M eine kompakte, komplexe Mannigfaltigkeit und g
eine hermitesche Metrik auf M, dann haben wir folgende Zerlegungen, welche beziiglich des
Skalarproduktes auf T' (M, AP1 (M)) orthogonal sind:

['(M, AP (M)) =0T (M, A"~ (M)) @ HEY (M, g) ® 0* T (M, APTH9 (M),
T (M, AP9(M)) =0T (M, AP* 1 (M)) & HEY(M, g) ® 0* T (M, A9+ (M) .

Ferner sind die komplezen Vektorrdume Hy* (M, g) und ’Hg’q(M,g) endlichdimensional.

Als direkte Konsequenz erhalten wir, dass auf einer solchen Mannigfaltigkeit die Projektion
H2(M, g) — HI(M, QP (M)), (2.52)

welche einer harmonischen (p, ¢)-Form ihre Dolbeault-Kohomologieklasse zuordnet, ein Isomor-
phismus ist.

In unseren spéteren Rechnungen werden wir uns hauptséchlich fiir die harmonischen Formen
beziiglich [J5 interessieren. Dabei wird es besonders niitzlich sein, dass wir mit dem folgenden
Satz eine bequeme Moglichkeit haben, den 9*-Operator auf kompakten Kéhlermannigfaltigkei-
ten lokal zu berechnen. Fiir den Beweis orientieren wir uns an der Herleitung aus [MKT71].

Satz 2.13. Ist (M, g) eine kompakte Kihlermannigfaltigkeit und o € T' (M, AP? (M)) eine (p, q)-
Form, welche lokal beziiglich einer Uberdeckung von M durch Koordinatenumgebungen (Uj, z;)
als

1

. _ . Qp Br B
SOJ_p!q!Z‘pjal...apﬁl..ﬂqdzj Ao Ndz P NdZSE NN A2

a75
geschrieben wird, dann ist der formal adjungierte Operator 0*p € T (M, Apa—t (M)) lokal durch

* _ 1 Nk aq Qp B Bq—1
((9 QD)J = p‘(q—l)'Z/j (3 SD)JalapE,Bq—l dZ] /\/\dZ‘7 /\dZ] /\/\dZ]
Q,

mit den schiefsymmetrischen Koeffizienten

I* _ — _(— pE By —
(8 Sp)jm---apﬁl--ﬂq—l =-(=1 9j vw(pjalmapﬂﬁb-ﬂqfl
By

gegeben.
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2. Holomorphe Vektorbiindel

Beweis. Sei eine (p,q—1)-Form ¢ € T (M, Apa—1 (M)) auf M gegeben. Lokal auf U; wird diese

durch

. aq (07 E 671
) = (q_llzlpm B B A A A A AL Az

beschrieben. Also ist dy € T' (M, AP (M)) lokal gegeben durch

q _
1)P v+1 _ al Qp B1
) = q' Z Z:l 1) %wjal..‘apﬁ..ﬂj..ﬂiq Az AL NS A d A
=) 0,...0pP7. g
und wir kénnen das Produkt (91, ¢) auf U; geméiB (2.39) wie folgt berechnen:
5 _ 1 Aral Apap Biu Baka a e ——
( ¢a§0)}Uj = qu, Z 9; g9 g5 g5 ( ¢)jal,,,apE,,,Fq@j>\1...)\pm...f
B, u
1 5 A a HiB u Hqf3
= Wz(aw)]alapﬁl 6nga1 b P Pg‘.;—"l ' 1 qSOJ Al... p“l---Vq
(03
1 5 at...apf...B
= o 2oy
(0%
Damit berechnen wir das Skalarprodukt mit partieller Integration:
Ak a5 1 5 o7...apP1...3 1 2
(.0%¢) = (9. ¢) :/sz(aw)jalmam ey 2 gglday - - dag™
— V—l—l 9 / at...apBuPi.. ﬁu ﬁq2n 1d 1
( / Q' Z;E:I B Jjot.. apﬁl ,31/ quo ‘g]| wj
« 1%
— (_1)P - ar..apfBrBa-1on| 1.1 3.2n
= ( 1) /M pl(g—1)! Zaawjal---apﬁl Be1¥j ’ 2 ‘gﬂ,dxj dxj
_ (_1)p+1 Zw & @---aipﬁﬁl---ﬁq71| ‘ Qndl'l L den
o (g —1) (g —1)! jar.apBi.Ba19B \ ¥ 9i J J
a1 BBy L
= / ' Z’g{)j o Oép,Bl Bas 12(—1)P+1aﬂ (90?1 apPP1...Pq 1|gj|) 72n|gjldx1 ..
m P 3 1951
Da 1 beliebig war, erhalten wir lokal auf U; die Formel
(a* )al apﬁl ﬂqfl — p—|—1 Z ( al Clpﬁlgl Bq71|g‘7|)
’gj
p+1z< al OépB:BI Bq 1 +ﬁ(8ﬁ’ J|) 011 apﬁﬁl Bql) .
9j
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S dr2n

. dr2n
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Als néchstes berechnen wir:

ay...apBpi...0 at...apBpP1...5 ai...apYB1...Bg—
A M
B

at...apBB1.-Bu—17Bu+1--Bg—1
+ ZZFJB’Y ®j T
v=1 By

Da eine K&hlermannigfaltigkeit vorliegt, ist jeweils I‘f Gy = Ffﬁyﬁ. Andererseits sind die Koeffi-
zienten von ¢; in der dritten Summe jeweils schiefsymmetrisch in den Indizes v und 3, so dass
die dritte Summe insgesamt verschwindet. Wir erhalten also die Gleichung

aq...apBpi...0 ai...apBp...0 at...apyPi...0q—
Wi A T T S
B

Es geniigt nun, die Identitit 4 I’f 5y |g 10y |gj| nachzuweisen, denn damit folgt aus (2.53)
J

1. @B By 1.5 861 B 1 a1 @B B
Z vﬁ(p?l apBP1Bg—1 _ Z 8ﬂ¢§z1 apBP1..-Bg-1 + Z m (87 ‘ng @;}1 apYP1---Bg-1
B B v

_Z( O61 apﬁﬁl Bq—1+
g

(85 ‘QJD at...apff.. ﬁq—1> :(_1)p+1(6*(p)@---07p,31---5q—1
A

J

so dass wir schliellich, indem wir ausnutzen, dass die kovariante Ableitung mit dem Hoch- und

Runterziehen von Indizes kommutiert und dass stets nyg = 0 gilt, erhalten:

_1\Pt+1l(5* o B
( 1) (a Sa)jal...apﬁl,..ﬁq_l - zﬁ:vﬂ(pjal...ap&...ﬁq1

_ E : By _E : By
- Z v’y g] 80‘7 alu-ap/BﬁL-qu—l - g] VFYSO] al-napﬁﬁlmﬁq—l :
v g

Zum Nachweis der erforderlichen Gleichung berechnen wir vorab die Ableitung der Determinan-
tenfunktion C"*" — C in eine Koordinatenrichtung:

Jdet 0 —
9 Da <Z Sgn(ff)za<1)1~--za(n)n> = D sen(0)zn () Lo
Zij 0z

oeGy, eGp
o(4)=i

Der Ausdruck, der sich bei dieser Rechnung ergeben hat, ist selbst eine Determinantenfunktion
fiir Matrizen, deren j-te Spalte den i-ten Einheitsvektor enthélt. Indem wir diese Funktion
eingeschriankt auf die offene Menge GL(n,C) C C™*™ durch die Determinante dividieren, sehen
wir mit der Cramerschen Regel, dass fiir jede Matrix A € GL(n, C) stets gilt:

0 det
Gzij

(A) = det(A) - a’’. (2.54)
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2. Holomorphe Vektorbiindel

Damit berechnen wir, indem wir erneut ausnutzen, dass (M, g) eine Kédhlermannigfaltigkeit ist

3det 895
ol = 0rdetlap) = 32500 T3 = Sl Dsgiom = ol 20 = ool S
v B B

womit schliefilich auch die Gleichung } 4 I‘f gy = |g] 8 |gj| nachgewiesen ist. O

Sei nun 7 : ' — M ein holomorphes Vektorbiindel vom Rang r auf der kompakten Kéhler-
mannigfaltigkeit (M, g) und h eine hermitesche Metrik auf F'. Von der lokal endlichen offenen
Uberdeckung von M durch Koordinatenumgebungen (U j, 2;) erwarten wir von nun an zusétzlich,
dass F' jeweils {iber U; trivialisiert werden kann. Wie iiblich bezeichnen wir die entsprechenden
Transitionsfunktionen von F' mit fj, : U; N Uy — GL(r,C) und die Metrik h beschreiben wir
lokal durch Funktionen hj; : U; — C"*". Sind nun zwei biindelwertige (p,q)-Formen ¢, €
I' (M, AP (F')) gegeben, welche wir lokal auf U; durch ¢; = (gojl-, -+, 9h)" beziehungsweise 1; =
(..., ¥5)" mit

1 _
P~ l ay Qp B1 Bq
¥ = gl Z @i al...apE...quzj N NdziP N2 N LA Az

respektive
E O11 ap E E

beschreiben, dann definieren wir eine glatte Funktion (p,v) € I' (M, A (M)) lokal auf U; durch

(0 )|y, = Z hy (e, v, (2.55)

,,U,

wobei wir auf die frithere Definition (2.39) im Mannigfaltigkeitsfall zuriickgegriffen haben. Wegen
der Kompaktheit von M erhalten wir erneut ein hermitesches Skalarprodukt auf dem Raum
I'(M, AP?(F)), indem wir wie zuvor

(p, ) = /M(w, w% (2.56)

definieren. Wir interessieren uns im Wesentlichen fiir die Hodge-Theorie des 0-Operators auf F
und wollen zunéichst den formal adjungierten Operator beschreiben. Zu diesem Zweck halten
wir fest, dass sich der Hodge-Stern-Operator x von (M, g) zu einem A (M )-linearen Garbenho-
momorphismus

w1 APT(F) —5 A9"P (F) (2.57)

fortsetzt. Zerlegen wir den Chern-Zusammenhang D der hermiteschen Metrik h auf F' wie zuvor
entlang der p-¢g-Zerlegung in D = D’ + D", dann erhalten wir insbesondere folgenden Garben-
homomorphismus:

D' AP (F) — APTLO(F).
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Bekanntlich ist nun der zu 0 beziiglich des eben erklirten Skalarproduktes formal adjungierte
Operator durch B )
" AP (F) — APTH(F) mit 0% = — x D'x (2.58)

gegeben, wobei wir festhalten, dass diese Abbildung sowohl von g als auch von A abhéingt. Mit
Op : AP (F) — AP (F), Og = 00* + 0*0 (2.59)

erhalten wir erneut den zugehorigen Laplace-Operator und entsprechend bezeichnen wir die
harmonischen Formen mit Werten im Vektorbiindel F' mit

HM(M, F,h) = {p € T(M, A" (F)) | Ogp = 0},

HPI(M, F,h) = {p € T (M, AP (F)) | Ozp = 0}. (2.60)

Mit diesen Begriffen iibertrégt sich die Hodge-Zerlegung aus Theorem 2.12 in folgender Gestalt
auf den Fall von holomorphen Vektorbiindeln:

Theorem 2.14 (Hodge-Zerlegung). Ist M eine kompakte, komplexe Mannigfaltigkeit mit her-
mitescher Metrik g und w : F© — M ein holomorphes Vektorbiindel mit hermitescher Metrik
h, dann haben wir folgende Zerlegung, welche beziiglich des Skalarproduktes auf T' (M, AP (F'))
orthogonal ist:

['(M, AP (F)) =0T (M, AP7 1 (F)) & HPY(M, F,h) & 0* T (M, A7 (F)).
Ferner ist der komplexe Vektorraum HP4(M, F, h) endlichdimensional.
Wir erhalten analog zum Mannigfaltigkeitsfall wieder einen Isomorphismus
HPA(M, F,h) — HI(M,QF (F)), (2.61)

indem wir eine harmonische (p, ¢)-Form mit Werten im Biindel F' auf ihre Dolbeault-Kohomolo-
gicklasse abbilden. Des Weiteren notieren wir, dass es eine orthogonale Projektion

H:T (M, AP (F)) — HPYM,F,h) (2.62)
gibt, welche wir als harmonische Projektion bezeichnen, sowie einen Green-Operator
G:T(M,A”1(F)) — T (M, AP (F)), (2.63)
welcher eindeutig durch folgende Eigenschaften bestimmt ist:
(i) Der Green-Operator verschwindet auf den harmonischen Formen: G|, (v, Fn) =0

(ii) Der Green-Operator G kommutiert sowohl mit dem Ableitungsoperator 0 als auch mit
dessen formal adjungiertem Operator 0*.

(iii) Die harmonische Projektion und der Green-Operator geniigen fiir alle Differentialformen
aus I' (M, AP4 (F)) der Identitdt H + Oz 0 G = id.
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2. Holomorphe Vektorbiindel

Abschlielend leiten wir in Analogie zum Mannigfaltigkeitsfall aus Satz 2.13 fiir die Situation
eines holomorphen Vektorbiindels auf einer kompakten Kahlermannigfaltigkeit die fiir unsere
spiteren Rechnungen besonders wichtige lokale Formel zur Berechnung des 9*-Operators her.
Wir weisen darauf hin, dass auch in diesem Beweis wesentlich von der Kéhlerbedingung Gebrauch
gemacht wird.

Satz 2.15. Sei (M,g) eine kompakte Kdihlermannigfaltigkeit, = : F' — M ein holomorphes
Vektorbiindel vom Rang r mit hermitescher Metrik h und ¢ € T' (M, A4 (F)) eine (p,q)-Form,
welche lokal beziiglich einer lokal endlichen offenen Uberdeckung von M durch Koordinatenum-

gebungen (Uj, z;), iber denen F trivialisiert werden kann, als pj = (gpjl-, i)t mit
1 _ _
I = l . dx™ A Op B1 Bq
;= lg Zﬁ P} ar.apBr.. B dz; S NdzT NdZS N LN dz
Q,

geschrieben wird. Dann sind die schiefsymmetrischen Koeffizienten von 0% € T (M, APl (F))
aus der lokalen Darstellung (9%¢); = ((5*(,0)}, ceey (5*¢)§)t iiber U; mit

%\ o1 @ By Ba—1
(0%¢); q—1'z jal . ,Bq_1dzj Ao NdzP NN A dzt

gegeben durch

%\l _
(8 S&)j011~~~01pE--~/3’q—1 - Z ( Jal apBBi...Be—1 + ZFJF'YVSOJ a1...apBp.. 5q—1> ’

Beweis. Wir orientieren uns erneut an [MK71] und wihlen daher zunéchst eine beliebige Form
Y € T'(M, AP (F)). Auf den U; definieren wir durch 7; = ol )\ﬁw? A *gTé‘ Schnitte
7, € T (U, A»"~1 (M), welche zu einer globalen (n,n—1)-Form 7 € T' (M, A»"~! (M)) Anlass
geben. Es ist also dr eine (n,n)-Form, welche wir integrieren kénnen. Wir berechnen lokal

7); = o hia (903) Ay + (F1PH ST 03 AD (v )
Al

A
= hja (51@, wf) (f:) S (EDPREY U AD (hjm * 907)
A J A

und erhalten hieraus mit dem Satz von Stokes aus Gradgriinden die Gleichung

0= [ ar=[ +d)r=[ or=[ o2 e [ 030t ).

Wir haben also folgendes Zwischenresultat fiir die beliebige (p,q — 1)-Form ¢ gezeigt:

(0.0°9) = (0.0 = [ (@005 = ~(-1prt [ > 7 (e )
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Nun rechnen wir weiter unter Ausnutzung, dass * ein reeller Operator ist, und indem wir eine

Identitét ergénzen:

VPSS (g ) = (1P Y0 00 (b 50 )

)\,,LL )\,/J,

PP (thhrza(%w*@?))
hY T,V H
DPFY T By A <Z 5320 (b >>
T ©

v

Als nichstes wollen wir einen *x-Operator erginzen und iiberlegen uns zu diesem Zweck, dass
die gequerte Form in obigem Term insgesamt eine (n —p,n — ¢+ 1)-Form ist. Damit kénnen wir

weiter umformen:

= (SDPFE Yy A (Z 5 320 (s @5‘)>
T 1

AV

7(71)P+q—1+n—p+n—q+1 Z h; )Jw]).‘ A * (* Z hj.” Z 0 <hj L7 * go?))
o

AV T

:Zhj)\l,w])-‘/\*<—2h§l’2*3<hjm*cp?)).
T I

W%

Da wir nun fiir alle (p,q — 1)-Fomen v die Gleichung

(¥.0%) / Zh”” A*( ZhT”Z*a(”T*%))
nachgewiesen haben, folgt lokal auf Uj:

(5*(,0); = — Z h]f” Z *0 (hj,ﬁ * gpg) =— Z h?” Z * <(6h]~,ﬁ) A *Lpg + hj 70 * gpg)
T n T n

:—Zh?Zhj,ﬁ*a*cpy—Zh?Z*((8hju;)A*gog)
T w T w
:_*aw;.—Zhj”Z <<Za hj dz )/\*gpj).

Wir behaupten, dass es damit geniigt, fiir eine beliebige (p, ¢)-Form

: — 2™ A a B B
5‘7 pqlzé-JOCl Oépﬂl dZ /\dZ]p/\dZ] /\/\dZ]q
o,
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2. Holomorphe Vektorbiindel

sowie beliebige Funktionen c, auf U; die Gleichung

Y a Bq—1
* ((andzj> M@) = (-1 q—l 'Z (Z & ..oy 7B Bq1> dzit AL A d2

nachzuweisen, denn dann folgt mit Satz 2.13 iiber 0* auf Mannigfaltigkeiten die Behauptung:

ax \V _ [ Wp a1 Bg—1
(8 (p)j_ (-1 q_llzﬁz Ve Pjan...ap7Br.. 5q—1dzj /\"'/\dzj
B 7P
TU P a Bq—1
- .z(zh DI EE Y
fovp
—— - TV . .
- ( q _ 1 l Zﬁ; < jal...apﬁﬁl..ﬂqfl + ;Ehﬂ aph] “T(’Djal...ap'yﬁ1...,8q1)

dzj“ A NdZSP Adz[?l /\...Adzfq‘1

o

o,B P

(e% (& E 5 —1
dzjl/\.../\dzj”/\dzj /\.../\dzjq .
Den Nachweis obiger Gleichung tragen wir mit folgendem Lemma gesondert nach. O

Lemma 2.16. Es sei (M,g) eine kompakte Kihlermannigfaltigkeit und auf einer Koordinate-
numgebung (Uj, zj) von M seien Formen

p= ol Z Par..apBr..B —dzo‘1 A dz;»lp A dzf1 A A dzfq sowie ) = Zwadz;?‘
a,f «

gegeben. Dann gilt die Gleichung

Bat
(P Axp) = (—1 G- 1) ST (Zg]“%soal 7B B 1) A28 AL A A AL A
o,

Beweis. Zunéchst haben wir fiir @ die lokale Gestalt

_ . (e} An—q E Brn—p
*p = (n_q |Z Oonom B B 7 A NN AL N,

wobei die schiefsymmetrischen Koeffizienten geméf (2.46) gerade durch

n nn=1) | g5 A
(\/—1) (—=1)" = +pinZI! Z €. n— o B pg;ﬂ 1 ,.g] Pgéu"/l. gglq’quo)\lmqu
VA
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gegeben sind. Damit berechnen wir

n—q+1

— V+1 _
w /\ *80 - ( q + 1 n p ' Z Z /lpa”(*So)al~--a;~-~an—q+1ﬁ1~-~ﬁn7p

a, v=1

A28 AL AT dzfl AA dzf”*”.

Mit 7 = ¥ A *¢ erhalten wir also fiir die schiefsymmetrischen Koeffizienten von 7

n—q+1
_ _ / n n<n 1 +pn ’gj‘ v+1
Ta1...ocn7q+1,31...,8n7p - ( _1) (_1) ! q| Z (_1) wﬂéu'
v=1
A g
Z 5'}/1...'yqo¢1...&,\,...an_q_._lEm.‘.ﬁﬂnﬂn pg;71 e 'g] ggll’h : gjq q@Al...Apm...ﬁq-

VA

Mit dieser Vorbereitung kénnen wir 7 = %(1) A %) ausrechnen. Zunéchst ist

1 a a g
- - 1 P b1 Bg—1
*T = (g1 E (>|<7')0£1m%r6,1 Bao g4z A ANdz T N dz N L N dz
und fiir die schiefsymmetrischen Koeffizienten finden wir:
no o\ meD 951
o +n(n—q+1) J
(*7) = (\/—1) (—=1) = E
Oq...ap,Bl...Bq_l n — 1 n — |
(n—gq+Dln—p) =
o 91w1 9n—q+1wn—q+1 X171 Xn—pTn—p o
T Tnpel L 0, 1B By 1Y Y i Y Twr.wn—q+1X1-Xn—p
n n(n—1) _ lg;l n nn=1) , - |g;l
_ — _ +n(n—q+1) J — o +pn 1931
= =D e ) Yy
n—gq I(n —p)! plq!
n—q+1
01w1 . On—q+1Wn—q+1 X171 ... Xn—pTn—p _1\v+1,
Z €T Tnpon..0p; .0, q+181...Bq— 195 J 9; J Z ( 1)
7,0,w,Xx v=1
. AL MpAp IV Mq“/q o
E: Eyp gt @ wn— g1 ST TpXT - Xn—p95 95 Y95 PALApHT - g
VA

Wir nennen den Vorfaktor R und nutzen aus, dass wir mit ez 7.
eine Determinante |g;| ™

xn—p bis auf eine Permutation
in obigem Ausdruck erhalten, um diesen zu vereinfachen:

n—q+1
910.)1 . 9n—q+lwn—q+1 o I/+1‘
|g ’ Zsﬁ Tn—pa1..0pEQ; G, a+181-..Bg— 9j 9j Z ( 1)
J 7,0,w v=1
_— H1vL | #q’Yq o
‘¢wy E 1oYWt @t — g1 EAL ApTL T p G PN ApBT-- g

VoA

Das bei dieser Umformung neu entstandene Levi-Civita-Symbol permutieren wir nun, so dass wir
es in Verbindung mit dem bereits vorhandenen €7, . 7, a;...a, dazu nutzen koénnen, die Indizes A
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2. Holomorphe Vektorbiindel

mit den « zu identifizieren. Dies liefert einen zusétzlichen Faktor p! und vereinfacht den Ausdruck
weiter zu

p' _ T n—q+1
£ 1yp(n—p) E o brw1 . On—griwn—qt1 2 : 1yl
R’g‘ ( 1) 67—1"'T"*pal"‘ap€91~-~9n—q+151-..ﬁqflgj g] ( 1)
J Tve’w v=1
E _ Bivt . HaVq o
’ ww” 8')/1-~~'Yq"-)1-~-W1/--~Wn—q+157—1~~-7—7L7;130‘1~~~Cngj g] (Poq...ap,ul..wuq-

Tk

Die beiden doppelten Levi-Civita-Symbole kénnen nun wegfallen, wodurch auch die Summation
iiber 7 unnétig wird, was einen weiteren Faktor (n — p)! ergibt:

R(n —p)'p! (—1)P(=P) Z n_zqfl(_l)uﬂg o _ '
;] 01...0n—q+1B1...Bg—1 V1 VqW1-- Wy -Wn—q+1
J 0w,y v=1
01w1 On—q+1Wn—q+1 fIm1 FiqVq o
"9 9 g; g Y, P ...apit...Tig-
Wir isolieren 6, und erhalten
Rw(_l)p(n—p) Y nflg _ _ .
. 0,01...0,..0,_ wBg—1 gL Wy Wn—gtl
|91 b o 1 q+1B1---Bg—1
S — —
0wy, O1wi 0wy n—q+1Wn—qg+1 171 HqYq
95 9, Y g5 g; 9 Yw, Pay...apir.. Tig-

Nun benennen wir 6, und w, um und lassen die Summe iiber v fort, so dass folgt:

(n —p)'p! _
R4| N (_1)17(” P)(n —q+1) Z €50y B aBr B 1 EN g1 Ong”
97 0,0, 1,050

po 01 On—qwn—q [T Tig
5agj1w1 g, qw qgéfwl .. 'g?qulba@al...apm...ﬁq-
Das Levi-Civita-Symbol €4, .y, ...w,_, €rgibt nach einer Permutation erneut eine Determinante
und indem wir auch das verbleibende Levi-Civita-Symbol permutieren, erhalten wir
RM(_l)p(n—p)(_1)n—q(_1)q(n—Q)w.

|91 |91

. E _ _ _ po .
O g Ba 1 Or gyt %) VoPe i iy
0,p,p,0

Die verbliebenen Levi-Civita-Symbole nutzen wir noch einmal zur Identifikation der p:

(n —p)'p! p(n—p) n—q q(n—q) (n—q+1)lq! po
PO
Rechnet man noch den entstandenen Vorfaktor aus, so ergibt sich gerade (—1)P. O
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2.5. Stabilitdt und Hermite-Einstein-Metriken

Wir fixieren eine kompakte, komplexe Mannigfaltigkeit X. Mochte man alle holomorphen Vek-
torbiindel auf X bis auf Isomorphie klassifizieren, so stellt man zunéchst fest, dass es wie im
klassischen Fall der Klassifikation Riemannscher Flichen in der Teichmiillertheorie holomorphe
Familien von Vektorbiindeln gibt, d.h. Familien in denen die einzelnen Biindel holomorph von
einem Parameter abhédngen. Um dies zu prézisieren definieren wir:

Definition 2.17. Ist X eine kompakte, komplexe Mannigfaltigkeit, dann verstehen wir unter
einer Familie holomorpher Vektorbiindel auf X, parametrisiert durch einen komplexen Raum
S, ein holomorphes Vektorbiindel F© — X x S. Fiir jeden Punkt s € S ist dann der Pullback
Fs := (tF von F unter der Abbildung ¢s : X — X x S, welche x € X auf (z,s) abbildet, ein
holomorphes Vektorbiindel auf X, die Faser Fs iiber dem Punkt s.

Die Menge aller Isomorphieklassen holomorpher Vektorbiindel auf X sei von nun an mit M
bezeichnet. Die Existenz holomorpher Familien zeigt, dass die Untersuchung dieser Menge M
auf ein Modulproblem fiihrt: Die Menge M muss mit einer geeigneten Struktur, beispielsweise
der eines komplexen Raums, ausgestattet werden, so dass die Struktur von Familien holomorpher
Vektorbiindel in einem geeigneten Sinne beriicksichtigt wird.

Dazu wollen wir zunichst kurz daran erinnern, wie das entsprechende Modulproblem for-
muliert werden muss (vergleiche [Ne78] fiir einen Uberblick). Ist ein Morphismus f : S’ — S
komplexer Riume gegeben, dann definiert man die induzierte Familie f*F, welche durch S’ para-
metrisiert wird, als Pullback von F unter (idx x f). Um nun ein wohlformuliertes Modulproblem
zu erhalten, ist nur noch die Definition einer Aquivalenzrelation fiir Familien erforderlich. Diese
ist so zu wihlen, dass die Vektorbiindelisomorphie, welche die betrachtete Aquivalenzrelation
auf den einzelnen Vektorbiindeln ist, wiedergewonnen wird, sobald ein einelementiger Parame-
terraum vorliegt. Man erklart fiir einen gegebenen komplexen Raum S zwei holomorphe Familien
Fi = X x Sund Fy, — X x S als dquivalent, falls fiir irgendein holomorphes Geradenbiindel
E — S die Isomorphie

Fi ~ Fy @ ps(E) (2.64)

im Sinne von Vektorbiindeln iiber X x .S gilt, wobei pg : X x.§ — S die Projektion auf den zweiten
Faktor ist. Wir erinnern an dieser Stelle kurz daran, warum die naheliegende Aquivalenzrelation
der Isomorphie von F; und F5 als Vektorbiindel iiber X x S ungeeignet ist und betrachten den
diesem Modulproblem zugeordneten kontravarianten Familienfunktor F der Kategorie der kom-
plexen Rdume in die Kategorie der Mengen, welcher einem komplexen Raum S die Menge F(5)
der Aquivalenzklassen von Familien parametrisiert durch S zuordnet und einem Morphismus
f 8" — S den Pullback [(idx x f)*]. Nehmen wir an, M wiire in diesem Fall mit der Struk-
tur eines komplexen Raums ausgestattet ein feiner Modulraum zum vorgelegten Modulproblem.
Dann wére die natiirliche Transformation ® : 7 — Hom( -, M), welche wir erhalten, indem wir
fiir einen komplexen Raum S einer Aquivalenzklasse [F — X x S] von Familien den Morphismus

VFoxxs) 9 = M, VF—xxs)(s) = [Fs] (2.65)

zuordnen, ein Isomorphismus von Funktoren. Insbesondere wiren also die Abbildungen [F' —
X xS — V[F—xxs) bijektiv. Wihlen wir jedoch einen komplexen Raum S mit einem nicht-
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2. Holomorphe Vektorbiindel

trivialen holomorphen Geradenbiindel £ — S und betrachten eine Familie FF — X x S, dann
kénnen wir die offenbar nicht dquivalente Familie F'® p§(E) — X x S bilden. Da aber offenbar
fiir jeden Punkt s € S ein Isomorphismus

Fy~ (F®ops(E)),

vorliegt, folgt fiir die induzierten Morphismen v(p_, xx 5] = VIFeps(E)—X xS], Was der Bijektivitdt
widerspricht.

Um das eben formulierte Modulproblem zu l6sen, muss man zunéchst diskrete Invarianten
wie etwa den Rang r und den Grad d der betrachteten Vektorbiindel festhalten. Man betrachtet
also die Teilmengen M, 4 C M der Isomorphieklassen von Vektorbiindeln mit festem Rang r
und Grad d. In der einfachsten Situation ist das Modulproblem dann lésbar:

Theorem 2.18. Sei X eine kompakte Riemannsche Fldche. Dann besitzt das Modulproblem
fiir die Isomorphieklassen My o von holomorphen Geradenbiindeln vom Grad 0 eine Lisung in
Form eines feinen Modulraums. Dieser ist durch die Jacobische Varietit J(X) gegeben, ein X
zugeordneter, g-dimensionaler komplexer Torus, wobei g das Geschlecht von X bezeichne.

Einen Beweis dieses klassischen Resultats findet der Leser beispielsweise in [Bal0]. Die Situa-
tion ist bekanntlich bereits fiir Vektorbiindel vom Rang 2 oder wenn X eine kompakte, komplexe
Mannigfaltigkeit einer Dimension grofler als 1 ist viel schlechter. Eine Moglichkeit das Modul-
problem dennoch zu l6sen besteht darin, die betrachtete Klasse der Objekte zu verkleinern, d.h.
im vorliegenden Fall nicht mehr alle holomorphen Vektorbiindel aus M, 4 zu betrachten, son-
dern nur noch solche, die bestimmte zusétzliche Eigenschaften besitzen, so dass unerwiinschte
Extremfille ausgeschlossen werden. Eine solche Eigenschaft ist das Stabilitdtskonzept nach
Mumford-Takemoto aus der geometrischen Invariantentheorie, welches wir fiir unsere Situation
kurz wiederholen wollen (fiir ein tieferes Verstédndnis sei auf [MFK94] verwiesen).

Es sei dazu (X, g) eine kompakte Kéhlermannigfaltigkeit der Dimension n. Bekanntlich kénnen
die holomorphen Vektorbiindel auf X mit den beziiglich der Strukturgarbe Ox von X lokal freien
Garben auf X identifiziert werden, wobei eine Garbe F von Ox-Moduln iiber X lokal frei ist,
wenn es fiir jeden Punkt z € X eine Umgebung U um « und eine exakte Sequenz

0— 0%, — Fly —0 (2.66)

v

gibt, d.h. wenn F lokal auf U isomorph zu der freien Garbe O%‘U ist. Als Verallgemeinerung
dieses Konzeptes nennt man eine Garbe F von Ox-Moduln iiber X kohérent, wenn es fiir jeden
Punkt z € X eine Umgebung U um x und eine exakte Sequenz

or|,, — 0%

— Fly — 0 (2.67)

v v

gibt. Ist nun F eine kohérente Garbe auf X, so zeigt man, dass die Menge
Sy ={x € X |F, ist nicht frei} C X (2.68)

eine abgeschlossene, analytische Teilmenge von X einer Dimension < n — 1 ist (wegen eines
Beweises siehe beispielsweise [Sc64]). Entsprechend ist die Garbe F auflerhalb der Menge Sr
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lokal frei, wodurch es moglich wird, den Begriff des Rangs eines Vektorbiindels wie folgt zu
verallgemeinern:

rk(F) :=rk(F;) fiir irgendein z € X \ Sr. (2.69)

Ist ferner jeder Halm F, von F torsionsfrei, dann nennen wir die Garbe F torsionsfrei. Zu jeder
kohérenten Garbe kann als Verallgemeinerung des Determinantenbiindels eines Vektorbiindels
ein Geradenbiindel det(F) — X konstruiert werden und falls F torsionsfrei ist, gilt konkret
(vergleiche [Kb87])

kok

rk(F
det(F) = </\ ( )}“> : (2.70)
Auf diese Weise kénnen wir fiir jede kohérente Garbe die erste Chern-Klasse ¢;(F) vermoge
c1(F) :== c1(det(F)) (2.71)

erkldren. Bezeichnen wir die Kéhlerform von (X, g) mit w € I' (X, A% (X)), dann kénnen wir
mit diesem Begriff ferner den Grad einer torsionsfreien, kohérenten Garbe F auf X durch

deg(F) ::/Xcl(]:)/\w"_1 (2.72)

definieren. Auflerdem erklidren wir den Slope von F durch

W(F) = iig((;))

(2.73)

Mit diesen Vorbereitungen erhalten wir den Stabilitdtsbegriff nach Mumford-Takemoto wie folgt:

Definition 2.19. Sei F eine torsionsfreie, kohdrente Garbe auf der kompakten Kéhlermannig-
faltigkeit (X, g).

(i) F heiit semistabil, falls fiir jede kohirente Untergarbe F' von F mit 0 < rk(F’) gilt:
pF") < p(F).

(ii) F heifit stabil, falls F semistabil ist und fiir jede kohérente Untergarbe F’ von F, welche
0 < rk(F') < rk(F) erfiillt, gilt:
W(F') < p(F).

(iii) Ein holomorphes Vektorbiindel £ — X heifit semistabil beziehungsweise stabil, falls die
zugehorige lokal freie Garbe O (E) semistabil beziehungsweise stabil ist.

Diese Begriffe ermoglichen es uns, folgendes allgemeine Resultat iiber die Existenz einer
Losung zu dem Modulproblem der stabilen Vektorbiindel zu zitieren:

Theorem 2.20. Ist (X,g) eine kompakte Kdihlermannigfaltigkeit und E — X ein festes diffe-
renzierbares, komplexes Vektorbiindel, dann gibt es in der Kategorie der komplexen Rdume einen
groben Modulraum M3 (E) fiir das Modulproblem der stabilen Vektorbiindel, welche E — X als
unterliegendes differenzierbares Biindel besitzen.
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2. Holomorphe Vektorbiindel

Wegen eines Beweises dieser Aussage sei auf [Mi89, FS87, LT95] verwiesen. Um die Existenz
einer Losung des Modulproblems zu erhalten, wurde also der unterliegende topologische Typ
der betrachteten Vektorbiindel fixiert und die Menge der zu klassifizierenden Vektorbiindel auf
die beziiglich (X, g) stabilen Biindel eingeschrinkt.

Der Stabilitatsbegriff nach Mumford-Takemoto ist ein rein algebraischer Begriff und es liegt
daher nahe, nach einer analytischen Charakterisierung zu fragen. Als Verallgemeinerung von
Kihler-Einstein-Metriken hat S. Kobayashi in [Kb80] den Begriff einer Hermite-Einstein-Metrik
in einem beliebigen holomorphen Vektorbiindel eingefiihrt:

Definition 2.21. Sei £ — X ein holomorphes Vektorbiindel mit hermitescher Metrik A auf der
kompakten Kéhlermannigfaltigkeit (X, g) und bezeichne Q € T (X, A"! (End(E))) die Kriim-
mung von A.

(i) Die mittlere Krimmung R € I' (X, A% (End(E))) der Metrik h auf E ist gegeben durch
R = v —1A,0.

(ii) Das hermitesche Vektorbiindel (E, h) geniigt der schwachen FEinstein-Bedingung, falls fiir
eine reelle Funktion ¢ : X — R gilt:

R =ypidg.

(iii) Das hermitesche Vektorbiindel (E, h) geniigt der Einstein-Bedingung, falls es der schwa-
chen Einstein-Bedingung mit einer auf X konstanten Funktion ¢ geniigt. In diesem Fall
heifit (E,h) Hermite-Finstein-Vektorbindel und k := ¢ € R die Hermite-Einstein-Kon-
stante des Biindels. Auflerdem nennt man ein solches h auch Hermite-Einstein-Metrik.

Der Begriff der Hermite-Einstein-Metrik ist offenbar rein analytisch und als einen ersten Bezug
zwischen Stabilitét und Einstein-Bedingung zitieren wir:

Theorem 2.22. Sei E — X ein holomorphes Vektorbiindel auf der kompakten Kdhlermannig-
faltigkeit (X, g) und h eine Hermite-FEinstein-Metrik in E mit der Hermite-Einstein-Konstante
k. Dann ist E semistabil und es gibt eine beziiglich h orthogonale direkte Summenzerlegung

E=FE®...0LE

in stabile Vektorbiindel E; — X, so dass die von h auf den Ej; induzierten Metriken h; jeweils
Hermite-Einstein-Metriken mit derselben Hermite-Einstein-Konstante k sind.

Fiir Hintergriinde sowie Beweise dieses Resultats sei auf [Kb82, Lue83, Kb87] verwiesen. Um
die Zerlegung in mehrere direkte Summanden stabiler Biindel zu verhindern, so dass unmit-
telbar die Stabilitdt des Ausgangsbiindels gefolgert werden kann, geniigt es, vom betrachteten
Vektorbiindel die Irreduzibilitdt oder, was in diesem Zusammenhang gleichbedeutend ist, die
Einfachheit zu fordern:

Definition 2.23. Sei F — X ein holomorphes Vektorbiindel auf der kompakten Kéhlermannig-
faltigkeit (X, ¢). Dann heifit E einfach, falls jeder Garbenhomomorphismus f : O (E) — O (E)
ein skalares Vielfaches der Identitét ist, d.h. wenn I' (X, O (End(F))) = C -idg gilt.

44



Wir erhalten damit, dass jedes einfache Hermite-Einstein-Vektorbiindel (E,h) — X auf ei-
ner kompakten Kdhlermannigfaltigkeit (X, g) stabil ist. Umgekehrt sind stabile Vektorbiindel
bekanntlich einfach. Dass in stabilen Vektorbiindeln auch stets Hermite-Einstein-Metriken exis-
tieren ist ein berithmtes Resultat, welches im allgemeinen Fall erstmals in [LY87] bewiesen wurde.
Zusammenfassend gilt also folgendes Theorem:

Theorem 2.24. Sei (X, g) eine kompakte Kihlermannigfaltigkeit und E — X ein holomorphes
Vektorbiindel. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Das Vektorbindel E ist stabil.
(ii) Das Vektorbindel E ist einfach und es gibt eine Hermite-Einstein-Metrik h in E.

Da auch die auf den Modulrdumen der Hermite-Einstein-Vektorbiindel und der stabilen Vek-
torbiindel existierenden Strukturen komplexer Rdume nach der Kobayashi-Hitchin-Korrespon-
denz iibereinstimmen (siehe [LT95] wegen Details), kann der Modulraum der stabilen Vek-
torbiindel lokal mit Familien von Hermite-Einstein-Vektorbiindeln untersucht werden. In der
vorliegenden Arbeit wihlen wir diesen Ansatz und halten aus diesem Grund noch einmal fest:

Definition 2.25. Sei (X, g) eine kompakte Kdhlermannigfaltigkeit und S ein komplexer Raum.

(i) Eine Familie von hermiteschen, holomorphen Vektorbindeln auf X, parametrisiert durch
S, ist eine Familie FF — X x S von holomorphen Vektorbiindeln auf X zusammen mit
einer hermiteschen Metrik h auf F'. Die Einschréinkung h|s von h ist fiir jeden Punkt s € S
eine hermitesche Metrik hg auf der Faser Fy, — X.

(ii) Eine Familie von Hermite-Einstein- Vektorbiindeln auf X, parametrisiert durch S, ist eine
Familie (F,h) — X x S von hermiteschen, holomorphen Vektorbiindeln, so dass fiir jeden
Punkt s € S die hermitesche Metrik h,; auf der Faser Fy — X eine Hermite-Einstein-
Metrik ist. Die Hermite-Einstein-Konstanten fassen wir in dieser Situation stets zu einer
Funktion « : S — R zusammen.
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3. Familien von
Hermite-Einstein-Vektorbiindeln

In diesem Kapitel fassen wir bekannte Resultate {iber Familien von Hermite-Einstein-Vektorbiin-
deln zusammen. Nachdem wir unsere Notationen zum lokalen Rechnen in Familien festgelegt
haben, beginnen wir mit der Konstruktion des Faserintegrals und der Herleitung einiger sei-
ner Eigenschaften. Das Faserintegral ist fiir diese Arbeit ein unverzichtbares Werkzeug und als
eine erste Anwendung nutzen wir es im dritten Abschnitt, um zu zeigen, dass einige Eigen-
schaften von Vektorbiindeln in holomorphen Familien nicht von der Faser abhéingen. Genauer
weisen wir nach, dass der Grad, der Slope und die Euler-Poincaré-Charakteristik in jeder Fa-
milie von hermiteschen, holomorphen Vektorbiindeln sowie die Hermite-Einstein-Konstante in
Familien von Hermite-Einstein-Vektorbiindeln als Funktionen auf dem Parameterraum lokal
konstant sind. Anschlieend konstruieren wir fiir eine Familie von holomorphen Vektorbiindeln
die Kodaira-Spencer-Abbildung nach [FK74], wobei diese Konstruktion explizit mit Kozykeln in
der Cech-Kohomologie arbeitet. Da diese Sichtweise der Kohomologie fiir unsere Zwecke weniger
geeignet ist, geben wir einen Beweis fiir die Darstellung der Kodaira-Spencer-Abbildung in der
Dolbeault-Kohomologie nach [Ov92]. Hierauf aufbauend leiten wir ebenfalls an [Ov92] orientiert
zumindest fiir Familien von Hermite-Einstein-Vektorbiindeln eine Formel fiir die harmonischen
Reprisentanten der Kodaira-Spencer-Abbildung her. Wir nutzen schliellich diese Darstellung,
um mit dem natiirlichen Lo-Skalarprodukt fiir harmonische Formen die Weil-Petersson-Metrik
auf dem Parameterraum von Familien von Hermite-Einstein-Vektorbiindeln zu konstruieren,
und zeigen mit Hilfe einer Faserintegralformel fiir die zugehorige Kéahlerform, dass die Weil-
Petersson-Metrik eine Kéhlermetrik ist.

3.1. Notationen

Es sei X eine kompakte, komplexe Mannigfaltigkeit der Dimension n und S eine komplexe
Mannigfaltigkeit der Dimension m. Ferner sei F' — X x.S eine Familie holomorpher Vektorbiindel
vom Rang r auf X, parametrisiert durch S. Da wir die Modulrdume von Vektorbiindeln nur lokal
untersuchen, fixieren wir hédufig einen Punkt sg € S und interpretieren die Fasern Fs — X der
Familie als Deformationen des festen Vektorbiindels Fy, — X. In diesem Abschnitt stellen wir
einige Notationen zum lokalen Arbeiten mit Familien bereit, welche genau auf diese Sichtweise
zugeschnitten sind.

Zunichst gibt es fiir jeden Punkt x € X eine offene Umgebung W C X x S um den Punkt
(x,s0), iiber der F' trivialisiert werden kann. Nach eventuellem Verkleinern von W sehen wir,
dass es zu dem betrachteten Punkt = eine offene Umgebung U, C X um x sowie eine offene
Umgebung V,, C S um sg gibt, so dass F iiber U, x V, trivialisiert werden kann. Indem wir
diese Umgebungen gegebenenfalls weiter verkleinern, diirfen wir auflerdem annehmen, dass auf
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3. Familien von Hermite-FEinstein- Vektorbiindeln

U, beziehungsweise V, holomorphe Koordinaten von X beziehungsweise S existieren. Da X
als kompakt vorausgesetzt wurde, gibt es endlich viele Punkte z; € X mit j € J, so dass X

bereits durch die endlich vielen offenen Koordinatenumgebungen U; := U,; mit holomorphen
Koordinaten z; = (zjl, cees z;‘) tiberdeckt werden kann. Wir definieren in dieser Situation
V=V,
JjeJ
und erhalten eine offene Umgebung V' C S um sg mit holomorphen Koordinaten s = (s!,..., s™),

so dass I’ {iber allen Mengen U; x V trivialisiert werden kann. Insgesamt haben wir gezeigt:

Notation 3.1. Ist sg € S fest, dann gibt es eine holomorphe Koordinatenumgebung (V,s) um
sg € S sowie eine Uberdeckung von X durch endlich viele holomorphe Koordinatenumgebungen
(Uj, 25) fir j € J, so dass die Familie 7 : F' — X x S holomorpher Vektorbindel jeweils tiber
U; x V wvermdoge

fion WU x V) — (U; x V) x C"

trivialisiert werden kann, d.h. es wird F|y . — X x V lokal durch die Transitionsfunktionen
fik (U x V)N (U x V) — GL(r,C)

mit fix((x,t)) =m0 fjo fk_l((x,t), -) beschrieben. Ferner sind die U; x V' holomorphe Koor-

dinatenumgebungen auf X x S mit Koordinaten (z}, cen z;‘, st ..., s™), welche wir gelegentlich
einheitlich mit w; = (wjl-, e ,w}“‘m) bezeichnen.

Ist in dieser Situation ein Punkt ¢ € V gegeben, dann ist die Faser F} = ¢ F' ein holomorphes
Vektorbiindel auf X (vergleiche Definition 2.17), dessen lokale Beschreibung durch Transiti-
onsfunktionen beziiglich der Uberdeckung {U;} von X wir herleiten wollen. Zu diesem Zweck
erinnern wir kurz an den Pullback von Vektorbiindeln in unserer Situation: Sind M und N kom-
plexe Mannigfaltigkeiten und ist 7 : £ — N ein holomorphes Vektorbiindel sowie f : M — N
eine holomorphe Abbildung, dann wird der Pullback

ffE— F

M —N

durch f*E = {(p,e) € M x E| f(p) = w(e)} mit 7’ = m definiert. Ist eine lokale Trivialisierung
p:n Y(U)—UxC"
von E iiber einer offenen Menge U C N gegeben, dann ist bekanntlich

Yo (a) ) — fTHU) < T, (pre) > (p,ma((e)) (3.1)

eine lokale Trivialisierung von f*E iiber f~1(U) C M (vergleiche beispielsweise [We07]).
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Bezeichnen wir nun die Transitionsfunktionen der Faser F}, welche wir berechnen wollen, mit
gik U NU — GL(r,C).

Da die Faser als Pullback von F' unter der Inklusion ¢; : X — X x S mit ¢;(x) = (z,t) entsteht,
erhalten wir aus der Trivialisierung f; : 7= 5(U; x V) = (U; x V) x C" von 7 : F — X x S iiber
U; x V geméf (3.1) jeweils eine Trivialisierung

g9+ (M) T U x V) — 7 U x V) < €7, (@e) 7 (2, m2(fj(e)))

von Fj iiber Lt_l(Uj x V') = Uj, so dass die Transitionsfunktionen g, der Faser durch g;;(x) = w0
gjogy, ' (z,-) gegeben werden. Wir berechnen g;i,(z)(v) fiir einen Vektor v € C” und halten dazu
vorab fest, dass es genau ein p € (7)1 (1,; 1 (Up x V) = (7/) "1 (Uy,) C F; gibt, mit gx(p) = (2, v),
d.h. gk_l(x,v) — p. Wir schreiben p = (y,e) mit y € t;'(Uy x V) = Uy und e € F. Wegen
(z,v) = gr(p) = gr(y,e) = (y,m2(fr(e))) muss y = z sowie v = ma(fx(e)) gelten. Da auBerdem
(x,e) = p € F; und damit ¢ (z) = w(e), d.h. w(e) = (x,t) gilt, erhalten wir fx(e) = ((z,t),v)
und damit e = f, '((x,t),v). Nun ist

gi o gy (z,v) = gj(z,e) = (z,m(f;(e)))

und damit folgt

gir(x)(v) =m0 gj o g (w,v) = ma(fj(e) = ma 0 fi o fi7 ((x,1),0) = fir(z, t)(v).
Wir haben also gezeigt:

Proposition 3.2. In der Situation aus Notation 3.1 wird die Faser Fy — X firt € V beziiglich
der Koordinatenumgebungen (Uj, zj) von X gerade durch die Transitionsfunktionen

fix(t) : U; NU, — GL(r, C), fik@)(x) = fir(z,t)
beschrieben.

Ist nun ein Schnitt ¢ € I' (X x 5, O (F')) gegeben, dann definieren wir den auf die Faser F; zu
t € V eingeschréiinkten Schnitt |, als Pullback unter ¢, d.h.

o, = el(X,0(F)). (3.2)

Beschreiben wir ¢ beziiglich U; x V' durch holomorphe Funktionen ¢; : U; x V. — C", dann
wird also der eingeschréankte Schnitt auf den U; durch ¢;(t) : U; — C" mit ¢;(t)(z) := ¢;(x,t)
beschrieben. Vollig analog kénnen wir auch differenzierbare Schnitte einschrinken oder Schnitte,
die nicht auf ganz X x S definiert sind.

Ist unabhéngig von der Familie F' — X x S eine (p, ¢)-Form ¢ € I' (X x S, AP? (X x S)) auf
X x § gegeben, dann kénnen wir fiir ¢ € V ebenfalls den Pullback unter ¢; bilden und erhalten
die eingeschrinkte (eigentlich: zuriickgezogene) Form

Pl = e T(X, AP (X)) . (3-3)

49



3. Familien von Hermite-FEinstein- Vektorbiindeln

Wir wollen fiir derartige Situationen eine lokale Notation festlegen, die wir spéter haufiger ein-
setzen und die zu Notation 3.1 passt. Zunéchst gilt fiir ¢ auf U; x V' die Gleichung

: _ B1 Bq
w] ! q' Zw‘] .. Olpﬁl dwal A... A dw A dw 1 AL A dw]q
a,

n

Gemaf unserer Konvention besteht w; aus Koordinaten z; = (z}, ..., 2) auf X sowie Koordi-
naten s = (s',...,s™) auf S. Wir teilen die Summanden folgendermaBen auf
— —dz® A Ap B B
)y = q;Z%al B B N N N AL N

+ Summanden mit ds- oder ds-Faktoren,

wobei die Summation in der vorherigen Gleichung iiber «, 5 € {1,...,n 4+ m} verlduft, wohin-
gegen jetzt nur noch iiber o, 8 € {1,...,n} summiert wird, was wir nicht explizit notieren.
Wegen

;(ds®) = d(ifs*) = d(s¥ o) = 0
=ty
und analog ¢} (dsE) = 0 fiir alle 1 < k < m bleiben in ¢f¢; nur Summanden iibrig, in denen keine
ds- beziehungsweise ds-Faktoren enthalten sind. Da ferner mit unseren Bezeichnungen offenbar

Ly dzF = dzF sowie L dzF = d2F fir1 <k <n gilt, erhalten wir schliellich als lokale Beschreibung
von |, auf U;

a o B By
(¥l); qlz¢]a1 apBi.. gq()d A LNdz T Ndz AL N dzT

wobei wir natiirlich ¢, , 7 F-(t)(x) =v;,, . 5 7 (%,t) meinen.
Sei nun 7 € I' (X x S, qu( )) eine (p, q¢)-Form mit Werten im Biindel F' — X x S, welche
wir lokal auf U; x V' durch

rp= (k... mit 7he T (U; x V, AP (X x S))

beschreiben. Dann kénnen wir ganz analog zu unseren bisherigen Uberlegungen fiir t € V die
eingeschriankte Form 7|, € ' (X, AP (F})) bilden, welche auf U; beschrieben wird durch

1y = (Do (1)

Sei zuletzt eine hermitesche Metrik h in der Familie F' — X x S gegeben. In Abschnitt 2.5
haben wir festgehalten, dass dann fiir alle Punkte s € S die Einschrénkung h|, eine hermitesche
Metrik auf der Faser Fy — X induziert. Beschreiben wir h auf U; x V' durch differenzierbare
Funktionen hj : U; x V' — C™", dann wird h|, fiir t € V auf U; offenbar durch die Funktionen

hi(t) : Uy — €7 hy(t)(z) = hy(a,t) (3.4)
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beschrieben. Als Anwendung der Uberlegungen aus diesem Abschnitt zeigen wir abschlieBend
folgende Beziehung zwischen der Krimmung der Familie und den Kriimmungen der Fasern:

Proposition 3.3. Sei (F,h) — X x S eine Familie hermitescher, holomorpher Vektorbiindel
auf der kompakten, komplexen Mannigfaltigkeit X, parametrisiert durch die komplexe Man-
nigfaltigkeit S. Bezeichnen wir die Krimmung von h mit Q € T' (X x S, AM (End(F))) so-
wie fir s € S die Krimmung der auf die Faser Fy — X eingeschrinkten Metrik h|, mit
Q, € I (X, AY (End(Fy))), dann gilt fir alle s € S die Identitit

0, = 9l,.

Beweis. Es geniigt offenbar, die Aussage fiir einen festen Punkt sg € S nachzuweisen und ent-
sprechend arbeiten wir mit unseren Notationen 3.1 beziiglich des Punktes sg. Wegen

R;FSO vaB = —&Z hT 50 ]0'7' 50 ( Z hT Ou h] UT) ) = R]p'FaaB(SO)
folgt die Aussage mit unseren Uberlegungen unmittelbar aus der Rechnung

p
®jFJ 50

P o B 4
ZRjFaaBdwj /\dwj Z FooB (so) dz /\dz @]F o
a?IB

3.2. Das Faserintegral

In diesem Abschnitt stellen wir mit dem Faserintegral ein fiir unsere Arbeit wichtiges Werk-
zeug bereit. Das Ziel besteht darin, auf einem Raum, welcher eine gewisse Produktstruktur
tragt, den Satz von Fubini im Differentialformenkalkiil zu etablieren. Einen natiirlichen Rahmen
hierfiir bieten glatte Faserbiindel. Dabei besteht ein glattes Faserbiindel (E, 7, B, F') aus diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeiten F, B und F sowie einer glatten Abbildung 7 : E — B, so dass
gilt: Es existiert eine offene Uberdeckung {U;} von B und eine Familie von Diffeomorphismen
Yj w1 (Uj) — U; x F, so dass das Diagramm

fiir alle Indizes j kommutiert. Offenbar sind Vektorbiindel {iber B spezielle Faserbiindel. Wenn
nun eine Orientierung im Faserbiindel vorliegt, dann kann man fiir k¥ > dim(F") auf dem Raum
AX(E)(U) der k-Formen iiber U mit faserkompaktem Triger, d.h. der Differentialformen w €
I' (U, A¥ (E)), so dass fiir alle kompakten Teilmengen K C B auch die Menge 7~ (K) Nsupp(w)
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3. Familien von Hermite-FEinstein- Vektorbiindeln

kompakt ist, stets ein Faserintegral erkldren, welches R-linear und homogen vom Grad — dim(F')
ist sowie als Abbildung die Gestalt

/ . Ak (E) — Ab-dm(F) () (3.5)
E/B

besitzt, so dass ferner der Satz von Fubini fiir Differentialformen maximalen Grades in der Form

/E:/BO/E/B (3.6)

erfiillt ist. Dabei besitzt dieses Faserintegral noch viele weitere niitzliche Eigenschaften, bei-
spielsweise kommutiert es mit dem dufleren Differential:

do/ :/ od. (3.7)
e/B JE/B

Fiir die Anwendungen in dieser Arbeit bendtigen wir das Faserintegral lediglich fiir triviale
Produktstrukturen der Form X x S — S. Da wir auflerdem hauptséchlich an konkreten Rech-
nungen interessiert sind, geben wir in diesem Abschnitt in knapper Form eine Herleitung des
Faserintegrals fiir derartige Réume an, wobei wir uns an konkreten Formeln orientieren, anstatt
eine axiomatische Theorie aufzubauen. Der an der allgemeinen Theorie interessierte Leser fin-
det einen entsprechenden Zugang in der Situation reeller Mannigfaltigkeiten und Faserbiindel
beispielsweise in [GHVT72].

Im gesamten Abschnitt seien X und S komplexe Mannigfaltigkeiten der Dimension n bezie-
hungsweise m, wobei wir X im Hinblick auf unsere Anwendungen ferner als kompakt vorausset-
zen. Zur Definition des Faserintegrals gehen wir in zwei Schritten vor.

Zunéchst sei eine holomorphe Koordinatenumgebung (V, s) auf S sowie eine komplexe Diffe-
rentialform n € I' (X x V, A?"*" (X x S)) gegeben. Wir wollen das Faserintegral

/ neT (VA () (3.8)
XxS5/S

definieren. Dazu withlen wir eine Uberdeckung von X durch endlich viele (denn X ist kompakt)
holomorphe Karten (Uj, z;) und eine dieser Uberdeckung untergeordnete glatte Partition der
Eins {p;}. Aus der komplexen Karte (Uj, z;) erhalten wir jeweils eine reelle Karte (Uj, x;) der
unterliegenden differenzierbaren Mannigfaltigkeit mit den reellen Koordinaten

2y = x?a_l + \/—71x30‘ (3.9)

Mit den {(U;,z;)} und den {p;} haben wir also eine positiv orientierte Uberdeckung von X mit
einer untergeordneten glatten Partition der Eins konstruiert, welche folglich zur Integration auf
X verwendet werden kann. Vollig analog erhalten wir aus der holomorphen Karte (V,s) auf S
eine differenzierbare Karte (V,¢) indem wir durch

sh=:¢271 4 /1% (3.10)
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reelle Koordinaten konstruieren. Da die U; x V' eine Uberdeckung von X x V durch Koordina-
tenumgebungen bilden, kénnen wir die Differentialform #n lokal in der Gestalt

1 1 2
Moy = > iy @A AT Adaf AL A d2”
vy

+ Summanden mit mehr als r dt-Faktoren

schreiben. Hiervon ausgehend definieren wir

1 / 1 2n,
ni=— E E DiNjoyme (8)dxs A oo AN dxd™ [ dEY A LA dETT (3.11)
/X><S/S r! ~ < i YU s ’ !

wobei das auftretende Integral wie iiblich fiir eine Form w mit supp(w) C U; vermoge

/ w::/ (fvj_l)*w
Uj z;(Uj)

auf das gewohnliche Integral im R?" zuriickgefiihrt wird. Da der Anteil von 7, den wir integrieren,
beim Ubergang von U; x V nach U x V offenbar das Transformationsverhalten einer 2n-Form
auf X besitzt, ist das Faserintegral fiir Differentialformen auf X x V wohldefiniert und man
iiberlegt sich wie beim gewohnlichen Integral auf X, dass die Definition weder von der Wahl der
Uberdeckung {U;} von X noch von der Wahl der Partition der Eins {p;} abhiingt.

Sei nun allgemeiner eine Form 1 € T' (X x S, 42" (X x S)) auf ganz X x S gegeben. Wir
wollen das Faserintegral

/ n €T (S, A" (S)) (3.12)
XxS5/S

definieren. Dazu wihlen wir eine Uberdeckung von S durch holomorphe Koordinatenumgebun-
gen (Vy, So) und konstruieren wie in (3.10) reelle Karten (V,,t,). Fiir jeden Index « ist dann

/ Ny, €T (Vo A7 (S)) (3.13)
XxS/S

jeweils eine wohldefinierte r-Form auf V. Wir behaupten, dass diese r-Formen auf den Koordi-
natenumgebungen V,, das Transformationsverhalten einer r-Form auf S besitzen, d.h. zu einem
T eI (S, A" (S)) Anlass geben und definieren das Faserintegral durch

/ ni=T. (3.14)
XxS/S

Um das Transformationsverhalten nachzurechnen, schreiben wir mit obigen Notationen
_ ! : At A N Ndah AL A dadt
7]|ijva = ﬁznﬂ"ﬁ"% TN g T A... Adxy
S

+ Summanden mit mehr als r dt,-Faktoren,
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wobei wir mit der Verwendung von « als Index fiir die Koordinatenumgebung auf S in die-
ser Rechnung eine Kollision mit unserer bislang vereinbarten Notation in Kauf nehmen. Der
Einfachheit halber vereinbaren wir die Abkiirzung

1
Ty 1= / Mxwv, = 5 E E / pjnja%___%(s)dx} Ao A da:?” dt}P A LoNdE)r.
XxS8/S e 7 JU;

Wir fixieren einen Index j und berechnen das Transformationsverhalten der n]Uj v, beim Uber-
gang von V,, nach V. Zunéchst erhalten wir auf der Menge (U; x Vo) N(U; x V) = U; x (Vo NV3)
aus Griinden der linearen Unabhéngigkeit durch Vergleichen

1 1 2
5 > Moo A NG A dag AL A dad"
ol

1 r 1 2
= Z Mg Uy A ALY Ndap AN dad

8t71 at% 01 ) 1 2n
T'Z Z ST atérnjﬁm e | AT A AL Adat A LA da?n

Auf U; x (Vo N Vp) weisen die oben betrachteten Koeffizienten, welche fiir uns relevant sind,
folglich das Transformationsverhalten

Y1 Yr
oy o

B
Njadi..6r = E N5B~1..4r
jady - ot ey By

auf. Mit dieser Identitdt berechnen wir auf V;, N V3:

2 T
r'Z Z/ PiNiByi..r )dfv Ao Ndxs" dtglA...Adtg

1 oty oty .
?ZZ o0 (%5 Z/ PNy (S)dT) A N dx3™ | A AL A At
y o _Ola

konstant auf U

t”l ol

1 5 1 2 5 5
ﬁz Z/ Dj ( t51 . 8756*77][”1 (s )) dz; A Ndxi" | digh AN dtg
é

1
= Z Z/U pjnjagl._,gr(s)dle- AN dx?” N
I £ ~ Ju,
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Damit haben wir das erforderliche Transformationsverhalten der 7, nachgerechnet, womit das
Faserintegral aus der Definition (3.14) wohldefiniert ist. Die Unabhingigkeit von der gewihlten
Uberdeckung (Vj, s;) von S ist klar.

Wir stellen nun einige Eigenschaften des Faserintegrals zusammen, wobei wir vorab festhalten,
dass es offenbar C-linear ist. Zunéchst konnen wir entsprechend (3.7) zeigen:

Satz 3.4. Das Fuserintegral kommutiert mit dem dufleren Differential, d.h. fiir eine Differenti-
alform n € T (X x U, A*"*" (X x S)) gilt stets:

d/ 77:/ dn.
X xS/ X xS/

Beweis. Da es geniigt, die beiden Formen aus T’ (U, Artl (S)) lokal zu vergleichen, zeigen wir
die behauptete Formel fiir n € T’ (X x V, A"t (X x S)) auf einer holomorphen Koordinate-
numgebung (V,s) von S. Wir schreiben dazu mit den Bezeichnungen aus der Konstruktion

1 1 2
Moy = > Wiy A AT AT A LA dad"
v

1 —
- . Y Yr 1 14 2n
+(r+1)! ; EV Nyt wdt™ AL A dE +1AdxjA...AdmjA...Adxj

+ Summanden mit mehr als r + 1 dt-Faktoren

und berechnen einerseits die linke Seite der Behauptung;:

1
d/ n=d =33 / Dl ()AL A A A | AT A LA A
XxS/8 S\ Sy, ’ ’
1
_ +1 , . 1 2 .
T+ 1) %, EV:(—UV Oy Ej ,/Uj PiNjyreAmeys (S)dTj Ao AN di™ | AL A dETH

1
= m Z Z/U Dj Z(—l)y+18t"/u77j 71“.7},;.“77'+1 (S)d.’]}} VANPIRAN dﬁ?n dt71 VANAN dtﬂy7'+1.
v J J v
Um andererseits [ XxS/8 dn zu berechnen, erhalten wir zunéchst fiir dn:
(), v = ch‘)tﬁnm AP NN N AT AdT) AL A dadn

- v v 20 Yr 1 2n
+ ZZaxjnm_,,%de A AN Ndah AL A da

V2 0% Yr 1 Rz 2n
T+1‘ZZZGVWM e AT N AN N AO Ny AL A AL A da

vy V2

+ Summanden mit mehr als r + 1 dt-Faktoren.
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Da der zweite Summand wegen dimg X = 2n verschwindet, ergibt eine direkte Umformung;:

1 v+1 - 1 2
(dn)|Uj><V = (T.Tl)' Z (Z(—l) + Otwynj71._.@_..%+1> dt AL ANdETTE A dl'] FANPRAAN d:l?jn
v v

1 1 2
T > (Z(—l)’”*”awju_nj71__%“”) A A ANAOT Ndah AL A d2n
¥ v

+ Summanden mit mehr als r + 1 d¢-Faktoren.

Fiir feste Indizes 71, ..., 7,41 und festes s € V definieren wir nun eine Differentialform
(Vs rr1s8) € T (X, ATH(X),
indem wir lokal auf U; jeweils die Form
T, Y18y, = Z(—l)rﬂﬁj71...77-+1,,(s)d:vj1- AN 67.1‘\]'/ AN dx?”

vorschreiben. Wegen des Transformationsverhaltens der 7;,. ~,,,,(s) ist diese Form wohldefi-
niert. Durch Anwenden des dufleren Differentials erhalten wir hieraus:

(dr(y1, - g1, 8) |y, = Z(—l)’"+l+”+18x;77j71_.,%+1,,(3)da:]14 A N da
v

Mit diesen Vorbereitungen finden wir wegen

Jrvais=
XxS/S

1

1 1 2 r
- (2 /U 2 S By o () Ak A | A
Y J 7 v

1
+ m Z Z/U Dj Z(—l)“”@x]u_nj71,”%“,,(5) dﬂijl VANIAN dszn dt" AL A dETT
v J 7 v

1
:d/ N+ —— </ dr(viy . Yr 1,8>ahf““/\.../\dt'y"+1
XxS/S (T+1)!Z,Y: X ( +1:9)

=0 nach Stokes
/X
XS/S

schliefflich die behauptete Gleichung. 0

Als nichstes halten wir folgendes Resultat speziell iiber die Integration von 2n-Formen fest:
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Satz 3.5. Das Faserintegral einer 2n-Formn € T’ (X x S, A%" (X x S)) ist eine glatte Funktion

und es gilt
(/ 17) (s) = / nls fiir alle s € S.
XxS/S X

Beweis. Es geniigt, die behauptete Gleichung in einem festen Punkt s € V C S fiir eine
holomorphe Koordinatenumgebung (V, s) auf S zu zeigen. Dazu schreiben wir

77|ij\/ = njd:rjl A A dx]z” + Summanden mit dt-Faktoren
und berechnen einerseits
</ 77) (s0) = </ 77|X><V> (s0) = Z/ pmj(so) dxj A ... Adxd".
XxS/S XxS/S IRAY

Andererseits berechnet sich der Pullback lokal zu (7| So)j = Uj(So)de‘Jl- Ao A da:?”, so dass wir

schlieflen koénnen:

= pin;(so)de A .. A da?t = / 50)-
[ Z/U 5 (s0) =) @

Entsprechend (3.6) zeigen wir nun folgende Variante des Satzes von Fubini:

Satz 3.6. Fir eine Differentialform n € T’ (X x S, A2 H2m (X x S)) mit kompaktem Trdger gilt

Jeost= S S
X xS s Jxxs/s

Beweis. Wir iibernehmen wieder die fritheren Notationen. Insbesondere haben wir zur Uber-
deckung {U;} von X die untergeordnete glatte Partition der Eins {p;}. Zur Uberdeckung {V,}
von S wihlen wir eine untergeordnete glatte Partition der Eins {g,}. Dann haben wir die
Uberdeckung {U; x V,,} von X x S und erhalten durch

Pida - Xx8— Ra (.I‘,S) I—)p](l‘) : QOz(S)

eine dieser Uberdeckung untergeordnete glatte Partition der Eins, so dass wir auf X x S vermoge
dieser Partition integrieren kénnen. Da wir mit 7 eine (2n + 2m)-Form gegeben haben, kénnen
wir lokal, ohne Summanden zu vernachlassigen, schreiben:

Moy, = Mjadlg Ao AdEZ™ Ndxg A A das?.

Damit finden wir unmittelbar

/ UZZ/ ijanadt}l/\...Adtim/\da:jl»/\...Adx?n.
XxS g UjXVa
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3. Familien von Hermite-FEinstein- Vektorbiindeln

Andererseits berechnen wir

o), -

und damit folgt unter Verwendung des Satzes von Fubini im R?"+2™

1 2n 1 2m
n= /q /p~174 dz: N\ ... N\dxs dt: AN...ANdt
/S/W 3y R Doy A ) ) 2
22/ (/ quanjadt}l/\.../\dtim>da:}/\.../\dx?”
j.a U; Va

= Z/ Pidanjadty A ... AdtE™ Adab AL A dzn
U:xVy

v
X xS

womit bereits alles gezeigt ist. O

Z/Upjnjadx}/\..wdx?" dth AL A dEET
i J

Die folgende Eigenschaft ist fiir unsere Anwendung des Faserintegrals wesentlich:

Satz 3.7. Das Faserintegral respektiert die p-q-Zerlegung in folgendem Sinne: Ist eine Differen-
tialformn € T (X x S, A"tP"H4 (X x S)) gegeben, dann ist

/ n €T (S, AP (S)).
XxS5/8

Ist konkret eine Differentialform n € T' (X x V, A"*P" 4 (X x S)) fiir eine holomorphe Koordi-
natenumgebung (V,s) auf S gegeben, welche beziiglich einer Uberdeckung von X durch Koordi-
natenumgebungen (Uj, zj) mit untergeordneter glatter Partition der Eins {p;} lokal als

B Bq 1 T *
My, v = anal oy B BTN NSO N ST N dsP N dzg Adzf AL A N dE

pq'

+ Summanden mit weniger dz;-Faktoren

geschrieben wird, dann berechnet sich das Faserintegral zu

1 . JE—
n=— (0 — —ds™ AL Ads® AdsPT AL A dsPa
/XxS/s plg! ; ai...apf...fq

mit den schiefsymmetrischen Koeffizienten

%1 apBi.Bqg Z/ Pilj ay...apBr... ()dz /\dz A Adz;?/\dz;?.
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Beweis. Offenbar geniigt es, die zweite Aussage fiir Differentialformen auf einer Koordinatenum-
gebung (V, s) von S nachzuweisen. Wir setzen also unter Verwendung der vorherigen Notationen
n el (X x V,A"tPn+q (X x §)) voraus und schreiben 7 lokal wie in der Formulierung der Aus-
sage. Wegen

dz;’ A alz;-7 = (dx§7_1 + v—ldx?) A ( -1 — V= dxh) = —2\/—1dx]27_1 A dmf-'y
gilt die Beziehung
dz} /\dz}/\.../\dz?/\dz]ﬁ: ( 2y — ) d:c A /\da:?”.

Der Einfachheit halber vereinbaren wir die Abkiirzung dz; := d:cjl- A A da;?" und indem wir
die Summanden aus n‘ijv mit weniger als 2n dz;-Faktoren mit R bezeichnen, erhalten wir

1 n . -
n|Uij = ol Z (—2v-1) njal...apﬁ...Edsal AL ANds®? NdsPUA L A dsPT A da 4 R.

Um auch die ds-Faktoren reell schreiben zu kénnen, definieren wir folgende Vorzeichen:

1 falls k£ ungerade _ 1 falls k& ungerade
Vg = Uy 1=
g v—1 falls k gerade g —v—1 falls k gerade.

Damit schreiben wir 7 lokal um:
My, xy — R= % Z (_2\/—71)71 N ay.apBr. By @™ N oo Nds™P A dsPL A . A dsPa A dz;
! q' Z (=2V=1)"1) 0. o 3 (AP V/=TdE*) Nds®2 AL A ds®a A da;
ql %: azﬁz 2\ﬁ Vka 1, ’771—‘@2"'0‘?@ Edtkl Ads® A ... AdsPa A dz;

= ... (analog fiir alle o; und S; wiederholen)

dtFU A LA diFra A dig

q‘Z (2VT)" o U+ Pog o1 (o T ]

(p +q)! Z My iy B A o NN d.

Dabei haben wir fiir die Umformung im letzten Schritt gesetzt:

* 1 —_—
ki kpirq — ol E . sgn(o) (—2v- ) Vko(1) ""/ko<p+q>77j Va(ﬂ [’%@)W [’“omnw Fumﬂ'
2 2 2 2

F0E€Gptq
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3. Familien von Hermite-FEinstein- Vektorbiindeln

Wir kénnen nun das Faserintegral berechnen:

1 / . 1 o | ok k
n=-—-= DMy ko (S)dxs Ao ANdxs™ | dE™ AL A dETPTe
/X><S/S (erq)!zk: ZJ: p, et ! !

p+q'2<2/ m(pq, sg0(0) (=2V=1)" V1) Vi Py Photyr

0€6p+q

dzj A A d:c?”) dtFr A LA dtfeta

nj [k"éﬂ...[kﬂz@)w ’VkU(Z;-l)—‘m’VkU(z;—q)—‘ (3)>

1 1 B .
= ﬁz Z sgn(o) (—2v/— ) Vkot) =" Vhop) Vo)~ Vho(ptq)

|
! < (p+Q)-J€6p+q

§ : 1 2 k k
( / pjn. ko (1) ko(p) | | Fop+n) ko(p+q) (S)dxj ARRRRA dxj”) dt™t AL A e
= — E (—2\/—1)71 Vkl e Vkpﬁkp+1 .o .ﬁkarq

3

(Z/ pin, ] kfpwkﬂﬂ [%w(s)dm}/\.../\dx?”)dtkl/\.../\dtkf’ﬂ
2 2 2

= ... (wir konnen alle eben durchgefiihrten Umformungen riickgéingig machen)

1 n )
- ]TQ' Z (_2\/_71) <Z/ Djn; a1...apE...Fq(5)dx} VANPIAN dx? )
ap 5 U

ds®U A ... Ads®® NdsPLA ... A dsPe

pqu<2/ PiNjay...appi.. 5q( )dZ /\dz A /\dz /\dz>

7/8
ds®U A .. Ads® ANdsPUA L. A dsPa.

Also sehen wir, dass das Faserintegral eine (p, ¢)-Form liefert und fiir Koordinatenumgebungen

auf S durch die behauptete Formel berechnet werden kann.

Als direkte Konsequenz aus dieser Feststellung ergibt sich nun, dass das Faserintegral auch

mit den Operatoren @ und 0 kommutiert:

Korollar 3.8. Fiir jede Differentialform n € T' (X x V, A"tPnT4 (X x S)) gelten stets folgende
Gleichungen:

(i) o n:/ on (ii) & n:/ an.
XxS5/S XxS5/S XxS5/S XxS5/S
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Beweis. Aus dem vorherigen Satz 3.7 erhalten wir zunéchst
[ merwias).
XxS/S

Indem wir die Integrierbarkeit der komplexen Struktur benutzen, berechnen wir damit

d/ n=(0+0) n= 0 N+ 9 0
XxS/S XxS/S Xx5/8 Xx5/8
N———r N————r—r

er(V,ArtLa(S)) el (V,Apat1(S))

Andererseits folgt aus Satz 3.4 sowie Satz 3.7

d/ n—/ dn—/ (a+a)n—/ an+/ i
XxS/S XxS/S XxS5/S XxS5/S XxS/S

ET(VAPHLa(S))  €D(V,APat1(S))

Da die Summe der auftretenden Rdume direkt ist, erhalten wir die Behauptung.

3.3. Die Invarianz von Biindeleigenschaften in holomorphen

Familien

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass in den von uns betrachteten Familien einige Eigenschaf-
ten der Fasern, die fiir uns von groflem Belang sind, nicht von der Faser abhingen. Zunéchst

bendtigen wir die folgende technische Aussage, welche sich in [Kb87] findet:

Lemma 3.9. Sei (X, g) eine Kihlermannigfaltigkeit der Dimension n und w € T (X, AV (X))

die zugehorige Kdhlerform. Dann gilt fir jede beliebige andere Form n € T’ (X, ALl (X)) die

Gleichung
1
nAWTh = =Agn-w™
n

Beweis. Es geniigt, die Gleichung lokal auf einer holomorphen Koordinatenumgebung (U, z) von

X nachzurechnen. Wir schreiben also lokal mit einer vereinfachten Notation

n= Z nagdzo‘ ANdZP sowie w = V-1 Z gadea AdZP.
O‘vﬁ Oé,,B

Damit erhalten wir zunéchst die Gleichung

w" = (V _1)n ZQOAE‘ : 'ganEdZal AdZPUA LA dz A dePr
a7ﬂ

Wir wollen die «; und B; ordnen. Die Idee ist, folgende Umformungen durchzufiithren, von denen

jede einzelne ein anderes Vorzeichen produziert:

18102620303 . .. an B, — a102B1B20385 ... By — arasasBiPBaBs ... By — <
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3. Familien von Hermite-FEinstein- Vektorbiindeln

Insgesamt entsteht das Vorzeichen (—1)¢ mit ¢ := Zl";fl und folglich kénnen wir umformen

w' = (\/—l)n Z(—I)CQQIE G BT AL AR A dzPY AL A d2P
a?ﬁ

— (/_ _1\¢ ... __
7( 1) Zﬁ( 1) Sgn <a1 an> Sgn </81 ﬁn> gOélBl ganﬂn
@,
A2V AL AN ANAZE AL A dET
«,
dzl/\dzT/\.../\dz"/\dzﬁ,

wobei wir mit Z/ andeuten, dass wir nur noch iiber verschiedene Indizes summieren, d.h. es ist
jeweils a = {au,...,an} = {1,...,n} sowie 8 = {B1,..., 6} = {1,...,n} im Gegensatz dazu,

dass bei Y alle a; sowie f3; unabhéngig voneinander die Menge {1,...,n} durchlaufen. Nun ist

915 9B 9T 9w

Z/sgn<1 n) — — = 1-61 : 1'6 —Sgn<1 n> '11 : 'n
- a1 e Qo galﬂl gan,ﬁn . : . 51 e Bn

InBr 7 Ynp, In1 " Y9nm

also erhalten wir weiter:

2
o= (V)" Y <sgn (511 o 5’1)) det(g)dz" Adz" A A dz" A dET
B

Damit haben wir die bekannte Formel
wh = (V—l)n nldet(g)dz" Adz" A ... Adz" Ad2" (3.15)
hergeleitet. Auf d&hnliche Weise berechnen wir nun:

_ -1 B Br.
NAWT = (VD)"Y 00500, e, ™ N AL Nz A d2
0B

n—1 !/ 1 “ee n 1 PPN n
=(V=D)"" ) sen <a1 an> sgn (51 /Bn) 59005 G e
A2 AdzP AL A A A dE
Auch in dieser Gleichung ergibt sich eine Determinante
"’]1E gl@ ... glﬁin
Z Sgn <a1 cen an> Moy 190282 """ YonBn = : :

67

T’nE gn@ e gnﬂ7
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) " it 0 91i;—1 "B 9+ 0 91m
L e B
9n1 gnﬁl—l nnE gnﬂl—&—l o 9nm
1 - n
= sgn 51 . an det (91 te '951*1A51g51+1 o gn) )

wobei wir mit g; und A; die entsprechende Spalte der jeweiligen n x n-Matrix g = (%B)aﬁ
beziehungsweise A = (1,5)a,s bezeichnen. Damit erhalten wir weiterhin mit (3.15):

2

. n—1 / 1 n n

A= (V) ngn(ﬁl B) det (g1 9p,—145,9p, 11 gn) dz' A ... Ndz
B n

(\/_1)7171 (n—1)! Z det (g1 gv-1Avgu+1--gn) AP AdZP AL Ad2 A dET

_J1 Gy 1Ay Gyat - Gn . B -
:< fzdet(m o1 vl g)) (\/—71) nldet(g)dzt Adzt AL Ad2" A dZ"

- det(g)
1 gy 1Ay Gyl On
_ Z det (91 gu—1AvGu+1- " gn) Wl
n - det(g)

Um die Behauptung nachzuweisen, geniigt es also, lokal auf (U, z) die Gleichung

1 —V—1—~det(g1---gv—1409041 " gn)
“An—
n 9" n Z det(g)

14

zu zeigen. Mit (g_lA)Bﬁ => . gﬁanoﬁ finden wir zunéchst

A= VT o= VY (7).
a,f3 v

Wegen (gflA)iﬁ = (gflAl,)V koénnen wir (gflA)P; gerade als die v-te Komponente der Losung
des linearen Gleichungssystems gz = A, interpretieren. Dies ermdglicht es uns, mit der Cramer-
schen Regel auf folgende Gleichung zu schlieflen:

(gflA),, _ det (g1 gv—1Avgv41-- 'Qn)'
v,V det(g)

Damit finden wir nun schliefilich

Agn=—vV=1%_ (97'4)

287

det (91 T gy—lAugV+1 T gn)
= —\/—1 .
z,,: det(g)

Multiplikation mit % liefert also genau die behauptete Gleichung. O
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3. Familien von Hermite-FEinstein- Vektorbiindeln

Die eben bewiesene Formel kénnen wir unmittelbar gewinnbringend einsetzen, um folgendes
Resultat herzuleiten, welches fiir uns eine wichtige Rolle spielt und das sich ebenfalls in [Kb87]
findet.

Proposition 3.10. Sei (X,g) eine kompakte Kdhlermannigfaltigkeit mit Kdihlerform w so-
wie E — X ein holomorphes Vektorbiindel mit hermitescher Metrik h, welches der schwachen
Einstein-Bedingung mit Faktor ¢ gendigt. Dann gilt:

k(E
/cl(E,h)/\w”_lzr ( )/ w™.
X 2mn Jx

Beweis. Bezeichne Q € I' (X, AY! (End(E))) die Kriimmung der hermiteschen Metrik & auf E.
Wir schreiben diese Kritmmung lokal auf einer Koordinatenumgebung (Uj, z;) von X in der
Form

Z R’ _dz% A dzf und erhalten (\/ 1A, Q B YRP_
joaB J ] ocaf
PO P00

Da das Vektorbiindel £ mit der hermiteschen Metrik h nach Voraussetzung der schwachen
Einstein-Bedingung mit Faktor ¢ geniigt, ist v/ —1A48) = ¢idg, so dass lokal

Zgﬁa ;JME =p-0f firalle p,oe{l,...,tk(E)} (3.16)

gilt. Nun ist die Differentialform tr(Q) € I' (X, A" (X)) gemiB (2.26) auf (Uj, z;) durch

(tr(Q Z (Z Rp ) dz A dz?

7B

gegeben, so dass wir unter Anwendung von (3.16) weiter auf die lokal giiltige Gleichung
(Agtr(€)), = —V/1 Zg] (Z B) VAL =~V TikE)
p

schlieBen kénnen. Damit ist die Identitét Agtr(2) = —v/—11k(E)¢ nachgewiesen. Andererseits
kénnen wir Lemma 3.9 wegen tr(Q) € ' (X, A"! (X)) anwenden und erhalten

1 —V/—=11k(E
() AW = —Agtr(Q) " = —V-1k(B)y .

n

also insbesondere auch die Gleichung

1

1 —/—1tk(E)p , 1k(E)
B 2/ —1 '

tr(Q) Aw" = — =
(@) Aw 2w/ —1 n w 2mn L
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Wegen ¢i(E, h) = —ﬁtr(Q) (vergleiche beispielsweise [Kb87]) folgt hieraus

rk(E)

2mn

n

cl(B,h) Aw™ 1t =

und da X kompakt ist, konnen wir diese Gleichung integrieren und erhalten mit

k(E k(E
/Cl(E,h)/\wnlz/ I'( )QOWn:r( )/ (pwn
X x 2mn 2mn Jx

die gewiinschte Beziehung. d

Ohne die bislang bereitgestellten Ergebnisse zu verwenden, zeigen wir nun ein erstes Resultat
iiber die Unabhéingigkeit gewisser Eigenschaften der Fasern in einer Familie von Vektorbiindeln
vom konkreten Punkt des Parameterraums. Dazu werden wir im Wesentlichen nur das in Ab-
schnitt 3.2 eingefiihrte Faserintegral verwenden miissen. Mit der eben bewiesenen Formel leiten
wir anschlieBend weitere derartige Unabhéngigkeitsresultate hieraus ab.

Satz 3.11. Sei (X,g) eine kompakte Kihlermannigfaltigkeit, S eine komplexe Mannigfaltig-
keit und (F,h) — X x S eine Familie von hermiteschen, holomorphen Vektorbindeln auf X,
parametrisiert durch S. Dann gilt:

(i) Konstanz des Grades: Die Funktion s — deg(Fs) ist auf S lokal konstant.
(i) Konstanz des Slopes: Die Funktion s — u(Fs) ist auf S lokal konstant.

Beweis. Bezeichne w wieder die Kéahlerform von (X, ¢g) und sei m : X xS — X die Projektion auf
den ersten Faktor. Die Kriimmung von (F, k) bezeichnen wir mit Q € I' (X x S, A" (End(F))).
Geméf} Proposition 3.3 ist die Kriimmung Qg von hg auf der Faser Fs zu s € S gegeben durch

Qs = Qs € I (X, AV (End(Fy))).

Nach [Kb87] ist ferner ein Représentant ¢1(F,h) € I' (X x S, A? (X x S)) der ersten Chern-
Form von (F,h) gegeben durch

1
——tr
2w/ —1

Fiir einen festen Punkt sg € S schreiben wir diesen Reprisentanten mit den Notationen aus 3.1
lokal auf U; x V als

c1(Fyh) = (Q).

1 o B
(B )|y, vy = Tom/ 1 > (Z Rgpa@> dwj A dwy.
af \ p

Dann berechnen wir fiir s € V' die Einschrankung c;(F), h)|, lokal auf U; zu

1 3 1
(e (F W)y, = Tonv 1 > (Z Rﬁpa5(3)> dz; /\dzf = o1 tr(Qf )y, = c1(Fs, hs)ly,
aB \ p
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3. Familien von Hermite-FEinstein- Vektorbiindeln

und haben somit gezeigt, dass fiir alle Punkte s € S die Gleichung c¢;(F,h)|, = c1(Fs, hs) gilt.
Nun betrachten wir den Pullback

(") el (X x S, A" X x 9)).

Da (F,h) als holomorphes Vektorbiindel vorausgesetzt wurde, ist ¢;(F, h) eine (1,1)-Form und
wir erhalten

(B, h) Ari (1) €T (X x S, A" (X x 5)).

Das Faserintegral ist also anwendbar und ergibt
A= / ci(Fh) Ay (w™) € T (S, A% (9)) =T (S, A(S)),
XxS/S

d.h. eine glatte Funktion auf S. Wir berechnen A(s) fiir ein beliebiges s € S und betrachten
dazu die Einbettung ¢s : X — X x S. Wegen ¢ (Fy, hs) = c1(F,h)|, = ¢i(ci(F,h)) finden wir
durch Anwendung von Satz 3.5:

A= (fm/s (P ) A w*)) ©= [ (@@ @),
— [t A @) = [ Gt A 6 (5 )
X X

= /X Cl(Fsa hs) A ((71'1 o Ls)* (Wn_l) ) = /X Cl(FSa hs) A"t = deg(Fs)'

=idx

Wir haben also gezeigt, dass A(s) = deg(F;) fiir alle s € S gilt. Als néchstes berechnen wir unter
Ausnutzung, dass das Faserintegral geméfl Satz 3.4 mit der d&ufleren Ableitung kommutiert

d\ = d/ c1(F,h) Ny (w"il) = / d(c1(F,h) AT} (w”fl))
XxS/S XxS/S

- /Xxs/S (ww (W) + (=1)%er(F h) A d (7 (wnfl))>

_/)(XS/SCI(F,h)Aw;‘((%)“) — 0.

Dabei haben wir verwendet, dass ci(F, h) als Reprisentant einer Chern-Klasse und w als Kéh-
lerform von (X, g) jeweils d-geschlossen sind. Wir sehen also, dass die Funktion A und folglich
wegen A(s) = deg(Fs) auch s — deg(Fs) auf S lokal konstant ist. Damit ist der erste Teil der
Behauptung gezeigt. Der zweite Teil folgt nun direkt aus der Definition

deg(F%)
Fy) = )
/’L( ) rk(Fs)
da der Rang rk(Fs) wegen rk(Fy) = rk(F) fiir alle s € S unabhéngig von der Faser ist. O
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Indem wir alle bisherigen Resultate dieses Abschnittes zusammenfiihren, erhalten wir nun die
folgende Aussage, welche fiir unsere spétere Arbeit von zentraler Bedeutung ist:

Satz 3.12. Sei (X, g) eine kompakte Kdihlermannigfaltigkeit, S eine komplexe Mannigfaltigkeit
und (F,h) — X x S eine Familie von Hermite-Einstein- Vektorbindeln auf X mit den Hermite-
Einstein-Konstanten k(s) fir s € S. Dann ist die Funktion s — k(s) lokal konstant auf S.

Beweis. Wir bezeichnen die Ké&hlerform von (X, g) mit w. Dann folgt aus Proposition 3.10,
angewandt auf die Faser (Fj, hs) iber einem Punkt s € S:

_ k(Fy)
S S n—1 = 71‘ s / n.
/Xcl(F yhs) Aw Sy Xﬁ(s)w

Da (Fs, hs) in unserer Situation als Hermite-Einstein-Vektorbiindel vorausgesetzt wurde, ist £(s)
als Funktion auf X konstant und wir finden

deg(Fs) = /Xcl(FS,hs) AWt = tk(Fy)n(s) /Xw” = MVolg(X).

2mn 2mn
Wir erhalten also fiir £(s)

B 27 deg(Fs) 27
) = o) Vol,(X)  tk(Fy)  (n— 1)!V019(X)“(

Fy).

Da nach Satz 3.11 der Slope u(Fs) als Funktion auf S lokal konstant ist, folgt aus dieser Glei-

chung, dass auch die Abbildung s — «(s) lokal konstant auf S ist. O]
Als weitere unmittelbare Konsequenz erhalten wir aulerdem folgendes Resultat:

Satz 3.13. Sei (X, g) eine kompakte Kdihlermannigfaltigkeit, S eine komplexe Mannigfaltigkeit
und (F,h) — X x S eine Familie von hermiteschen, holomorphen Vektorbiindeln auf X. Dann
gilt: Ist dim X =1, so ist die Fuler-Poincaré-Charakteristik

dim X
X(X7Fs) = Z (_1)j dimHj(Xao(Fs))
j=0

als Funktion auf S lokal konstant.

Beweis. Fiir s € S liefert die Formel von Riemann-Roch auf der Faser zu s die Gleichung
X(X, Fs) = deg(Fs) + rk(Fs) (1 - g(X)) :

Da nach Satz 3.11 deg(Fs) und rk(F;) als Funktionen auf S lokal konstant sind und das Ge-
schlecht g(X) nur von X abhingt, muss auch x (X, Fs) als Funktion auf S lokal konstant sein. [

Die Voraussetzung, dass X eine Riemannsche Fliche ist, spielt fiir die Giiltigkeit dieser Aussa-
ge bekanntlich keine Rolle. Einen Beweis findet der Leser beispielsweise in [KS60]. Wir geben der
Vollsténdigkeit halber einen Beweis an, welcher auf einer direkten Verallgemeinerung der eben
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verwendeten Methode beruht. Zu diesem Zweck ist die Hirzebruch-Riemann-Roch-Formel erfor-

derlich und um diese notieren zu kénnen, erinnern wir zunichst kurz an den Chern-Charakter

sowie die Todd-Klasse eines holomorphen Vektorbiindels. Sei also £ — X ein holomorphes

Vektorbiindel mit hermitescher Metrik h auf der kompakten, komplexen Mannigfaltigkeit X.
Der Chern-Charakter ch(E) € H*(X,C) im Kohomologiering wird durch die Form

-1
tr | e —0 3.17
r<xp (%\/—1 )) (47
représentiert, wobei 2 die Kritmmung von (E, h) bezeichnet. Wegen der Graduierung
2n
=P H"(X,C)
k=0
des Kohomologierings zerfillt ch(E) in homogene Bestandteile

ch(E) = chg(E) + ...+ ch,(E) mit chy(E) e H*(X,C). (3.18)

Repréasentanten dieser Bestandteile sind jeweils gegeben durch

chy(F) = E (%W) Z@JlA@ﬂ’ SNCAAR (3.19)

Fiir Hintergriinde und ausfiihrliche Rechnungen vergleiche man [Kb87].
Um die Todd-Klassen des Vektorbiindels E definieren zu kénnen, fithren wir zunéchst folgende
formale Potenzreihenentwicklung durch:

det(tB
det(id — exp(— Z Fe(B)E. (3:20)

Mit den durch diese Entwicklung eindeutig bestimmten homogenen Polynomen P, werden nun
die Todd-Klassen von E definiert:

td(E) := [Pk< Q)} e H**(X,C). (3.21)

-1
21/ —1
Die totale Todd-Klasse ist dann wieder gegeben durch

td(E) :==tdo(E) +td1(E) + ... € H*(X,C). (3.22)

Fiir die Mannigfaltigkeit X selbst werden die Todd-Klassen td(X) und td(X) als Todd-Klassen
des Tangentialbiindels von X definiert, indem man irgendeine hermitesche Metrik wéhlt. Fiir
weitere Details vergleiche man [Hu04].

Mit diesen Definitionen kénnen wir nun folgende Verallgemeinerung der Formel von Riemann-
Roch zitieren (vergleiche beispielsweise [Hu04)):
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Theorem 3.14 (Hirzebruch-Riemann-Roch). Sei X eine kompakte, komplexe Mannigfaltigkeit
der Dimension n und E — X ein holomorphes Vektorbiindel. Dann gilt

V(X E) = /X (ch(E) - td(X)),, -

wobei nur der Formenanteil des maximalen Grades 2n zu integrieren ist.
Damit kénnen wir schlielich die angesprochene Verallgemeinerung von Satz 3.13 beweisen:

Satz 3.15. Sei (X, g) eine kompakte Kdihlermannigfaltigkeit, S eine komplexe Mannigfaltigkeit
und (F,h) — X x S eine Familie von hermiteschen, holomorphen Vektorbiindeln auf X. Dann
ist die Euler-Poincaré-Charakteristik der Fasern

dim X
X(XyFs) = Z (_1)j dimHj(Xao(Fs))
=0

als Funktion auf S lokal konstant.
Beweis. Bezeichne Q € T (X x S, A (End(F))) die Kriimmung von h. Mittels einer lokalen
Rechnung erhalten wir aus (3.19) fiir alle s € S und 0 < k < n die Gleichung chy(F')|, = chy(Fy)
fiir die Représentanten der Chern-Charaktere. Da ferner stets

chy(F) € T (X x S, A% (X x S)) sowie td,_g(X) €T (X, A2n=F) (X))
gilt, folgt, indem wir mit der Projektion m; : X x S — X die Abkiirzung

g = T (bdp_p(X)) €T (X x S, AXnK) (X x 5))

vereinbaren, die Beziehung

chy(F) Awyp €T (X x S, A2k+2(n=k) (x » 5)> =T (X x S, A% (X x 5)).

Da es sich stets um 2n-Formen handelt, kénnen wir das Faserintegral dieser Differentialformen
bilden und erhalten mit

fr = / Chk(F) ANwp_ €T (S, A° (S))
XxS5/S

jeweils eine glatte Funktion auf S. In einem beliebigen Punkt s € S berechnen wir mit Satz 3.5
fiir diese Funktionen:

Fu(s) = ( /X XS/Schk(F)/\wn_k> (s) = /X 2 (chi(F) A wn_g) = / (0 (chie(F)) A (2 (i)

X

:/ Chk(F)’s/\(ﬂ'lobs)*(tdnk(X))):/ Chk(Fs)/\tdn,k(X).
X X
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Wir haben also gezeigt, dass
fr(s) = / chy (Fs) A tdy—k(X) fir alle s€ Sund 0 < k < n
X

gilt. Mit der Hirzebruch-Riemann-Roch-Formel aus Theorem 3.14 erhalten wir nun fiir jeden
beliebigen Punkt s € S

kzo fu(s) = /X kzochk(Fs)/\tdn_k(X): /X (ch(Fy) - td(X)),, = x(X, Fy),

also finden wir fiir die Euler-Poincaré-Charakteristik der Fasern die Gleichung
n
X(X, Fs) = ka(s) fiir alle s € S.
k=0

Mit diesen Vorbereitungen berechnen wir schliellich mit Satz 3.4:

dx(X,F,) =d (kzzo fk> = kZ:Od (/XXS/S chi(F) A wnk>

[ ) AR () -

n

>/ e L) AT (1 (X))

k=0 k=0
) kzzo/xxm (tgctu(r) D) Amiledo GO (1) ey (F) A d (f (1 x(X))) )
N 12k, - _o.
= kZO/XxS/S( 1)*"chg(F) Ay (dtd,—x(X)) =0

=0

Dabei haben wir benutzt, dass die beiden Faktoren verschwinden miissen, da es sich jeweils um
Repréasentanten von Kohomologieklassen in einer de Rham-Kohomologie handelt. Es gilt also
dx (X, Fs) =0, so dass s — x(X, Fs) als Funktion auf S lokal konstant ist. O

3.4. Die Kodaira-Spencer-Abbildung fiir Familien holomorpher
Vektorbiindel

In diesem Abschnitt konstruieren wir die Kodaira-Spencer-Abbildung fiir Familien holomorpher
Vektorbiindel, welche es ermoglicht, infinitesimale Deformationen fester Biindel zu beschreiben.
Auflerdem leiten wir zumindest fiir Familien hermitescher, holomorpher Vektorbiindel konkrete
Représentanten fiir ihre Darstellung in der Dolbeault-Kohomologie her. Wir wiederholen zu
Beginn kurz die Kohomologietheorie von Garben abelscher Gruppen auf einem parakompakten
Hausdorffraum nach Cech, um unsere Notation diesbeziiglich festzulegen. Dazu orientieren wir
uns an der Vorgehensweise aus [MKT71].
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Es sei also zundchst X ein parakompakter Hausdorffraum und F eine Garbe abelscher Grup-
pen auf X. Weiter fixieren wir mit & = {U; }jc eine lokal endliche, offene Uberdeckung von X
und definieren fiir ¢ > 0 eine g-Kokette beziiglich der Uberdeckung U als Familie o = {0j0...54}
von Schnitten oj,.5, € T (Ujo n...NnUj, .7:), welche schiefsymmetrisch in den jo, ..., j, sind,
die also

Tjroyiriay = sgn(7)oj,..j, firalle 7€ Gyp

erfiillen. Wir bezeichnen die Menge aller solchen g-Koketten beziiglich der Uberdeckung & mit
C%(U, F) und bemerken, dass es sich dabei um eine abelsche Gruppe handelt, wenn die Grup-
penverkniipfungen von I’ (Uj0 n...nU;,, F ) elementweise iibernommen werden. Als néchstes
definieren wir eine Korandabbildung

q+1
6:CIUF) — CTTHUF) durch 6(0)jo. joun = ) (D) oy = S
Jo' J

k=0 g+1

Damit ist § ein Gruppenhomomorphismus, welcher § o § = 0 erfiillt, und folglich erhalten wir
insgesamt einen Kokettenkomplex beziiglich der Uberdeckung U:

OuF) LU F) . S onu,F) S et U, F) s L (3.23)

Wir kénnen also die Kohomologie von F beziiglich der Uberdeckung U als Kohomologie dieses
Kokettenkomplexes definieren, d.h. vermoge der Untergruppen

29U, F) = kern(CUU, F) -2 TN U, F)),  BIU,F) = im(CT U, F) -2 cuU, F))

der g-Kozykel sowie der ¢-Kordnder wird die g-te Kohomologiegruppe von F beziiglich U definiert
durch:
HY U, F) = Zq(uv]:)/Bq(u’]:) . (3.24)

Wir haben hiermit zu jeder lokal endlichen, offenen Uberdeckung & von X eine Kohomologie
von F beziiglich der Uberdeckung konstruiert.

Sind nun V = {V;}iey und U = {U;} e zwei solche Uberdeckungen, dann nennen wir V eine
Verfeinerung von U, falls es eine Abbildung s : I — J gibt, so dass V; C Uy fiir alle ¢ € 1
gilt. In diesem Fall schreiben wir &/ < V und wir stellen fest, dass < eine Halbordnung auf der
Menge Uy aller lokal endlichen, offenen Uberdeckungen von X ist. Da wir fiir alle V,U € $lx
eine gemeinsame Verfeinerung W € Ux mit V < W sowie U < W konstruieren konnen, ist
(Ux, <) sogar eine gerichtete Menge. Sind nun zwei Elemente V = {V;},c; und U = {U;}cs aus
Uy mit U <V vermoge s : I — J gegeben, dann definieren wir eine Abbildung

ms 1 CIU, F) — CI(V, F) durch  75(0)ig...iy = Ts(ig)...s(iq)

VgV ° (3.25)
Wegen U < V ist w5 wohldefiniert und man iiberlegt sich leicht, dass diese Abbildung sogar ein
Gruppenhomomorphismus mit é o 7y = 75 0 ¢ ist und folglich Anlass zu einem Gruppenhomo-
morphismus

i HIU, F) — HI(V, F) (3.26)
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gibt. Auflerdem iiberzeugt man sich davon, dass dieser Homomorphismus auf der Kohomologie
nicht von der Abbildung s abhéngt, beziiglich welcher U <V gilt.

Zusammenfassend ist (x, <) eine gerichtete Menge und fiir jedes feste ¢ > 0 ist jedem
U € iy die abelsche Gruppe HY(U, F) zugeordnet, wobei jeweils zu U,V € Uy mit U < V ein
Gruppenhomomorphismus 77%’)’ zwischen den U/ und V zugeordneten abelschen Gruppen existiert.
Da man fiir diese Homomorphismen miihelos die Identitéten

H =id fiir alle U € Ly,
il = mh o s fiir alle U, V, W € Ux mit U <V < W

nachweist, liegt insgesamt ein gerichtetes System abelscher Gruppen vor. Es existiert also stets
der direkte Limes
HYX,F):= hg HYU,F) (3.27)
Uesilx

und dieser ist eine abelsche Gruppe, die g-te Cechkohomologiegruppe mit Werten in F.

Wir wollen kurz einsehen, dass H4(X, -) fiir jedes ¢ > 0 ein kovarianter Funktor der Kategorie
der Garben abelscher Gruppen iiber X in die Kategorie der abelschen Gruppen ist und miissen
zu diesem Zweck noch angeben, wie H4(X, -) auf Morphismen wirkt. Sei also f : F — G ein
Morphismus zwischen zwei Garben abelscher Gruppen. Ist fiir eine feste Uberdeckung U € $lx
eine Kokette o = {oj,..j,} € C{U,F) mit ;.5 € T (Uj,N...NUj,,F) gegeben, dann ist
jeweils fooj, 4, €T (Ujo n...NUj, g), so dass wir eine Abbildung

Cq(u,]-") — Cq(u, Q) mittels {Uj0-~~jq} — {f o 0j0~~-jq}

erhalten. Da diese die Gruppenstrukturen resprektiert und ferner mit den Korandabbildungen
kommutiert, ist sie ein Komplexhomomorphismus und gibt damit Anlass zu einer Abbildung

fu:H'U,F)— HYU,G)

auf der Ebene der Kohomologie dieser Kokettenkomplexe beziiglich ¢. Sind nun U,V € Ux mit
U <V gegeben, dann rechnet man nach, dass das Diagramm

HIWU, F) —“ 59U, )
HI(V, F) —* H9(V,G)

kommutiert. Die Familie { fi/}ycu, ist also ein Homomorphismus gerichteter Systeme abelscher
Gruppen und induziert entsprechend einen Homomorphismus

HYX, f): HY(X, F) = lig HYU,F) — lim H'U,G) = HY(X,G) (3.28)
Uesilx Ueilx

der direkten Limiten dieser Systeme. Man iiberzeugt sich unmittelbar davon, dass H?(X, )
damit tatséchlich ein kovarianter Funktor ist.
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Da wir X als parakompakten Hausdorffraum vorausgesetzt haben, kann man nachweisen, dass
die fiir ¢ > 0 konstruierten Funktoren H4(X, -) von der Kategorie der Garben abelscher Gruppen
iiber X in die Kategorie der abelschen Gruppen die Axiome einer Garbenkohomologietheorie auf
X erfiillen. Wegen der Einzigkeit dieser Kohomologietheorie bis auf Isomorphie ist diese Theorie
folglich zu allen anderen Anséitzen, wie etwa der Garbenkohomologie mit welken Auflésungen,
isomorph. Wir haben den Ansatz nach Cech gewihlt, da er sich gut zum konkreten Rechnen
mit der Kohomologie eignet und verweisen wegen weiterer Details auf [GR65].

Nachdem wir unsere Notationen zur Cech-Kohomologie festgelegt haben, kommen wir zur
Konstruktion der Kodaira-Spencer-Abbildung nach [FK74]. Dazu sei von nun an X eine kom-
pakte, komplexe Mannigfaltigkeit, S eine komplexe Mannigfaltigkeit und 7 : FF — X X S eine
Familie holomorpher Vektorbiindel vom Rang r auf X, parametrisiert durch S. In einem festen
Punkt sy € S des Parameterraums ist die Kodaira-Spencer-Abbildung von der Form

pso : TsyS — HY(X,0 (End(F,,))), (3.29)

wobei T,.S den holomorphen Tangentialraum von S in sy bezeichnet. Zunéchst kénnen wir ganz
analog zu 3.1 gute Trivialisierungen fiir die vorgelegte Familie konstruieren, wobei wir in diesem
Zusammenhang darauf verzichten, die konstruierten Mengen durch geeignete Verkleinerung als
holomorphe Koordinatenumgebungen auf X beziehungsweise S vorauszusetzen. Wir halten also
fest: Unter einer guten Trivialisierung verstehen wir eine endliche Uberdeckung {U;}jes von
X durch offene Mengen U; und eine offene Menge V' C S mit sg € V, so dass die Familie
7 F — X x 8 jeweils iiber U; x V vermoge f; : 71 (U; x V) — (U; x V) x C" trivialisiert
werden kann. In dieser Situation wird F|xxy — X x V lokal durch die Transitionsfunktionen
fik + (U x V)N (Uy x V) — GL(r,C) mit fjx((2,t)) = w20 fj o f; ' ((z,t),-) beschrieben.
AuBerdem kann fiir ¢ € V die Faser 7’ : F; — X, wie mit Proposition 3.3 gezeigt, jeweils iiber
U;j vermoge f(t) : (7')"H(U;) — U; x C" mit (z,e) — (z,m2(f;(e))) trivialisiert werden und fiir
die zugehorigen Transitionsfunktionen fj;(t) : U; N U, — GL(r, C) gilt fx(t)(x) = fjr(x,t). Die
Bezeichnungen einer solchen guten Trivialisierung fassen wir in einem Diagramm der Gestalt

Fi(t i
Uj XCT(L Ft’Uj F|Uj><V — (U x V) xCr

LT

Uj L) U j X 14
zusammen. Sei nun v € TS ein Tangentialvektor. Wir kénnen v als Derivation der C-Algebra

Ossp = lim T (W,0(S)) (3.30)
wcs
SpEW
auffassen, d.h. als C-lineare Abbildung Og s, — C mit v(f - g) = v(f) - g(s0) + f(s0) - v(g). Fiir
einen festen Punkt « € U;NU}, betrachten wir die holomorphe Funktion V- — C™", t — fjr(x,t).
Indem wir die Derivation v komponentenweise anwenden, erhalten wir die auf U; N U}, offenbar
holomorphe Funktion
U;nUp — c T, xr — U(fjk(.%, . )) (3.31)
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Von dieser Beobachtung ausgehend definieren wir nun
vjk : (UjNU,) x C" — (U;NUR) x C", (x,e) — (z,v(fir(z, -)) - €)
und erhalten damit zu dem anfangs gewdhlten Tangentialvektor v € Ty S vermoge

oji = fi(s0) " o vk o fr(s0) (3.32)

einen Endomorphismus o, € I' (U; N U, O (End(F,))). Da es fiir das Rechnen mit diesen
Endomorphismen wesentlich ist, weisen wir noch einmal explizit darauf hin, dass mit dieser
Definition die in (3.31) angegebene Funktion eine Koordinatendarstellung von oj;, beziiglich
fr(s0)-Koordinaten auf dem Definitionsbereich und f;(so)-Koordinaten auf dem Bildbereich des
Endomorphismus ist. Diese Koordinaten bezeichnen wir kurz als (f; fx)-Koordinaten. Lesen wir
jetzt die Gleichung fjr(x,t) fi;j(x,t) = id aus (2.3) als Gleichung fiir Funktionen in ¢ € V, dann
erhalten wir fiir alle z € U; N U},

0 = v(fjr(x, ) frj(, s0) + fin(w, s0)v(frj(z,-))

und damit durch Umformen

v(frj(w,7) = = Fi (@, 80)0(fin (@, ) g (2, 80) = = fuj (2, s0)0(fin(@, ) frj (@, 50).  (3.33)

Wir schreiben nun den Endomorphismus oy; durch entsprechende Koordinatentransformation
der Darstellung in (f;f;j)-Koordinaten, welche wir aus (3.31) durch Vertauschen der Indizes
erhalten, lokal in (f; fx)-Koordinaten um und finden dabei mit obiger Gleichung (3.33)

fin(@, so)v(fuj(@, ) fie(@, s0) = —v(fik(,-)),
also gerade die Koordinatendarstellung von —o ;. Damit ist gezeigt, dass fiir alle Indizes stets
orj = —0oj gilt. Mit ¢ = {oj;} ist folglich o € C'(U, O (End(Fy,)) eine 1-Kokette und wir
behaupten, dass do = 0 gilt, d.h. dass ¢ € Z1 (U, O (End(Fs,)) sogar ein 1-Kozykel ist. Um dies

nachzuweisen schlieen wir fiir € U; N Uy, N U mit der Identitét fji(x,t) fui(x,t) fi;(x,t) =id
aus (2.3) durch Anwenden der Derivation v auf die Beziehung

0 = v(fix(z,") fr(z, s0) fij(z, 50) + fin(z, s0)v(fra(, ) fij (2, 50) + fin(x, s0) fra (@, so)v( fij(z, ).

Setzen wir noch die Gleichung v(f;(x,-)) = —fij(x, so)v(fj(x,))fij(x, s0), welche analog zu
(3.33) fiir x € U; N U giiltig ist, in dieses Ergebnis ein, dann finden wir:

0 = v(fi(x, ") fra(x, s0) fi (%, 80) + fix(z, s0)v(fri(z, ) fij(=, s0)
— fin(, 50) fr(, s50) fi; (2, s0)v(fiu(x, ) fi; (z, s0)
= v(fir(z, ) frj (@, s0) + fir(x, so)v(fu(x, ) f1;(x, s0) — v(fu(z,-)) fij(z, so).
Der entstandene Ausdruck entspricht nun aber der Darstellung des auf U; N U, N U; definierten

Endomorphismus oy — 051 + 0 in (f;fj)-Koordinaten, so dass (60)jk = op — 0j1 + 0 = 0
und damit wie behauptet do = 0 gilt. o ist also tatséchlich ein 1-Kozykel.
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Insgesamt haben wir zu jedem holomorphen Tangentialvektor v € T, S im Punkt sg einen
1-Kozykel o(v) € Z1(U,O (End(Fs,)) beziiglich einer guten Trivialisierung konstruiert. Dieser
induziert ein Element

pso(v) € H' (X, O (End(Fy,))) (3.34)

in der Kohomologie. Wir miissen jetzt noch zeigen, dass dieses Element nicht von der Wahl der
guten Trivialisierung unserer Konstruktion abhéngt. Dazu gehen wir in mehreren Schritten vor,
wobei wir stets einen festen Tangentialvektor v € TS betrachten.

Zunichst zeigen wir, dass das konstruierte Element in der Kohomologie nicht von der Wahl
der Trivialisierung bei festen unterliegenden Mengen abhingt. Es seien also zwei gute Triviali-
sierungen mit denselben unterliegenden Mengen

Fi(t i
Uj XCT(L Ft’Uj F|Uj><V — (U x V) xC"

T ™2
i T
v v
Lt

Uj*)UjXV

AN

T2 T2
T T
- 90 B r 9; ,
UjX(C — t’Uj ’U].Xv*)(UjXV)X(C

gegeben. Gemifl unserer Konstruktion geben diese Trivialisierungen Anlass zu den 1-Kozykeln
o = {o} € Z'(U,0 (End(Fy,)) sowie 7 = {rjx} € Z' (U, O (End(F},)), wobei o) in (f;fr)-
Koordinaten durch die Funktion U; N U, — C™" mit « — v(fjr(x,-)) und 75 in (gjgx)-
Koordinaten durch U; NU, — C™" mit « — v(g;jx(z,-)) beschrieben wird. Es geniigt zu zeigen,
dass es eine 0-Kokette u € C°(U, O (End(Fy,)) gibt, so dass ¢ = 7+ gilt, da in diesem Fall von
o und 7 dasselbe Element in der Kohomologie H'(X, O (End(F},))) induziert wird. Zunichst
vereinbaren wir fiir den Koordinatenwechsel von g;- in fj-Koordinaten die Abbildung

(f9); :U; xV — GL(r,C) mit (fg);((x,t)) =m0 f; ogj_l((x,t), ) (3.35)
und analog bezeichne (gf); den Koordinatenwechsel von fj- in g;-Koordinaten. Ferner sei
wj:UjxC— Uy xC, (2,e) — (z,—v((f9);(x,))(9f)i(z, 50) - €)
und damit erhalten wir einen Endomorphismus iiber U; vermdoge
i = fi(s0) " owj o fi(so) € T (Uj, 0 (End(Fy,))), (3.36)

wobei p; nach dieser Definition in (f;f;)-Koordinaten durch = — —v((fg);(z,-))(9f);(z, s0)
beschrieben wird. Wir behaupten nun, dass fiir die durch g = {u;} definierte 0-Kokette die
Gleichung o = 7446 gilt. Den Nachweis fithren wir in ( f; f;)-Koordinaten und in diesen erhalten
wir zunéchst fiir den Endomorphismus (dp)x = px — p; folgende Darstellung:

= fir(@, 50)0((Fg)k (@, )) (9 )k (2, 50) +0((f9) () (9.f)j (2, 50) fin(, 50)- (3.37)
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Um diesen Ausdruck umzuformen, notieren wir einerseits die Gleichung

(91)j(x,50) (2, 80) = gjr(z, 50)(9.f )k (2, 50), (3.38)

welche aus einer einfachen Rechnung folgt und lediglich zwei verschiedene Schreibweisen des Ko-
ordinatenwechsels von fi- in gj-Koordinaten darstellt. Andererseits erhalten wir aus der Identitét
(9f)k(x,t)(fg)k(z,t) = id durch Anwenden von v:

v((f9)k(,-)) = =(f9)k(@, s0)v((gf)k (@, ) (f9)r(2, s0)- (3.39)

Setzen wir beide Gleichungen (3.38) und (3.39) in die lokale Darstellung von (du);x aus (3.37)
ein, so erhalten wir in (f; f)-Koordinaten:

v((£9);(x: ) g (2, 50) (9. )k (2, 50) + ik (@, 50) (f9)n(, s0) (9 )k (2; ) (f9)k(, 50)(9f)k(, s0)

=v((f9);(@, ) gjr(x, 50) (9. )z, s0) + (f9);(z, 50)gjk(z, 50)v((9f)k(2, ). (3.40)
Wir halten fest, dass 75, in (f; fi)-Koordinaten durch
(f9);(z, s0)v(gj(z, ) (9f)k(z, 50) (3.41)

beschrieben wird, und berechnen mit der Identitét

fjk(l‘v t) = (fg)j(x> t)gjk(wa t)(gf)k(xv t)

fiir die lokale Darstellung von oj;, in (f; fi)-Koordinaten

v(fin(z,-)) = (fg9);(x, s0)v(gjr(z, ) (g )z, s0) +v((fg);(x, ) gz, 50)(g.f )k, s0)
+ (f9)j (7, s0)gjr(x, s0)v((gf)k(z, ).

Indem wir dieses Ergebnis mit den Darstellungen von (0u);r aus (3.40) und 7, aus (3.41)
vergleichen, finden wir o, = 75,4 (6 ) j. Da dies fiir alle Indizes gilt, haben wir die erforderliche
Gleichung o = 7 + du nachgewiesen.

Als néchstes zeigen wir, dass die konstruierte Kohomologieklasse unter geeigneten Verfeine-
rungen einer guten Trivialisierung stets erhalten bleibt. Es sei also wieder

Uixe PRl Fly ey s (U x V) xC

G

U — U xV

eine gute Trivialisierung sowie ferner V! C V C S eine offene Teilmenge mit sp € V’ und
W = {W;}ier eine Verfeinerung der Uberdeckung U = {U;}jes von X vermdge der Abbil-
dung s : I — J. Offenbar kann dann F© — X x S jeweils iiber den Mengen W; x V' mit-
tels der Einschrinkung fs(i)|,r_1(Win/) trivialisiert werden, so dass wir erneut eine gute Tri-
vialisierung erhalten, welche wir als Verfeinerung der gegebenen guten Trivialisierung ansehen.
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Wir zeigen nun, dass der mit dieser verfeinerten guten Trivialisierung konstruierte 1-Kozykel
7 = {m} € Z'(W, O (End(Fy,)) dieselbe Kohomologieklasse induziert, wie der mit der ur-
spriinglichen guten Trivialisierung konstruierte 1-Kozykel o = {0} € Z'(U,O (End(Fy,)).
Dazu geniigt es festzuhalten, dass aus der Konstruktion der verfeinerten guten Trivialisierung
fiir die Abbildung

ms : CH (U, O (End(Fy,))) — C1(W, O (End(Fy,)))

aus (3.25) die Gleichung 7s(o) = 7 folgt. Diese bedeutet auf Ebene der Kohomologie beziiglich
der Uberdeckungen von X gerade die Identitéit 7{,([0]) = [r] € HY(W, O (End(Fy,))), womit die
in der Garbenkohomologie H'(X, O (End(F},))) induzierten Kohomologieklassen gleich sind.

Mit dieser Vorbereitung folgt die Wohldefiniertheit unmittelbar: Sind zwei gute Trivialisierun-
gen gegeben, dann konstruieren wir eine gemeinsame Verfeinerung, indem wir eine gemeinsame
Verfeinerung der Uberdeckungen von X wihlen sowie die offenen Umgebungen um so € S schnei-
den. Dann stimmen die von den guten Trivialisierungen induzierten Kohomologieklassen jeweils
mit der Kohomologieklasse der gemeinsamen Verfeinerung iiberein und sind damit gleich.

Wir haben also nachgewiesen, dass die Konstruktion von ps,(v) € HY(X,O (End(Fy,))) aus
(3.34) zu einem Tangentialvektor v € Ts,S unabhingig von der Wahl einer guten Trivialisierung
ist. Insgesamt ist damit die Kodaira-Spencer-Abbildung

Py : Toy'S — H'(X,0 (End(F.,)))

im Punkt so konstruiert. In [Ov92] wird eine Darstellung der Kodaira-Spencer-Abbildung her-
geleitet, welche fiir die Zwecke dieser Arbeit besser geeignet ist als die Definition durch Kozykel.
Sie basiert auf dem Dolbeault-Isomorphismus
kern(T (X, A% (End(F,,))) -2 T (X, A%2 (End(F,
Hl(X,O(EHd(FSO))) ~ ern( ( ( n ( O))) = ( ( n ( 0))))
im (T (X, A% (End(Fy,))) — T' (X, A% (End(Fy,))) )

und ermoglicht die Angabe von Reprisentanten der Kohomologieklassen durch die Kriimmung
Q, sofern eine Familie (F,h) — X x S hermitescher, holomorpher Vektorbiindel vorliegt. Da
wir fiir die Herleitung den Dolbeault-Isomorphismus explizit benétigen, wollen wir kurz an den
Beweis des Satzes von Dolbeault erinnern (vergleiche beispielsweise [MKT71]).

Theorem 3.16 (Dolbeault). Sei X eine kompleze Mannigfaltigkeit und E — X ein holomorphes
Vektorbiindel. Dann gilt fir alle p,q > 0:
d
kern(I" (X, AP4 (E I (X, Aratl (B
i, o () = KL CEAE) D1 (E)
im (T (X, AP~ (E)) = ' (X, A4 (E)))

Beweis. Es bezeichne n die Dimension von X. Zunéchst ist

0 — Q7 (B) — AP (B) -2 ApL(B) 25 .25 4pn (B) — 0

eine feine Auflosung. Wegen des Dolbeault-Lemmas (siehe beispielsweise [MKT71]) ist .47 (E) C
AP+ (E) gerade die Untergarbe der Keime differenzierbarer (p,q + 1)-Formen ¢ mit Werten
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3. Familien von Hermite-FEinstein- Vektorbiindeln

in B, welche ¢ = 0 erfiillen, d.h. der geschlossenen (p, ¢ + 1)-Formen mit Werten in E. Folglich
ist
H(X,0AP7H (B)) =T (X, 0AP7H(E)) = {¢ € T (X, AP (E)) | p = 0}

und wir kénnen die zu beweisende Aussage fiir alle p > 0, ¢ > 0 in der Form
HY(X, 0 (B)) = H(X 042971 (B) [y o, apat ()

schreiben. Von nun an sei p > 0 fixiert. Zunichst bemerken wir, dass die Aussage fiir ¢ = 0
trivial ist. Es geniigt somit, ¢ > 1 zu betrachten. In diesem Fall ist die Sequenz

0 — AP (B) -5 AP (B) -2 §API (E) — 0
offenbar exakt, so dass wir eine lange exakte Sequenz

0 — HO(X, 04791 (E)) - HO(X, A7 (E)) 25 HO(X, 847 (E))

O HY(X, AP (B)) - HY(X, AP (B)) - ., (3.42)

wobei §* jeweils die Verbindungshomomorphismen bezeichnet, erhalten. Da AP4 (E) eine feine
Garbe ist, folgt H*(X, AP (E)) = 0 fiir alle k£ > 1. Insbesondere ist also H'(X, AP (E)) = 0,
so dass wir fiir alle ¢ > 1 die exakte Sequenz

0 — HO(X, AP~ (E)) -5 HO(X, AP (E)) -2 HO(X, AP (E))
O HY(X, AP (E)) — 0

erhalten. Aus dem Homomorphiesatz folgt daher fiir ¢ > 1
HY(X,0AP9 1 (B)) ~ HY(X,0AP (E)) /5 HO(X, AP (E)) (3.43)

und wir sehen, dass dieser Isomorphismus im Wesentlichen vom Verbindungshomomorphismus
0* vermittelt wird. Aus (3.42) konnen wir aber noch mehr gewinnen, denn fiir £ > 2 finden wir
in dieser Sequenz den Ausschnitt

. — HFU(X, AP9(E)) — HY(X, 0479 (E)) 25 HY(X, 0477 (E))

=0
— HYX, AP (E)) — ...,

=0

so dass .
0 — H"1(X,0474(E)) 2 H¥(X,04P971 (E)) — 0

eine exakte Sequenz ist. Wir schlielen also auf

H*Y(X,0AP(E)) ~ H*(X,0AP9 1 (E))  fiir alle k > 2 und ¢ > 1 (3.44)
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und erneut wird der Isomorphismus vom jeweiligen Verbindungshomomorphismus §* vermittelt.
Nun betrachten wir die exakte Sequenz

0— QP (B) -5 AP0 (E) -2 9470 (B) — 0,
welche zur langen exakten Kohomologiesequenz

0 — HOX, QP (E)) - HO(X, AP0 (E)) N HY(X,0AP° (E))
O HY(X, QP (B)) — HY(X, AP (B)) 2 .. (3.45)

=0

Anlass gibt. Der Homomorphiesatz liefert nun zunéchst mit
HY(X, QP (E)) ~ HO(X,0AP0 (E>)/5HO(X, AP0 (E))

die behauptete Aussage im Fall ¢ = 1, wobei der Isomorphismus durch den Verbindungshomo-
morphismus ¢* vermittelt wird. Auflerdem enthélt die Sequenz (3.45) fiir £ > 2 den Ausschnitt

... — HF (X, AP0 (B)) — HYY(X, 0470 (E)) 5 HY(X, QP (E))

=0
— HYX, APV (B) — ...

=0

Damit gilt
HY1(X,0AP° (E)) ~ H*(X, QP (E))  fiir alle k > 2 (3.46)

vermdoge ¢*. Ist nun also k > 2 beliebig, dann schlieflen wir:

(3.46) (3.44)

H*(X, 0P (E)) H*1(X,0AP° (E)) H*2(X,0AP! (E))

3.44 3.44 - 3.43 A Apk—
G40 o H'(X,0AP*2(E)) G HO(X, 0APH! (E))/éHO(X’ APF=L(E))
Dies zeigt die behauptete Gleichung fiir alle g > 2. O

Der Beweis zeigt, dass die Dolbeault-Isomorphismen im Wesentlichen durch Verbindungsho-
momorphismen induziert werden. Besonders einfach ist der Fall ¢ = 1, welcher fiir uns relevant
ist. Hier zeigt der Beweis, dass fiir ein holomorphes Vektorbiindel £ — X der Isomorphismus

HY(X,0(E)) = H'(X,Q° (E)) ~ H(X,0A%° (E))/5H0(X, A% (E)) (3.47)

unmittelbar vom Verbindungshomomorphismus H°(X, 0.A%° (E)) LNy 2 (X,Q%(E)) der langen
exakten Kohomologiesequenz zu

0— Q0 (E) - A% (B) 25 5490 (B) — 0
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3. Familien von Hermite-FEinstein- Vektorbiindeln

induziert wird. Wir beschreiben die Konstruktion dieses Verbindungshomomorphismus §* nun
explizit, um die Umkehrung und damit obigen Dolbeault-Isomorphismus konstruieren zu kénnen.

Es sei also
[O’] c HO(X, 5./40’0 (E))/SHO(X, A0,0 (E))

mit Repriisentanten o € HY(X,0A%° (E)) gegeben. Wir wollen das entsprechende Element
§*(0) € HY(X,Q°(F)) durch einen 1-Kozykel beschreiben. Wegen ¢ € H°(X,0A%° (E)) =
I'(X,04°%(E)) ist 0 € T (X, A% (E)) eine (0,1)-Form mit do = 0. Aus dem Dolbeault-
Lemma folgt nun, dass es fiir jedes y € X eine Umgebung y € U, C X und eine differenzier-
bare (0,0)-Form 7, € T' (Uy, A (E)) mit 97, = o|y, gibt. Nach eventuellem Verfeinern der
Uberdeckung {U, |y € X} und entsprechendem Einschrénken der 7, finden wir also eine lokal
endliche Uberdeckung U = {U;} von X und Formen 7; € T (U;, A% (E)) mit 07; = o|y,. Wir
definieren ¢ := {7;} € C°(U, A°? (E)) und erhalten éc € C* (U, A" (E)) mit (§¢);r = 7 — 7; auf
U; N Uy, d.h. (6¢)j, € T (Uj N Uk, A% (E)). Wegen

5(50)3'16 = 5(7% — Tj) = 6Tk — 57']' = O"Uijk — O'|Uij,c = 0

gilt sogar (d¢)jx € T (U; NU, Q° (E)) und damit a := §c € C1(U,Q° (E)). Fiir diesen Kozy-
kel gilt (vergleiche beispielsweise die Konstruktion der Verbindungshomomorphismen der Cech-
Kohomologie in [MK71]): 6*(c) = [a] € HY(X, Q" (E)).

Fiir den inversen Homomorphismus sei ein ¢ € H'(X,0Q°(E)) gegeben und beziiglich ei-
ner lokal endlichen Uberdeckung ¢/ = {U;} von X repriisentiert durch den 1-Kozykel {c;;} €
CHU,Q° (E)). Wir wihlen ein 7 € C°U, A% (E)), d.h. Schnitte 7; € T (U;, A* (E)) des
Biindels E, mit 67 = ¢, also ¢jp = 7 — 7; auf U; N Uy. Dabei ist klar, dass diese Wahl an
die jeweilige konkrete Situation angepasst erfolgen muss und eventuell schwierig ist. Mit einem
solchen 7 berechnen wir dann wegen cj;, € I' (Uj N U, Q° (E)) die Identitét 5(Tk—Tj) = 5cjk =0.
Also erhalten wir O7, = 573- auf U;NU), und damit gibt esein o € I’ (X , AOL (E)) mit O, = alu,
fiir alle k. Insbesondere ist do = 0 und somit o € I' (X, A% (E)). Durchlaufen wir die oben
angegebene Konstruktion, so sehen wir, dass 6*(0) = ¢ gilt. Wir haben also gezeigt, dass

HY(X, Q0 (E)) — HO(X,0A% (E))/5H0(X, A0 (B, e o] (3.48)

der gesuchte Isomorphismus ist.
Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir nun das Resultat {iber die Darstellung der Kodaira-
Spencer-Abbildung in der Dolbeault-Kohomologie von O (End(Fj,)) beweisen.

Theorem 3.17 ([Ov92]). Es sei X eine kompakte, komplexe Mannigfaltigkeit, S eine kompleze
Mannigfaltigkeit und (F,h) — X x S eine Familie hermitescher, holomorpher Vektorbiindel
auf X. Ferner sei Q € T' (X x S, AY (End(F))) die Kriimmung von h. Ist nun sy € S und
v e T (V,O(TS)) ein holomorphes Vektorfeld auf V- C S mit so € V, dann kann die Kodaira-
Spencer-Abbildung ps, : TsyS — HY(X,O (End(Fy,))) folgendermapen berechnet werden:

pro(0lyy) = [~ (029, ]

Dabei interpretieren wir v vermdge des horizontalen Lifts als holomorphes Vektorfeld auf X x S.
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Beweis. Wir arbeiten mit einer guten Trivialisierung

Uy xcr & Fily, Fly, v RELEN Uj x V) xC

i m
Uj— 5 U;xV
wobei wir ohne Einschrankung davon ausgehen konnen, dass das gegebene Vektorfeld v auf der

Menge V' dieser Trivialisierung definiert ist und ferner, dass die U; Koordinatenumgebungen
auf X mit Koordinaten z! 2 sowie V eine Koordinatenumgebung auf S mit Koordinaten

HIRRRNE

s', ..., s™ ist. Wir iibernehmen diesbeziiglich die entsprechenden Notationen aus 3.1. Wegen der

Linearitét aller beteiligten Abbildungen geniigt es auflerdem, die Behauptung fiir ein Koordina-
o

tenvektorfeld v = 3T mit 1 <1 < m zu beweisen.

In dieser Situation kénnen wir ps,(v|s,) € H*(X,O (End(Fs,))) durch den 1-Kozykel o =
{o} € ZY(U,O (End(Fy,))) représentieren, wobei oj; in (f;jfx)-Koordinaten gemafi (3.31)
durch die Funktion

0
UNU, — C™7, T — 54l fir(x,-) (3.49)
50

beschrieben wird. Wir miissen den Dolbeault-Isomorphismus durchlaufen, wie wir es eben erliau-
tert haben. Die Hauptschwierigkeit besteht also in der Konstruktion eines geeigneten 7. Dazu
betrachten wir auf U; x V' die Christoffelsymbole F? o = 2or th Oihj o7 von (F, h). Wir definieren
nun

M;:U; — C™7, T — (Fg’lg(:n,so))p, ((Oyhj(, s0)) h; Yz, so))t
sowie m; : U; x C" — U; x C" durch (z,e) — (z, M;(x) - e) und damit:
Tj = f;l(so) omjo fj(sg) €T (Uj, A%0 (End(FsO))) .

Die Koordinatendarstellung des Endomorphismus 7; ist in (f; f;)-Koordinaten also gerade durch
M, gegeben. Es ist 7 := {r;} € CO(U, A" (End( SO))) und wir interessieren uns fiir é7. Auf
(UjNUy) x V haben wir mit hy, = f h; f]k sowie h = fk] 1ka das Transformationsverhalten
der hermiteschen Metrik A. Damit berechnen wir auf U;n Uk

M) = ((@1he(, 50)) g (2 50))" = (00 (FichiTor) (2 50) Ty 500y, 50) fy (0 50) )
<(alf]k($ s0)hj(z, 50) fir(x, s0) + fir(x, s0)Ohj(x, s0) fix(x, s0)

+ fi (@, s0)hj (0, 50) O fir(x, 50) ) Fig (0, 50) b (, 50) f (s, 80)>t
=0

= (0ufLe s0)FEy ( 50) + £, 50)0uhs ( 50) 5 2 50) iy, 30) )

i 50000 50) + g (2 50) (O 50} 50) ) i 50)

fij (@, 50) 0 fj(, s0) + frj(@, s0)Mj () fin (2, 50)-
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3. Familien von Hermite-FEinstein- Vektorbiindeln

Mit dieser Vorbereitung berechnen wir nun (67);i, = 7 — 7; auf U; N Uy, in (f; fi)-Koordinaten

fi(x, s0)My(x)—M;(x) fir(z, s0) = O fjk(x, s0)+M;(z) fir(x, s0)—M;(x) fir(x, s0) = O, fjk(x, s0)

und erhalten wegen (3.49) gerade o;,. Wir haben also gezeigt, dass d7 = o gilt, und folglich ein
passendes 7 konstruiert, um den Dolbeault-Isomorphismus zu durchlaufen.

GemiB unseren Uberlegungen ist nun 57} = On, auf U; N U und ein Représentant o €
I (X, A% (End(Fy,))) der Dolbeault-Kohomologieklasse von pg,(v|s,) wird lokal auf U; durch
oly; = 07; gegeben. Wir berechnen also d7;, wobei wir hierzu die Matrixdarstellung M; auf U
verwenden kénnen:

p P

_ _ p = =
(M) = (000, (50))” = [ D010 (s0)dz] | = | D=, lso)dz] | - (3.50)
B B

o o

Andererseits ist Q € I' (X x S, A (End(F))) auf Uj x V lokal gegeben durch

0; = (@9’0

: _ 6
)p,o  Mit @9’0 = Z R;Uagdw}l A dw;.
a,p

)

Damit ist % 1QeT (X xS, A% (End(F))) lokal gegeben durch
9 g 0 B
<{~)gl _ Q) 4 = Z R] o’lﬁdwj
jo g
und folglich (% 2Q) ‘50 €T (X, A% (End(F,))) lokal auf U; durch

n

Somit ist bereits alles gezeigt. O

p P
) =R (so)d=] P2 — (ony).
S0 8

jo

In Kapitel 2 haben wir gesehen, dass fiir ¢ € S die hermitesche Metrik h; auf F; — X eine
hermitesche Metrik H; auf dem Endomorphismenbiindel End(F;) — X induziert, so dass auf
diesem Vektorbiindel die Hodge-Theorie zur Verfiigung steht. Entsprechend haben wir einen
kanonischen Isomorphismus

HY(X,0 (End(Fy)) = HY(X, Q% (End(F})) ~ H*Y(X, End(F}), Hy),

welcher einer Kohomologieklasse der Dolbeault-Kohomologie ihren eindeutig bestimmten har-
monischen Reprisentanten zuordnet. Dies wirft die Frage auf, wie wir die harmonischen Re-
préasentanten der Bilder unter der Kodaira-Spencer-Abildung ps, beschreiben konnen. Liegt eine
Familie von Hermite-Einstein-Vektorbiindeln vor, so liefert folgendes Resultat eine Antwort auf
diese Frage: Die harmonischen Reprisentanten sind im Wesentlichen bereits im Kriimmungsten-
sor der Familie (F,h) — X x S enthalten.
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Theorem 3.18 ([Ov92]). Es sei (X,g) eine kompakte Kdhlermannigfaltigkeit, S eine kom-
plexe Mannigfaltigkeit und (F,h) — X x S eine Familie von Hermite-Einstein- Vektorbindeln
auf (X,g). Ferner sei Q € T' (X x S, A1 (End(F))) die Krimmung von h. Ist nun sy € S
ein Punkt und v € T (V,O(TS)) ein holomorphes Vektorfeld auf V. C S mit s € V, dann
ist — (vaQ)|,, € H"'(X,End(Fy,), Hy,) harmonisch. Insbesondere ist die Kodaira-Spencer-
Abbildung in der Form

so : TsyS — HY(X,0 (End(Fy,))) ~ H* (X, End(Fy,), Hs,)

gegeben durch
pso(ls,) = = (02 Q)]

Dabei interpretieren wir v vermdge des horizontalen Lifts als holomorphes Vektorfeld auf X x S.
Beweis. Wegen Theorem 3.17 geniigt es zu zeigen, dass O ((v Q)| 50) = 0 gilt. Da dieses Ele-
ment ein Repréiisentant einer Dolbeault-Kohomologieklasse ist, muss 0 ((v Q)| SO) = 0 gelten.
Damit geniigt es also, die Gleichung 9* ((v1€Q)] 50) = 0 nachzuweisen. Wir arbeiten dazu in

derselben Situation wie im Beweis von Theorem 3.17 und betrachten zunichst wieder den Fall
eines holomorphen Koordinatenvektorfeldes v = % fiir ein { mit 1 <! < m. Dann wird wieder

(Z29)|, €T (X, A% (End(Fy,))) lokal auf U; durch

(o)), =S

beschrieben. Zur Abkiirzung setzen wir n := 9*( ( ol JQ)| ) € I' (X, A% (End(Fy,))). Damit
folgt zunéichst aus Satz 2.15 lokal auf U; die Formel

77]/'?0 - _ZQJEV (87 ( SO ) +ZFJP’YU)VT (s0) ( JTZ,B(SO))> '
By

Dabei haben wir verwendet, dass die kovariante Ableitung V. fiir (0,1)-Formen durch die
gewohnliche partielle Ableitung in die entsprechende Koordinatenrichtung gegeben ist. Wir
verwenden die lokale Version der Bianchi-Identitdt aus Satz 2.8 sowie die Tatsache, dass die
Kahlermetrik g nicht vom Punkt auf S abhéngt, und berechnen:

—29 ( (R aato0)) + 32000 (5 Tm<so>>)
=S¢ (a,( e so)+2r§’;‘(’w ( ]mﬁ(so))>
Byy
Z (1075) ZFJlVT) ngvR;mﬂ (s0)-

83



3. Familien von Hermite-FEinstein- Vektorbiindeln

Indem wir ausnutzen, dass die Fasern unserer Familie Hermite-Einstein-Biindel sind, mit einer
Hermite-Einstein-Konstanten x, welche nach Satz 3.12 als Funktion auf S lokal konstant ist,
und unter Ausnutzung von Proposition 2.4 ergibt dies weiter:

7750 = =0 (—rd?) ( ngl (v7) —k0Y) (so0) = K/ZF]Z(TT
- KZ (5;F§F ] 7Fs lo) =R (FgFSO lo — FJP‘FSO la) =0.
T

Wir haben also 7; = 0 lokal auf allen U; gezeigt, so dass wir insgesamt n = 0 und damit
8*(({% 1Q)]s,) = 0 erhalten. Fiir Koordinatenvektorfelder ist die Behauptung somit gezeigt.

Ist nun v ein beliebiges holomorphes Vektorfeld, dann schreiben wir v = ), Ml% fir ge-
wisse holomorphe Funktionen p; € I'(V, O (S)) und erhalten zunéchst aus der Anwendung der

Kontraktion:
(v1Q)| Z (o) ( g Q)

Da wir den 0*-Operator nur auf diese Differentialform anwenden, fallen die holomorphen Funk-
tionen p; also nur in Form konstanter Zahlen aus C ins Gewicht und wir erhalten aus der

C-Linearitit des 9*-Operators
- P
) :ZIU,Z(S())a <<as _JQ) > —O,
S0 1 S0

o (v, (Zm (50) ( m)

wobel wir im letzten Schritt die bereits gezeigte Aussage verwendet haben. O

S0

3.5. Die Welil-Petersson-Metrik

In diesem Abschnitt nutzen wir die explizite Darstellung der Kodaira-Spencer-Abbildung mit
harmonischen Reprisentanten, um in Analogie zur klassischen Situation der Teichmiillertheorie
die Weil-Petersson-Metrik auf dem Modulraum der stabilen Vektorbiindel zu konstruieren. Da
wir in dieser Arbeit ausschliefflich mit Familien von Hermite-Einstein-Biindeln arbeiten, gehen
wir auf die Beziige zum Modulraum nur am Rande ein. Wir orientieren uns wieder an [Ov92].

Im ganzen Abschnitt sei (X, g) eine kompakte Kdhlermannigfaltigkeit, S eine komplexe Man-
nigfaltigkeit und (F,h) — X x S eine Familie von Hermite-Einstein-Vektorbiindeln auf (X, g),
parametrisiert durch S. Indem wir das in Abschnitt 2.4 auf I' (X, A% (End(F}))) erklérte Ska-
larprodukt einschréinken, erhalten wir fiir jeden Punkt ¢ € S ein hermitesches Skalarprodukt
auf dem komplexen Vektorraum H%!(X, End(F}), H;) der harmonischen (0, 1)-Formen. Mit der
Kodaira-Spencer-Abbildung in der Form

pi - TS — HY(X, 0 (End(F))) ~ HOY(X, End(F}), Hy)

definieren wir damit eine Sesquilinearform (-, -)\yp auf dem holomorphen Tangentialraum 735, in-
dem wir (v, w)ywp = (p¢(v), pr(w)) setzen. Diese Sesquilinearform muss im Allgemeinen natiirlich
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nicht positiv definit sein, da p; nicht unbedingt injektiv ist. Ein Beispiel hierfiir ist eine triviale
Familie von Hermite-Einstein-Vektorbiindeln, denn in diesem Fall iiberzeugt man sich leicht da-
von, dass die Kodaira-Spencer-Abbildung identisch verschwindet. Fiir den Modulraum geniigt es
jedoch, effektive Familien zu betrachten, und in diesem Fall ist (-, -)yp tatséchlich positiv definit
und damit ein hermitesches Skalarprodukt auf 7;S. Wir bemerken ferner, dass die Definition
funktoriell in Bezug auf Basiswechsel ist und damit Anlass zu einem hermiteschen Skalarprodukt
auf dem Tangentialraum des Modulraums im Punkt [F} — X] gibt. Wir verweisen hierfiir auf
[Ov92, ST92].

Zur Untersuchung von (-,-)yp leiten wir zunéchst eine bequeme Formel fiir das Skalarpro-
dukt endomorphismenbiindelwertiger Differentialformen her, aus der wir spéter eine Faserin-
tegralformel gewinnen werden. Zu diesem Zweck zeigen wir vorab, wie auf einer kompakten
Kéhlermannigfaltigkeit (X, g) mit Kéhlerform w € ' (X, A% (X)) der zum Lefschetz-Operator

L:T (X, AP (X)) — T (X, A (X)),  ar—wAa (3.51)
beziiglich des Skalarproduktes auf den Réumen I" (X, AP¢ (X)) formal adjungierte Operator
Ag: T (X, AP (X)) — T (X, A1 (X)) (3.52)
lokal berechnet werden kann.

Proposition 3.19. Es sei (X, g) eine kompakte Kihlermannigfaltigkeit und w € T (X, AV (X))
die zugehorige Kdhlerform. Ist p € T' (X, AP (X)) auf einer offenen Menge U; aus einer offenen
Uberdeckung von X durch Koordinatenumgebungen (Uy, zj) durch

1

@ B By
My = qu| Z“jal...apE...Edzgo‘q AN dsz A dzj1 AN dzjq
a76

gegeben, dann ist lokal auf U;

1 oY Qp—1 F Bg-1
(Agu); = p-Dig—1) Z (Agﬂ)jal---apfla---ﬁq—l dzit A oNdz PN AL A dz !
a?ﬁ

mait
. (_1\p/_ nr o
(Mgt a1y = OV 0T M vy i
n,T

Bewets. Wir wihlen ein beliebiges n € T' (X , AP—ha=l (X )) und schreiben dieses auf U; als

1 B B
. S .  —dz AL ANdZSTT N R AL N dZ
W (p—1)(g—1)! %U] ai.-ap-1B1.-Bg17%j %j %) %)

Nun berechnen wir Ly = w A n lokal:

5 1
— 7 6 - o «@ Bg—1
(wAn); = (V —1Y 9,542 A dzj) A ((p “)i{g 1) D Mooy e 02 A2 )
v,6 a,pB
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3. Familien von Hermite-FEinstein- Vektorbiindeln

V1=t o 5\ o B B
:m Z gj'y(snjcu o 151 dZ /\dZ ! /\de /\dZJ /\.../\dzjq
,6%

vV~ - B
= —1)VtHg, = _dzM AL NdZ
p Q' Zf;;uz:l( ) 9 a”ﬁ“nj011-~~&3~-~04p51~--5u~~5q % %
«, =1 pu=
Wir haben also fiir die schiefsymmetrischen Koeflizienten die Formel

p g

— = /(=11 _1\/Tw — —
L(Tl)]alapﬁlﬂq - 1( 1) Z Z< 1) g]auﬁunjala;apﬁiﬁﬁiq

v=1p=1

nachgewiesen. Damit berechnen wir wegen (Agpu,n) = (1, L(n)) lokal auf Uj;:

Ba
(1 L(n))| Z R L T ) ) E——
a,B,7,p
1
- Jion | 5qPq /_ + A
q! Z Hjo...onBr.. xquZ =D M 95085 vy 5y BT e P
a,Byy v=1p=1
2 B
/(1P vt i qPq
BZ 2121 1(-1) 9j Hjan...opBr..Bg 95 Pue i 1. A L. e P
v=1 u=
Sl Fior . Foar Bior  Buow  Ta B
[ vy Yp! P P vQy P
Z ZZ _1(_1)1)9371 e 937 gy pgylpl g gyt qg; 9" 9 pu
a,By,pv=1p=1

Mjal,al Q.. Ocpﬂuﬁl B Fqnj71~~-@~~-7pﬁ~-~m~~~7q

i T 3 DS VAP g T

a,By,pn,7,0,0 v=1 p=1

’ M] Tal...ap_16ﬁl_..6q_177j’Yl---’Yp—lPl---Pq—l
1 7 . _
E Yo Fp—10p—1 Bi1p1 Ba—1pq—1

— D(g = 1)! J J J J
(p=DUe -1 o=

' < Zgj H]Tal Qp_1Mp1...Bg— 1> My Ap—1P1--Pg—1"

Dan €T (X, AP~1471 (X)) beliebig war, erhalten wir

(Agu)jalmapflamﬁqfl - Zgj Hjray...ap 10B1..Be-1’

womit die Behauptung nachgewiesen ist. O

Aus dieser Formel folgt nun unmittelbar folgendes Korollar:
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Korollar 3.20. Es sei (X, g) eine kompakte Kihlermannigfaltigkeit und p € T' (X, A% (X)) auf
einem Element U; aus einer offenen Uberdeckung von X durch Koordinatenumgebungen (Uy, zy)
durch

. 1 ay Qq B Bq
Mj—Tq!Zl‘jal...aqﬂi..quzj A NdZST N2 AL A dz

gegeben. Dann gilt fir die glatte Funktion Afp € T (X A% (X )) lokal auf U; die Gleichung

(g+1) [
(2], = (V=D (D Y g
n,T

Mit dieser Vorbereitung zeigen wir analog zu Proposition 2.2 eine Formel fiir das Skalarprodukt
endomorphismenbiindelwertiger (0, ¢)-Formen.

Proposition 3.21. Sei (X, g) eine kompakte Kihlermannigfaltigkeit der Dimension n mit Kdih-
lerform w € T’ (X, ALt (X)) und ™ : F' — X ein holomorphes Vektorbiindel mit einer hermite-
schen Metrik h. Sind zwei Schnitte A,B € T (X, A%4 (End(F))) gegeben, dann folgt fiir das von
h induzierte Skalarprodukt:

’fL

(A, B = (ﬁ)q(—n‘“‘?”/ Ate(A A BY)2

X n!’

Beweis. Wir schreiben A und B lokal auf einer offenen Menge U; aus einer lokal endlichen
offenen Uberdeckung von X durch Koordinatenumgebungen (Ug, 2x) in der Form

51 Bq : 51 By
jo q' Z oTr. B fdz /\dzj sowie JU = q‘ Z oTr. B fdz /\dzj .

Dann wird der zu B adjungierte Operator B* € I' (X, A?% (End(F))) geméB (2.27) lokal auf Uj;
gegeben durch

B;:<B;£)pa' mit B}f = |Z<Zhrﬂ33’m1 a Jou> dz]ql/\.../\dz;“k

Damit berechnen wir zunéchst

*

(AABY) ZA AB:Y
:HZ< ey A BY ahNV)dz;.”A...AdzqudzflA...Adzfq

qlq! £ L dub

und konnen weiter tr(A A B*) € I' (X, A9 (X)) ausrechnen:

A a 5
(tr(A A BY)) q12< )7y A T h'BY ath,,y> dz{T NN d

PsT Vsl
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3. Familien von Hermite-FEinstein- Vektorbiindeln

Wenden wir nun Korollar 3.20 an, so erhalten wir fiir die glatte Funktion Aftr(A A B*) lokal auf
U; die Formel

q a(g+1) TR T
Agtr(A/\B*)\Uj =(W-1)"(-1)" > gIm gl (T N AR S BY o B g

nT PyT Vb

Umklammern der Terme ergibt

o —\q 2+q q+1) 77 T e
Agtr(A/\ B*)’U - ( _1) (—1 E : hwh]ﬂ” E :ngl gyt A g)uﬁ..,ﬁB}/Tﬁ...ﬁ‘
PyT V5[

Also ist
Agtr(AN B, = (VD) ()™ ST Hy o (47,0 B
PiT V1
und schlief3lich:
ATtr(A A BY) = (V1) (~1)F % (4, B).

Indem wir das Vorzeichen berechnen, erhalten wir hieraus durch Integration die Behauptung. [

Da wir fiir die Untersuchung von (-, -)yp lokal arbeiten miissen, fithren wir an dieser Stelle
einige Notationen ein. Es sei also (V,s) eine holomorphe Koordinatenumgebung auf S um den
Punkt sg € S. Damit stehen uns lokal auf V' die holomorphen beziehungsweise antiholomorphen
Koordinatenvektorfelder

0 0 0 0

sowie —

@’...’8877?1 8317...788ﬁ (3-53)

zur Verfiigung. Bezeichnen wir die Kriitmmung der Familie (F,h) — X x S wie iiblich mit
QeT (X xS, A% (End(F))), dann kénnen wir fiir 1 < k,1 < m definieren:

pr = aik SQeT (X x V, A% (End(F))), pg= aak JQEeT (X x V,AY (End(F))) . (3.54)
S

Ferner sei

Py = ; (ik JQ) el (X x V, A" (End(F))) . (3.55)

Damit die Notation nicht zu umstéandlich wird, notieren wir die Koordinatenumgebung (V) s) in
der Bezeichnung dieser Objekte nicht, obwohl sie natiirlich wesentlich von (V) s) abhéingen. Mit
den Notationen aus 3.1 kénnen wir © auf U; x V durch ©; = (@jp» »)p,o beschreiben und es ist:

_ p a B
=Y R sdw Adw.
«

Entsprechend erhalten wir lokal auf U; x V' die Beschreibungen

(1) o Z Rp Z JUQEdw sowie (P)io = R?aki. (3.56)
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Wegen Theorem 3.18 haben wir fiir die Kodaira-Spencer-Abbildung im Punkt sq € S

0 0
(ak >: ( asw“)
S0

so dass wir uns insbesondere fiir die lokalen Darstellungen der Formen (3.54) sowie (3.55) nach
Einschrénkung auf die Faser zu sq interessieren. Diese sind auf U; durch

= — Pkl » (3.57)

S0

(Prls)fo = D RO (s0)d=]s (pgly)fe =D —RY. i(s0)d=y und (pylsn)f, = B o(s0)
B

joak
e

(3.58)
gegeben. Zwischen den einmaligen Kontraktionen besteht folgender Zusammenhang:

Proposition 3.22. Ist (F,h) — X xS eine Familie hermitescher, holomorpher Vektorbindel auf
der kompakten Kdhlermannigfaltigkeit (X, g), parametrisiert durch die komplexe Mannigfaltigkeit
S, und (V,s) eine holomorphe Koordinatenumgebung von S um den Punkt so € S, dann gilt fiir
die oben definierten Objekte die Beziehung (pglsy)* = —pilso-

Beweis. Wir rechnen lokal auf einem Element U; einer offenen Uberdeckung von X durch Ko-
ordinatenumgebungen. Aus der Definition (2.27) des adjungierten Operators folgt zunéchst

(pE‘s())] Z (Z th SO (SO)h] ay(30)> dzf
Um die Behauptung nachzuweisen, miissen wir also zeigen, dass fiir alle Indizes p, o, 5

— Z h7P(s0)R (SO)hJ ov(s0) = —RY _ 5(s0) (3.59)

gilt. Der Einfachheit halber notieren wir von nun an den Parameter sy nicht mehr. Zun#chst ist

RY o= —0pT% 5, = &(Zh@aﬁhm> —Z(&h@)aﬁhm S hS o0sh, -
¢ ¢ ¢

und damit erhalten wir

_ th . hjov = Z th( hCV) (8/3th<> y— Z thhgl/ <&aﬁhj74>hjoﬂ

T,V,

= Z h;phjgp (akh] ) (%h] <7> + Z h;phj agh?é)kf)ghj F = R + Ro.

T?”?C T7V7

Wir formen R; unter Verwendung der Formel (2.32) fiir die Ableitung inverser Matrizen um:

=S ST Wy ok hT (O3 ager) (aghjﬁ) ==Y hRT (Okhjoar) (%hjﬁ)-

7,0, 1,02 7,601
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3. Familien von Hermite-FEinstein- Vektorbiindeln

Indem wir die Indizes o und 7 vertauschen und ¢ in ao umbenennen, folgt unter erneuter
Ausnutzung der Formel (2.32)

Ri=-3 3" hPRI% (94hyor) (aghj am) =" (Okhjor) (%h?) :
T anas T
Als nichstes formen wir Ry mit Hilfe des Satzes von Schwarz um:
Ry= > W hjosh’045hicr = > Wi 0dsh; o7 = 0 <Z oy M) =3 (950°) Okhy o
_—e T T T
Mit diesen Formeln fiir Ry und Rs berechnen wir schliefflich:

ST e = X i) (055) .05 (00 ) - 3 (057) ik

— TP | = P _ _pP
—85<Zhj ‘WLJW) =0l = ~ B

Damit ist die erforderliche Gleichung (3.59) erwiesen. O

Mit diesen Notationen kommen wir nun zur Untersuchung von (-, -)yp. Wir fixieren dazu eine
holomorphe Koordinatenumgebung (V,s) auf S. Die Weil-Petersson-Metrik (-, -)yp kann dann
lokal auf V' durch Funktionen

9
0st

0

WP mxm . WP _ .
gtV —=C mit g~ (t)—< ' 0

t>WP (3.60)

beschrieben werden. Nach Proposition 3.21 gilt fiir v, w € 1.5 in einem Punkt t € S:

n

(v whe = =V [ Ayt o) n ) 5 (3.61)

nl’
Also berechnen wir
8 8 ) * W™
WPy = [ = —+v—-1 A — — —.
% 2 <831 t>WP /X g\ Pt 95|, h o 9s7 |, n!

Da eine Familie von Hermite-Einstein-Vektorbiindeln vorliegt, ist nach Theorem 3.18 und ver-
moge unserer Konventionen (vergleiche (3.57))

0 0
(&)= (50

so dass wir unter Ausnutzung von Proposition 3.22 weiter umformen kénnen:

0

, —
j
. Os

= _pi‘ta

t

n

o W w
ggp(t) = —V—l/XAgtr (pils A (pl)7) P \/—1/XAgtr (pi\t Af?‘t) e (3.62)
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Wir wollen eine lokale Formel herleiten und berechnen auf einem Element U, einer offenen
Uberdeckung von X durch Koordinatenumgebungen (U, ;) vermége (2.28) und (3.58):

B
<p1|t/\pﬂt) Z ZkaB t Zoa ( de /\de _ZZRknB t nU ;(t)dzg/\dzk
a,B n
Hiermit rechnen wir weiter

(Ag tr (pil, A (o5l )) ‘Uk Fzgka Z kmﬁ(t)RZpa;(t)»

o,B 7,0

so dass wir insgesamt die lokal auf U zu lesende Formel
(0% wn
— V4 / Agtr (pilinpil,) / ng Z Ry SORD 05T (3.63)

erhalten, welche in [Ov92] als Definition fiir (:,-)\yp verwendet wird. Wir bezeichnen von nun
an die Kihlerform dieser hermiteschen Metrik mit wwp € I' (S, AY! (5)), d.h. lokal auf V ist

(WWP)‘V =+v-1 Z ggpdsi A dsj. (3.64)
i7j
Um nachzuweisen, dass es sich um eine Kdhlermetrik handelt, gehen wir anders als in [Ov92]

vor und verwenden eine Faserintegralformel fiir wwp, welche wir mit folgendem Satz herleiten.

Satz 3.23 ([Ov92]). Es sei (F,h) — X x S eine Familie von Hermite-Einstein- Vektorbindeln
iiber der kompakten Kdihlermannigfaltigkeit (X,g) der Dimension n, parametrisiert durch die
komplexe Mannigfaltigkeit S der Dimension m. Dann gilt die Beziehung

B —272 2 n—1 k n
WP =) /XXS/S ((Cl(F’ h)* = 2e2(F ) A" = —mea (B h) A6 ) ’

wobei ¢ = wjw der Pullback der Kihlerform w € T' (X, AM (X)) von (X, g) unter der Projektion
m X x 8 = X ist und k die Hermite-Finstein-Konstante der Fasern als Funktion auf S
bezeichnet.

Beweis. Wir arbeiten lokal mit den Notationen aus 3.1. Nach [Kb87] sind die von der Kritmmung
Q von (F,h) induzierten Reprisentanten ¢;(F,h) € T' (X x S, A% (X x S)) der ersten Chern-
Klasse und cy(F,h) € T' (X x S, 4% (X x S)) der zweiten Chern-Klasse lokal auf U; x V durch

(c1(F, b)), sowie  (e2(F,h)), = = Z (eg’p NOT, —OF A egp)

—1
2my/—1 Zp Le

gegeben, so dass wir fiir ¢1(F,h)? — 2co(F,h) € T (X x S, A%? (X x S)) erhalten:

(c1(F,h)? — 2co(F, b)), = 22@
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3. Familien von Hermite-FEinstein- Vektorbiindeln

Wegen ¢ = mjw € T' (X x S, AN (X x §)) ist (e1(F, h)* — 2¢c2(F, h)) A¢™ ! eine (n+1,n+1)-
Form auf X x .S und da wir zundchst das Faserintegral dieser Form berechnen wollen, miissen
wir in ihrer lokalen Beschreibung den erforderlichen Formenanteil ermitteln. Zu diesem Zweck
isolieren wir in ¢1(F,h)? — 2co(F, h) alle Summanden mit genau einem dz- und genau einem
dz-Faktor:

(c1(F,h)? — 2¢o(F, b)) =2 Z ( Z 4 Oqadwo‘1 A dw, 1) < Z R pazgalwo‘2 A dwy 2)

o \ai,b1 az,f2

2 Z ( loaﬁ lpk:) le /\dZ /\dS]/\dS

a,B,4,k

i]_ -
oy P o j
+ 472 (Z Rl O'ale p]ﬁ) le A dS Ads? N dzl
a7/87j7k

+ 2 Z (Z ZJ]ﬂprak> ds’ /\dzl Adz® A ds®
p,0

a’ﬁ7j7k

1 o j k B

- _ J «

+ 1 g ( Rla]lep B) ds’ Nds” Ndz Ndz
a’ 7j7k

+ Summanden mit anderer Anzahl dz- oder dz-Faktoren

== Z Yy gds’ A ds® A dzf Adz]
a,B,5,k

4+ Summanden mit anderer Anzahl dz- oder dz-Faktoren.

Dabei haben wir in der letzten Umformung

o e— 1Y o P o o o
wljkaﬁ T Z (Rl aocBRl pik Rl aale 0jB Rl a],BRl pak + Rla le paﬁ)
PO

definiert. Lokal auf U; x V ist ¢ = v/ —1 Zaﬁ 9, agdzlo‘ A dzlg, so dass wir fir ¢"~! erhalten:

(qﬁ"*l)l = (\/—l)n_1 Zgla1,81 Doy 1B ldzla1 Ndzt A B A dzla"_1 Ndz "t

Damit berechnen wir:
((Cl(F7 h)2 - 2CZ<F7 h)) A ¢n71)l

n—1 —1 ; 3 By n B
= (vV-1) 2 Z Uy ko Bi91onBs Il B 087 N ds® A dz* Ndz ' NN dz™ A dz
a7ﬁ7j7k

4+ Summanden mit weniger dz- oder dz-Faktoren.
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Dabei haben wir verwendet, dass in c¢;(F,h)? — 2co(F,h) Summanden mit weniger als (1,1)
dz/dz-Faktoren auftreten, welche im Produkt Anlass zu Summanden mit weniger als (n,n)
dz/dz-Faktoren geben und damit fiir unsere Belange nicht interessant sind, sowie Summanden
mit mehr als (1,1) dz/dz-Faktoren, welche im Produkt mehr als n dz- beziehungsweise dz-
Faktoren ergeben und damit aus Dimensionsgriinden verschwinden. Mit der Uberlegung

) ) " Y jk1gr Ji1gs T 9118,
Z sgn <a1 o aﬂ) wljﬁalﬁgl ooBs Gl = . . ..
“ Vi jtnBr 9inBs 7 YinBn
1 " g1 " 91151 wlj%lﬁ 9111 7 9im
= sgn ( : : : : : . :
pro--- /Bn)
Gnl " YnBimt Ve YinBidr 0 9inm

1 o .. n E’Y
= son it
g (51 5n> 9] ;gl V1B

in welcher wir die Cramersche Regel verwendet haben, kénnen wir weiter umformen:
((Cl (F)2 - 2C2(F)) AN ¢n—1)

n 1 _1 o n o n

ik a8

ds? A dsF A dz} A dzl A...Adz" A dz]' + Summanden mit weniger dz- oder dz-Faktoren
2
T S S (5 ) W e
gl
ds? A dsP A dzj A dzl A...Adz' Adz' + Summanden mit weniger dz- oder dz-Faktoren

n—1 —1 _
= (V-1) g —((n—1) ']gﬂZZglﬁ ¢13E73d5] A dsF A dz} /\dzl o ANde N

kB
+ Summanden mit weniger dz- oder dz-Faktoren.

Wir berechnen fiir feste Indizes j und k

Ba _ «@ o) >4 o o P o
Zgl wljka,b’ Zgl Z ( loaﬁRlij RlaaERl piB Rl jBRlpak + Rla]lepaB>
« pP,o

= Z ( 1pjk Zgl aRfaa,B Rp ojk Z 9 aR?pOzB) a Zﬁ:gla Z (RfaakR;TPJB - RZU]Bprak)
p,0 a, Po
_2HZRP _QZglalemB loak’
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3. Familien von Hermite-FEinstein- Vektorbiindeln

wobei wir verwendet haben, dass die Fasern Hermite-Einstein-Biindel sind. Damit ergibt das
Faserintegral

c1(F,h)* — 2co(F,h)) A" n=ds? A dsF
Xx8/S Z e

und fiir die schiefsymmetrischen Koeffizienten folgt geméf3 Satz 3.7

1 —1 _
N = (\/—1)” e (n—1)! / Zgl @bljkaﬁ]g”dzl /\dzl oNd2 N
/ Zgz ey .

V= L F a W

00 [ 2R = [ 25 o SR
n _1|

/2/{2 wr (n )V - gWP

1pjk n! 272 jk

472

wobei wir (3.15) und (3.63) ausgenutzt haben. Also finden wir
no o — D=1 ) —
j o W kE_ (n—DIV-1 WP _j k
ands Ndst 72 47r2 /inzp:lekn! ds’ Nds 523 ijgjk ds’ Nds
J?

und folglich haben wir das Zwischenergebnis:

(n ;;ﬂwwp = —/ (er(F, h)? — 2¢y(F, h)) A ot

”‘1'rz</ DI )ym

Wir zeigen, dass sich der letzte Summand ebenfalls als Faserintegral schreiben ldsst. Es ist

(c1(F,h)), = Z Z Rp dsj A ds® + Summanden mit dz- oder dz-Faktoren

271'\/7

und da auflerdem (¢"), = (V—l)n nl|gi|dz] A dle A ... ANdzt Adz]' gilt, erhalten wir

(c1(F,h) A d™), = FZZ 7l )" |glds? Ads® A dzf A dz] AL A d2 A A2

wobei alle iibrigen Summanden aus Dimensionsgriinden verschwinden. Damit berechnen wir

/XXS/S (Fh)/\qﬁ"—%FZ(/Z e )dsmds
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und erhalten fiir den zweiten Summanden aus obigem Zwischenergebnis:

n—l‘r
Z/ ZRP ,—dsﬂ/\ds _W%FZ(/Z e > ds? A ds®

- c1(F,h) A ¢
XxS5/8

Insgesamt folgt damit:

272

n— K 7

XxS5/S

—972 p
= (7:1)' /Xxs/s ((Cl(Fv B = 2e5(F. 1) A g™t = ey (Fyh) A ¢"> .

O]

Als unmittelbare Konsequenz impliziert diese Faserintegralformel die Kéhlereigenschaft der
Weil-Petersson-Metrik:

Theorem 3.24 ([Ov92]). Es sei (F,h) — X xS eine Familie von Hermite-Einstein- Vektorbin-
deln diber der kompakten Kdihlermannigfaltigkeit (X, g) der Dimension n, parametrisiert durch
die komplexe Mannigfaltigkeit S der Dimension m. Dann ist dwwp = 0, d.h. die Weil-Petersson-
Metrik ist eine Kdhler-Metrik auf S.

Beweis. Die Faserintegralformel aus Satz 3.23 liefert zusammen mit Satz 3.4:

5.2
o = o0 /. oy (@R —2ea(F ) 9" = (B 1 7)

—o72 .
RS /X s ((dc1(F, h)? — 2dca(F, b)) A ¢" 1+ (e1(F, h)? — 2ea(F, h)) A (dg)" )

—272

T 1) /Xxs/s (n% (dei(Fyh)) A o™ + %cl(F, h) A (d¢")) .

Als Représentanten von Chern-Klassen sind ¢j(F, h) und ca(F, h) d-geschlossene Formen. Da
weiterhin w als K&hlerform von (X, g) d-geschlossen ist und das duflere Differential d mit dem
Pullback kommutiert, ist auch d¢ = 0. Insgesamt verschwinden damit beide Integrale in obiger
Formel, so dass tatséchlich dwwp = 0 gezeigt ist. O
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4. Die Kriimmung der héheren direkten
Bildgarben

Dieses Kapitel stellt den Hauptteil der vorliegenden Arbeit dar. Im ersten Abschnitt untersuchen
wir die hoheren direkten Bildgarben von Familien von Hermite-Einstein-Vektorbiindeln auf ei-
ner kompakten Kéhlermannigfaltigkeit. Wir leiten zunéchst ein Kriterium her, welches die lokale
Freiheit dieser Garben charakterisiert, und nutzen dieses, um die Menge zu untersuchen iiber
der die hoheren direkten Bildgarben zu einem Vektorbiindel Anlass geben. Ferner berechnen
wir die Fasern dieser Vektorbiindel sowie ihre Schnitte {iber steinschen Teilmengen des Para-
meterraums. Nach dieser Vorbereitung weisen wir nach, dass die héheren direkten Bildgarben
eine natiirliche Lo-Metrik tragen, welche die Weil-Petersson-Metrik aus Abschnitt 3.5 verall-
gemeinert. Der zweite Abschnitt widmet sich der Berechnung der Kriimmung dieser Metrik in
geeigneten Koordinaten, wozu im Wesentlichen nur Methoden der komplexen Differentialgeome-
trie sowie die harmonische Theorie in holomorphen Vektorbiindeln benétigt werden. Im dritten
und vierten Abschnitt werden schliefflich spezielle Familien untersucht, fiir welche die gewonnene
Kriimmungsformel eine Gestalt annimmt, die besonders gut handhabbar ist. Dabei handelt es
sich im dritten Abschnitt um Familien mit fester Determinante, d.h. Familien deren Fasern iiber
jedem Punkt des Parameterraums ein zu einem festen Geradenbiindel isomorphes Determinan-
tenbiindel besitzen. Fiir solche Familien zeigen wir, dass die berechnete Kriimmung nach einer
eventuellen Umskalierung der Ausgangsmetrik sowie einer Verkleinerung des Parameterraums
um einen festen Punkt herum eine einfache Form annimmt. Im vierten Abschnitt untersuchen
wir dagegen Familien von Endomorphismenbiindeln, welche auch im folgenden Kapitel 5 eine
wichtige Rolle spielen und bei denen die Kriimmungsformel der Bildgarben ohne zusétzliche
Voraussetzungen eine einfachere Gestalt besitzt.

4.1. Die natiirliche Lo-Metrik auf den héheren direkten
Bildgarben

Im ganzen Abschnitt sei (X, g) eine kompakte Kdhlermannigfaltigkeit der Dimension n, S eine
komplexe Mannigfaltigkeit der Dimension m sowie (F,h) — X x S eine Familie von Hermite-
FEinstein-Vektorbiindeln. Um die Notation zu vereinfachen, bezeichnen wir von nun an die Pro-
jektion auf den zweiten Faktor mit p: X x § — S anstatt wie bislang mit .

In dieser Situation betrachten wir fiir ¢ > 0 die hohere direkte Bildgarbe Rip,O (F') auf S,
welche nach Konstruktion ein Og-Modul ist. Genauer werden die hoheren direkten Bildgar-
ben bekanntlich durch die rechtsabgeleiteten Funktoren zum linksexakten direkten Bildfunktor
definiert und stimmen dann mit der Vergarbung der Prigarbe der Kohomologie, welche durch

Vi— Hi(p~ 1 (V),0 (F)) (4.1)
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4. Die Kriimmung der héheren direkten Bildgarben

mit den natiirlich induzierten Restriktionen gegeben ist, tiberein (vergleiche [Te75]).

Um die lokale Freiheit der hoheren direkten Bildgarben charakterisieren zu kénnen und fiir
die Berechnung der Fasern der induzierten Vektorbiindel sowie deren Schnitte sind folgende
Funktionen von grofler Bedeutung, welche wir im Folgenden genauer untersuchen wollen:

hI(F): S — N,  t— hU(F,t) := dime HI(X, O (F)). (4.2)

Die Funktionen sind dabei wohldefiniert, da die auftretenden komplexen Vektorriume nach dem
Endlichkeitssatz von Cartan und Serre stets endlichdimensional sind. Ferner halten wir fest, dass
die holomorphe Abbildung p : X xS — S wegen der Kompaktheit von X offenbar eigentlich ist.
Da es sich um eine Projektion handelt, ist p auflerdem flach (vergleiche beispielsweise [BS76]).
Dies bedeutet, dass die Strukturgarbe Ox« g als Ox xs-Modul p-flach ist. Dabei heifit ein Ox « g-
Modul F bekanntlich p-flach, falls fiir alle z € X x S der vermdge der kanonischen Abbildung

Pz OS,p(z) — OXXS,Z

als Og (-)-Modul aufgefasste Halm F, flach ist. Wir zeigen der Vollsténdigkeit halber zunéchst
die fiir uns wichtige Eigenschaft, dass damit bereits jeder lokal freie Oxxg-Modul p-flach ist.
Dazu benotigen wir lediglich die folgende algebraische Feststellung.

Lemma 4.1. Es sei f : R — S ein Homomorphismus zwischen den kommutativen Ringen
R und S mit Fins, so dass S ein flacher R-Modul ist. Sei ferner M ein freier S-Modul von
endlichem Rang. Dann ist M vermdge f aufgefasst als R-Modul flach.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es fiir eine natiirliche Zahl » € N einen Isomorphismus 7 :
M — S" von S-Moduln, welcher vermége f auch ein Isomorphismus von R-Moduln ist. Sei nun
irgendeine exakte Sequenz von R-Moduln

0-—A-SB 050

gegeben. Dann erhalten wir folgendes kommutative Diagramm in der Kategorie der R-Moduln:

a®id B®id
0 — > A M —— BQrM —— C®r M —0

id ® id ® id ®y

v v

a®id v Bid
00— ARrS" ————> BrS" ——— C®rS"—0

fa B fe

v ( ®id)" M (5®d) M
0—— (A®RS) (B®RS) (C®RS) —> 0.

Die Morphismen zwischen den letzten beiden Zeilen entstehen dabei aus der universellen Eigen-
schaft des Tensorproduktes und sind Isomorphismen von R-Moduln. Konkret betrachtet man
beispielsweise die Abbildung

Ax S — (A®rS)", (@, (Y1, yr)) — (2@ y1,...,zQY,),
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welche wohldefiniert und R-bilinear ist und folglich Anlass zu einer R-linearen Abbildung
fa:A®rS" — (A®r S)

gibt. Die dazu inverse Abbildung erhilt man, indem man zun#chst fiir 1 < k& < r die von der
R-bilinearen Abbildung

Ax S — A®RRrS", (z,y) — z® (0,...,0,9,0,...,0)

induzierte R-lineare Abbildung gi : A ®r S — A ®g S” konstruiert und anschliefend
ga: (A®gpS) — A®grS", (Ul,...,vr)»—>Zgj(vj)
j=1

erklart. Man sieht dann direkt, dass g4 zu f4 invers ist. Da offenbar auch die Abbildungen zwi-
schen den ersten beiden Zeilen Isomorphismen sind, haben wir drei isomorphe kurze Sequenzen
in der Kategorie der R-Moduln. Eine Diagrammjagd zeigt, dass die Exaktheit einer Sequenz von
solchen Isomorphismen respektiert wird. Um zu zeigen, dass die erste Zeile exakt ist, geniigt es
also zu zeigen, dass die letzte Zeile exakt ist. Dies folgt aber unmittelbar, da nach Voraussetzung
S ein flacher R-Modul ist und wir folglich aus der zu Beginn fixierten exakten Sequenz folgende
exakte Sequenz erhalten:

id ®id
OHA@RS&BQQRSLC@RS%O.

O]

Als unmittelbare Konsequenz ergibt sich hieraus die folgende Aussage iiber flache Morphismen
komplexer Rdume:

Korollar 4.2. Sei f: (X,O0x) — (Y, Oy) ein flacher Morphismus komplexer Raume und F ein
lokal freter Ox-Modul. Dann ist F f-flach.

Beweis. Sei x € X beliebig. Mit f haben wir insbesondere den Ringhomomorphismus

Jo OY,f(a:) — Ox 2

Da f als flacher Morphismus vorausgesetzt wurde, ist Ox ;, vermoge dieses Homomorphismus ein
flacher Oy f(;)-Modul. Wir miissen zeigen, dass der Ox ,-Modul F, ein flacher Oy f(,)-Modul
ist. Da F als lokal freier Ox-Modul vorausgesetzt wurde, gibt es eine offene Umgebung U um =z
und eine exakte Sequenz von Garbenmorphismen:

0— (Oxl|y) — Fly — 0.

Wir erhalten also F, ~ ((’)XJ)T und damit ist F, ein freier Ox ;-Modul von endlichem Rang.
Folglich befinden wir uns in der Situation des vorherigen Lemmas und erhalten, dass F, ein
flacher Oy, y(,)-Modul ist. O
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4. Die Kriimmung der héheren direkten Bildgarben

Dieses Korollar enthélt offenbar die gewiinschte Aussage, dass in unserer Situation jeder lokal
freie Ox «s-Modul p-flach ist. Nachdem wir einige FEigenschaften der Projektion p gewonnen ha-
ben, beginnen wir mit der Untersuchung der Funktionen h?(F"). Wesentliches Hilfsmittel hierfiir
ist Grauerts Halbstetigkeitssatz:

Theorem 4.3 ([Gr60]). Sei f : (X,0x) — (Y,Oy) ein eigentlicher Morphismus komplexer
Réaume und F eine f-flache, kohdrente Garbe auf X. Fiir ¢ > 0 sei

dg:Y — N,  yr— dime HY(X,, F(y)),

wobei X, die analytische Faser iber y und F(y) die analytische Restriktion von F auf die
analytische Faser X, bezeichne. Dann gilt:

(i) Die Funktionen d, sind von oben halbstetig.
(i1) Fir jede natirliche Zahl k € N ist {y € Y |dy(y) > k} C Y eine analytische Menge.
Wir leiten aus diesem Resultat folgende wichtige Eigenschaft der Funktionen h?(F') ab:

Satz 4.4. Sei (F,h) — X x S eine Familie hermitescher, holomorpher Vektorbindel auf der
kompakten Kdhlermannigfaltigkeit (X, g), parametrisiert durch die komplexe Mannigfaltigkeit S.
Dann gilt: Fir jede natirliche Zahl ¢ > 0 gibt es eine analytische Teilmenge Ay(F) C S, so dass
hI(F)|g\a,(r) konstant ist. Fir die Punkte t € Ay(F) gilt auferdem:

hA(F) g\ a,(r) < PI(F, 1) < 0.

Beweis. Da F' — X x S als holomorphes Vektorbiindel vorausgesetzt wurde, ist O (F') als lokal
freier Oxxg-Modul kohérent sowie nach unseren Uberlegungen p-flach. Die Voraussetzungen
von Grauerts Halbstetigkeitssatz sind also erfiillt. Ferner bemerken wir, dass die analytische
Restriktion zu t € S in dieser Situation einfach durch die Garbe O (F;) auf X gegeben wird, so
dass die Funktion d, mit der von uns betrachteten Funktion h9(F) tibereinstimmt. Wir erhalten
also insbesondere, dass fiir alle k € N die Menge

My :={te S|hI(F,t) =2k} CS
eine analytische Teilmenge ist und zeigen nun induktiv folgende Aussage fiir k € N:

(Br) Entweder ist h9(F,t) > k fur alle t € S oder es gibt eine analytische Teilmenge A C S so
dass h?(F)|g\ 4 konstant ist und h?(F,t) > hi(F)|g 4 fiir alle ¢ € A gilt.

Da (By) keine Aussage enthilt, zeigen wir direkt (B7). Zunéchst ist M; C S eine analytische
Menge. Falls My = S gilt, ist h9(F,t) > 1 fur alle ¢t € S und (By) folglich richtig. Falls M; C S
ist, haben wir auf S\ M; nach Definition h?(F)[g\,;, < 1. Da ferner stets h?(F) > 0 gilt, folgt
hI(F)|g\ar, = 0, so dass (B1) in diesem Fall mit A := M, erfiillt ist.

Gelte nun (By). Es ist M1 C S eine analytische Menge. Falls M., = S gilt, ist h(F,t) >
k+1 fiir alle t € S und (Byy1) folglich erfiillt. Gelte also M1 C S. Dann unterscheiden wir
zwei Fille: Haben wir mit (By) gegeben, dass h(F,t) > k fiir alle t € S gilt, dann kénnen wir
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A := My wihlen, denn dann haben wir sowohl h?(F) > k als auch h9(F)|g\py;,,, <k +1, so
dass insgesamt h?(F)[g 5y ,, = k gilt. In diesem Fall ist (Bj41) also richtig. Im verbleibenden
Fall erfiillt aber die Menge A C S aus (By), deren Existenz (By) in dieser Situation sichert, die
Behauptungen aus (Bj1). Damit ist die Giiltigkeit von (Bg1) in jedem Fall gezeigt.

Sei nun ty € S irgendein Punkt. Dann kann in der Aussage (Bjq(py,)+1) die erste der beiden
Alternativen nicht gelten, da wir nach Konstruktion natiirlich h?(F,ty) < h%(F,tp) + 1 haben.
Folglich gibt es eine analytische Menge A C S, so dass h4(F)| s\ konstant ist und fiir alle ¢ € A
gilt: h?(F,t) > h(F)[g\ 4. Mit Aq(F) := A folgt dann aber die Behauptung. O

Wir wir spéter zeigen werden ist im Hinblick auf die Eigenschaften der héheren direkten
Bildgarbe Rp,O (F') gerade die Menge interessant, auf der die Funktion h4(F') konstant ist, d.h.
die Menge S \ A,4(F). Da S eine komplexe Mannigfaltigkeit ist, folgt aus dem eben gezeigten
Satz insbesondere, dass die Ausnahmemengen A,(F') als echte analytische Teilmengen von S
nirgends dicht sind. Wir erhalten also die quantitative Aussage, dass die Funktionen h?(F) stets
auf einer dichten Teilmenge und damit fast auf ganz S konstant sind.

Die Ausnahmemengen A,(F') sind in unseren spéteren Anwendungen unerwiinscht. Wir un-
tersuchen daher im Folgenden einige Spezialfille, in denen wir mehr iiber die Funktionen h4(F)
aussagen konnen. Da fiir unsere Anwendung Familien von Endomorphismenbiindeln besonders
wichtig sind, konzentrieren wir uns auf diese. Zunéchst haben wir folgendes Resultat:

Satz 4.5. Sei F' — X xS eine Familie einfacher, holomorpher Vektorbiindel iber der kompakten
Kdihlermannigfaltigkeit (X, g), parametrisiert durch die kompleze Mannigfaltigkeit S. Dann ist
Ap(End(F)) = 0, genauer gilt

h(End(F)) = 1.

Beweis. Seit € S fixiert. Da F; — X nach Voraussetzung einfach ist, erhalten wir
I'(X,0 (End(F;))) =C-id.
Damit berechnen wir aber die Funktion h°(End(F)) im Punkt ¢ zu
h2(End(F),t) = dime H*(X, O (End(F}))) = dime T (X, O (End(F))) = 1,
so dass h?(End(F')) konstant auf ganz S ist. O

Nachdem wir mit diesem Satz fiir h° im Fall von Endomorphismenbiindeln ein bestmogliches
Ergebnis erhalten haben, wenden wir uns der Untersuchung von h' zu. Zumindest wenn mit X
eine Riemannsche Fliache vorliegt, ist die Situation auch hier optimal:

Satz 4.6. Sei F' — X x S eine Familie einfacher, holomorpher Vektorbiindel auf der kompak-
ten Riemannschen Fliche X, parametrisiert durch die komplexe Mannigfaltigkeit S. Dann ist
A (End(F)) = 0, genauer gilt

RYEnd(F)) =1 +tk(F)?(g(X) —1).

Dabei bezeichnet g(X) das Geschlecht von X .
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4. Die Kriimmung der hoheren direkten Bildgarben

Beweis. Nach Satz 4.5 haben wir zunichst die Gleichung h°(End(F)) = 1. Da ferner gemif Satz
3.13 beziehungsweise Satz 3.15 die Euler-Poincaré-Charakteristik

X(X,End(F})) = dimec H°(X, O (End(F}))) — dime H' (X, O (End(F})))
konstant als Funktion auf .S ist, muss wegen der einfachen Umformung zu
RY(End(F),t) = h®(End(F),t) — x(X,End(F})) = 1 — x(X, End(F}))

auch die Funktion h'(End(F)) konstant auf ganz S sein. Damit ist A;(End(F)) = () gezeigt.
Sei nun ein Punkt sy € S fixiert. Da das holomorphe Vektorbiindel det(End(Fs,)) — X sowie
die induzierte Metrik det(Hs,) auf diesem Biindel trivial sind, ist Qqeq(End( F,)) = 0, so dass aus
Satz 2.11 folgt:

tr <QEnd(FSO)> = Qget(End(F,,)) = 0-

Damit erhalten wir aber fiir die erste Chern-Klasse von End(Fy,) die Gleichung

Cl(End(Fso)7H80) = — tr <QEnd(Fso)> =0

1
2my/—1

und folglich direkt mit der Definition des Grades eines Vektorbiindels:

deg(End(Fy,)) = / c1(End(Fy,), Hs)) Aw™ 1 = 0.
X

Da die Funktion h'(End(F)) konstant ist, erhalten wir durch Auswerten im Punkt sg:
hY(End(F)) = h'(End(F),s0) = 1 — x(X,End(Fy,)).
Wenden wir den Satz von Riemann-Roch auf die Faser im Punkt sg an, dann finden wir
X(X, End(F,y)) = deg(End(Fy)) + tk(End(Fy))(1 — g(X)),
so dass wir weiter berechnen kénnen:
hY(End(F)) = 1 + rk(End(F,))(g(X) — 1).
Beachten wir noch, dass rk(End(Fy,)) = rk(Fs,)? = rk(F)? gilt, so folgt die Behauptung. O

Wir weisen am Rande darauf hin, dass die Formel aus obigem Satz insbesondere die bekannte
Aussage enthilt, dass es auf der Riemannschen Zahlenkugel P! (C) keine einfachen, holomorphen
Vektorbiindel vom Rang > 1 und damit insbesondere auch keine stabilen Vektorbiindel vom
Rang > 1 gibt, was man iiblicherweise mit dem Spaltungssatz von Grothendieck zeigt.

Gilt hingegen dim¢ X > 1, so ist die Situation nicht mehr so einfach. Wir kénnen jedoch stets
Informationen iiber die Funktion h'(End(F)) aus der Existenz eines Modulraums erhalten. In
[Ki87] wird fiir die Situation ohne Obstruktionen gezeigt (vergleiche auch [FS87, Mi89] wegen
der Situation mit Obstruktionen):
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Theorem 4.7. Sei (X, g) eine kompakte Kdihlermannigfaltigkeit und E — X ein differen-
zierbares, komplexes Vektorbindel. Dann ist der Modulraum der einfachen Hermite-Einstein-
Vektorbiindel F — X wvom topologischen Typ E mit H? (X,O (EndO(F))) = 0 eine Kdihler-
mannigfaltigkeit, deren Tangentialraum im Punkt [F] zu H'(X, O (End(F))) isomorph ist.

Hieraus erhalten wir unmittelbar folgende Aussage iiber die Funktion h'(End(F)):

Korollar 4.8. Sei (F,h) — X x S eine Familie von einfachen Hermite-Einstein- Vektorbiindeln
von festem topologischen Typ auf der kompakten Kdihlermannigfaltigkeit (X, g), parametrisiert
durch die komplexe Mannigfaltigkeit S. Gilt dann H? (X, O (EndO (Ft))) =0 fir allet € S, dann
ist A1(End(F)) =0, d.h. es ist h'(End(F)) konstant auf ganz S.

Beweis. Wir bezeichnen den Modulraum aus obigem Theorem mit M und setzen m = dim¢ M.
Dann gilt [F;] € M fiir alle t € S. Folglich ist fiir ein beliebiges ¢t € S der Vektorraum
H'(X,O (End(F}))) isomorph zu dem Tangentialraum an M im Punkt [F}], so dass folgt:

h'(End(F),t) = dim¢ H' (X, O (End(F}))) = dime Tjp M = m.
O

Dass die Funktion ! (End(F)) in dieser Situation konstant auf ganz S ist, liegt also daran, dass
die Kohomologiegruppen als Tangentialriume eines Modulraums ohne Singularitéiten auftreten.
Liegen Obstruktionen vor, dann finden wir die Vektorrdume H'(X,O (End(F}))) auch noch
als Tangentialriume des entsprechenden Modulraums wieder. Da der Modulraum in diesem
Fall aber nur noch ein komplexer Raum ist, kann die Dimension der Tangentialrdume Spriinge
aufweisen, welche zu Spriingen in der Funktion h!(End(F')) fithren. In diesem Fall finden wir
also die obstruierten Stellen auch in dieser Funktion wieder, genauer sind in geeigneten Familien
die Obstruktionen das einzige Hindernis dagegen, dass h'(End(F)) auf ganz S konstant ist.

Im Fall ¢ > 2 wird es zunehmend schwieriger, genaue Informationen iiber die Funktionen
h4(End(F")) zu erhalten. Hier kénnen Spriinge der Funktionen neben Obstruktionen auch andere
Griinde haben. Wir notieren zwei Resultate in der obstruktionsfreien Situation.

Satz 4.9. Sei (F,h) — X x S eine Familie von einfachen Hermite-Einstein- Vektorbiindeln von
festem topologischen Typ auf der kompakten Kdhlermannigfaltigkeit (X,g) mit dime X = 2,
parametrisiert durch die kompleze Mannigfaltigkeit S. Gilt dann H? (X, O (EndO(Ft))) =0 fir
alle t € S, dann ist A2(End(F)) =0, d.h. es ist h*(End(F)) konstant auf ganz S.

Beweis. Aus Satz 4.5 sowie Korollar 4.8 erhalten wir zunichst die Aussagen, dass h°(End(F))
sowie h!(End(F)) konstant auf ganz S sind. Nach Satz 3.15 ist aber auch die Euler-Poincaré-
Charakteristik

x(X,End(F})) = dim H°(X, O (End(F}))) — dim H (X, O (End(F}))) 4 dim H(X, O (End(F})))
konstant als Funktion auf S. Also ist wegen der Umformung
h%(End(F),t) = x(X,End(F})) — h°(End(F),t) + h'(End(F), )

die Funktion h?(End(F)) konstant auf ganz S. O
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4. Die Kriimmung der héheren direkten Bildgarben

Satz 4.10. Sei (F,h) — X x S eine Familie von einfachen Hermite-Einstein-Vektorbindeln
von festem topologischen Typ auf der kompakten Kihlermannigfaltigkeit (X, g) mit dime X = 3,
parametrisiert durch die komplexe Mannigfaltigkeit S. Gilt dann H? (X7 O (EndO(Ft))) =0 fir
allet € S, dann gibt es eine ganze Zahl k € Z, so dass auf ganz S gilt:

h*(End(F)) = h*(End(F)) + k.
Insbesondere gilt fiir die Ausnahmemengen die Gleichung
A2(End(F)) = A3(End(F)).

Beweis. Aus Satz 4.5 sowie Korollar 4.8 erhalten wir wieder die Aussage, dass die Funktionen
h(End(F)) sowie h!'(End(F)) konstant auf ganz S sind und nach Satz 3.15 ist auch die Euler-
Poincaré-Charakteristik, welche nun die Gestalt

3
X(X,End(F})) = ) (~1) dime HY (X, O (End(F)))
=0

annimmt, konstant als Funktion auf S. Definieren wir also
k= x(X,End(F;)) — h°(End(F),t) + h}(End(F), 1),
dann ist k eine Konstante und fiir jedes t € S gilt
h%(End(F),t) = h3(End(F),t) + k.
Diese Gleichung zeigt ferner, dass sogar k € Z ist. Damit ist aber alles gezeigt. O

Beide Aussagen haben wir alleine aus unserem Wissen iiber 2° und k' unter Einsatz der Euler-
Poincaré-Charakteristik gewonnen und die Beweise verdeutlichen, dass wir mit dieser Methode in
hoheren Dimensionen zunehmend weniger Informationen erhalten. Abschlieend zeigen wir noch
anhand eines Beispiels, wie wir auch fiir die allgemeine Situation einer beliebigen Familie unter
geeigneten zusétzlichen Bedingungen Informationen iiber die Funktionen h? gewinnen koénnen.
Wir zitieren hierfiir den folgenden Verschwindungssatz, welcher urspriinglich von Kodaira gezeigt
wurde, in einer vereinfachten Form:

Theorem 4.11 ([Kb87]). Es sei (E,h) — M ein hermitesches, holomorphes Vektorbiindel auf
der kompakten, komplexen Mannigfaltigkeit M mit hermitescher Metrik g. Dann gilt: Ist die
mittlere Kriimmung R = /—1A,Q von (E,h) auf ganz M negativ semidefinit und in einem
Punkt von M mnegativ definit, dann ist jeder globale, holomorphe Schnitt von E identisch Null.

Aus diesem Verschwindungssatz erhalten wir unmittelbar:

Satz 4.12. Sei (F,h) — X x S eine Familie von Hermite-FEinstein- Vektorbindeln mit den
Hermite-Einstein-Konstanten k(t). Gilt k(sg) < 0 fiir wenigstens einen Punkt sg € S, dann ist
Ao(F) = 0, genauer gilt h°(F) = 0.
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Beweis. Nach Satz 3.12 ist « als Funktion auf S konstant. Aus der Voraussetzung erhalten wir
also, dass k(t) < 0 fur alle t € S gilt. Da jede Faser F; — X ein Hermite-Einstein-Vektorbiindel
ist, folgt fiir die mittlere Kriimmung R; jeweils R; = k(t) - id und folglich ist die mittlere
Kriimmung jeder Faser negativ definit. Wir kénnen obigen Verschwindungssatz also faserweise
anwenden und erhalten:

hO(F,t) = dim¢c H°(X, O (Fy)) = dime T (X, O (F;)) = dimg 0 = 0.
O

Nachdem wir nun einige Resultate iiber die Funktionen h? zusammengestellt haben, kommen
wir zur Untersuchung der Bedeutung dieser Funktionen im Hinblick auf die hoheren direkten
Bildgarben zuriick. Ausgangspunkt hierfiir ist folgendes Resultat:

Satz 4.13. Sei F' — X x S eine Familie holomorpher Vektorbiindel auf der kompakten Kdhler-
mannigfaltigkeit (X, g), parametrisiert durch die komplexe Mannigfaltigkeit S, und sei ¢ > 0.
Dann ist die kanonische Abbildung

(Rp.O (F)), ®0s, C(t) — HI(X, O (F))

fir alle t € S\ Ay(F) ein Isomorphismus komplexer Vektorriume. Dabei ist wie tblich bei
C-geringten Rdumen

C(t) = Ositfy, = C,
wobet my C Og; das eindeutig bestimmte maximale Ideal des lokalen Rings Og; bezeichnet.

Beweis. Da p ein eigentlicher und flacher Morphismus und O(F') als lokal freier Ox «g-Modul
p-flach ist, ist Grauerts Stetigkeitssatz anwendbar. Folglich ist die Funktion h?(F') genau dann
konstant auf einer offenen Menge U C S, wenn O(F') in Dimension ¢ kohomologisch flach iiber
U ist. Uber der Menge S\ A,(F) erhalten wir also die kohomologische Flachheit von O(F) in
Dimension ¢, so dass mit dem Base-Change-Theorem die Behauptung folgt. Beweise der zitierten
Sétze finden sich beispielsweise in [BS76]. O

Als eine erste Anwendung gewinnen wir aus diesem Satz unter Verwendung bekannter alge-
braischer Argumente die lokale Freiheit der hoheren direkten Bildgarben auflerhalb der Ausnah-
memengen. Dazu zitieren wir zunéchst:

Satz 4.14 (Nakayama Lemma). Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und m C R ein Ideal,
welches im Jacobson-Ideal von R

J(R) = ﬂ {a]a C R mazimales Ideal}
enthalten ist. Ist ferner M ein endlich erzeugter R-Modul, dann gilt:
(i) Aus mM = M folgt bereits M = 0.

(ii) Wird der R-Modul M/mM von den Restklassen der Elemente mq,...,m, € M erzeugt,
dann erzeugen diese Elemente bereits den R-Modul M .
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Einen Beweis findet man beispielsweise in [Ei95]. Ferner benétigen wir folgendes Lemma:

Lemma 4.15 ([GR84]). Sei (X,0x) ein komplezer Raum und F ein Ox-Modul, welcher in
einem Punkt x € X vom endlichen Typ ist. Seien s1,...,s, € I' (U, F) Schnitte auf einer offenen
Umgebung U C X von x, so dass die Keime 1z, ...,k € Fy im Punkt x € X den Ox ,-Modul
Fz erzeugen. Dann gilt: Es gibt eine offene Umgebung V C U um x € X, so dass die Schnitte
sily .-, skly € T'(V,F) die Garbe F|,, erzeugen. Insbesondere gibt es also eine exakte Sequenz

O§(|V i> ]:|V — 0,

wobei der Garbenhomomorphismus ¢ halmweise durch

k

Py - OX,z — ]:y, (aly, cey aky) — iy Siy
i=1

mit y € V gegeben wird.

Beweis. Da F in x € X vom endlichen Typ ist, gibt es definitionsgemé&f eine offene Umgebung
V C X um z, wobei wir V' C U annehmen diirfen, sowie Schnitte ¢,...,¢ € I'(V,F), welche
F|y erzeugen, d.h. der halmweise durch

l

l § :
¢y : OX,y — .Fy, (a1y7 PN ,CLly) — aiytiy
=1

fiir y € V erklirte Garbenhomomorphismus ¢ : O |y — F|y ist ein Epimorphismus. Im Punkt
x haben wir nun mit (sq,, ... vskw>(9X . = Jo sowie (t1g, .- - vtlr>(’)X . = Ju zwei Erzeugendensys-
teme von F,. Insbesondere existieren Keime fije € Ox p mit 7

k
=1

Auf Umgebungen um z koénnen diese Keime f;;, zu Schnitten f;; von Ox fortgesetzt werden,
d.h. indem wir V um z herum endlich oft verkleinern, diirfen wir annehmen, dass es Schnitte
fij € T'(V,0x) gibt, welche die Keime f;j, im Punkt = induzieren. Wegen der Gleichung aus
(4.3) stimmen fiir 1 < j <[ die Schnitte ¢; sowie Z,’f:l fijsi von F auf einer kleinen Umgebung
um z iiberein. Indem wir also V' um x herum erneut endlich oft verkleinern, erhalten wir die
Giiltigkeit der Gleichung

k
ti=> fijsily fiir 1 < j < 1.
=1

Da aber die Schnitte ¢; nach Konstruktion F|;, erzeugen, folgt aus dieser Gleichung, dass auch
die Schnitte s;|;, die Garbe F|,, erzeugen. Damit ist bereits alles gezeigt. O
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Als Folgerung aus diesen beiden algebraischen Resultaten erhalten wir die folgende Aussage
zur lokalen Freiheit von analytischen Garben.

Satz 4.16 ([BS76]). Sei (X,Ox) ein reduzierter komplezer Raum und F ein Ox-Modul vom
endlichen Typ. Die Funktion

X — N, r — dimg(,) Fr ®oy, C()
sei als lokal konstant vorausgesetzt. Dann ist F lokal frei.
Beweis. Wir definieren eine Funktion

XN oo min {#M M CFomit (M), =Fo},

welche fiir jeden Punkt z € X die minimale Anzahl an Elementen angibt, die ein Erzeugenden-
system des Halms F, enthilt. Da F als vom endlichen Typ vorausgesetzt wurde, ist die Funktion
¢ wohldefiniert. Ist nun (sig4,..., 3k2>ox L= Fz, dann folgt offenbar fiir die Restklassen:

<[81€B]a CER) [SkxDOX,Z = ~Fz/ral,]—'x .

Fassen wir den Quotienten vermoge

fm/mx]:x = 'Fz ®OX,1 C((L‘)

als C(z)-Vektorraum auf, dann bilden die Restklassen folglich ein Erzeugendensystem dieses
Vektorraums, so dass wir die Ungleichung & > dimg(,) Fr ®oy , C(z) gezeigt haben. Da diese
fiir jedes beliebige Erzeugendensystem von F, gilt, folgt hieraus

C(l’) > dlm(C(x) Fa ®Ox,z C(CL‘)

Andererseits ist aber Ox , ein lokaler Ring mit einem eindeutig bestimmten maximalen Ideal m,.
Insbesondere gilt fiir das Jacobson-Ideal J(Ox ;) = m;. Sei nun [s14], ..., [sSnz] € Fz ®0oy, C()
eine Basis dieses C(x)-Vektorraums. Nach dem Nakayama Lemma bilden dann die s14, ..., Sps
ein Erzeugendensystem von F,, so dass wir die Ungleichung

((r) < n = dimg(,) Fr ®ox, C(z)
erhalten. Damit haben wir aber insgesamt gezeigt, dass fiir alle x € X die Gleichung
C(ac) = dim@(x) Fu ®(9X71 C({L‘)

gilt, d.h. nach Voraussetzung ist ¢ eine lokal konstante Funktion auf X.

Sei nun = € X fixiert und n := {(x). Dann ist n die minimale Anzahl von Elementen die
in einem Erzeugendensystem von F, auftritt. Insbesondere existieren Sig,...,Sp: € Fp mit
(S1gy .-, sm)ox . = F. Wir konnen die Keime s;; zu Schnitten auf einer offenen Umgebung um
z fortsetzen, d.h. es gibt eine offene Umgebung W C X von z und Schnitte s1, ..., s, € T (W, F),
welche die Keime s;, des Erzeugendensystems induzieren. Da wir ( als lokal konstante Funktion
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erkannt haben, kénnen wir nach einer eventuellen Verkleinerung von W um x herum davon
ausgehen, dass ((y) = n fiir alle y € W gilt. Indem wir ferner Lemma 4.15 anwenden, diirfen
wir nach einer weiteren Verkleinerung der offenen Umgebung W um z herum davon ausgehen,
dass diese Schnitte die Garbe F|y;, iiber Ox|y;, erzeugen, d.h. es gibt eine von den Schnitten s;
induzierte exakte Sequenz von Garbenmorphismen:

O% |y —= Fly — 0.

Es geniigt nun zu zeigen, dass kern(p) = 0 gilt, d.h. dass ¢ auch ein Monomorphismus ist, denn
in diesem Fall erhalten wir aus der exakten Sequenz

kern(p) — O%|y — Fly — 0

gerade, dass F auf der Umgebung W um den Punkt z € X frei ist.

Sei also ein beliebiger Schnitt f € T' (V,kern(yp)) iiber einer offenen Menge V' C W gegeben.
Wir miissen zeigen, dass f = 0 gilt. Da kern(yp) C O%|y, eine Untergarbe ist, konnen wir
f=_(f1,..., fn) fur gewisse f; € I'(V,Ox) schreiben. Ferner halten wir fest, dass der Garben-
morphismus ¢ auf dem Halm {iber y € W nach Konstruktion durch

n
. mn
oy 0%, — Fy, (@1y, .-y Qny) — Z QiySiy
=1

gegeben wird. Da f ein Schnitt des Kerns von ¢ ist, gilt also die Gleichung
n
Z fiySiy =0 fir alle y € V. (4.4)
i=1

Fiir das folgende Argument bemerken wir auBerdem, dass die Schnitte f; € I' (V, Ox) Anlass zu
holomorphen Funktionen [f;] : V' — C auf dem komplexen Raum (X, Ox) geben. Sei nun y € V
fest gewihlt. Angenommen, es gibt ein k£ mit 1 < k < n, so dass [fx|(y) # 0 gilt. Da (X, Ox)
ein komplexer Raum ist, haben wir als C-Vektorraum die direkte Summenzerlegung

Ox,y =C(y) &my

und nach Definition gilt fiir den Bezug zwischen dem Schnitt fx und der Funktion [fy] in y

ey = [f&l(y) +my

fir ein eindeutig bestimmtes Element m, € m,. Wegen [f;](y) # 0 ist also fy, ¢ m,. Da aber
m, C Ox, als maximales Ideal in einem lokalen Ring gerade die Menge der Nichteinheiten des
Rings ist, ist fi, € O%, invertierbar. Folglich erhalten wir aus (4.4)

n
-1 —~
Shy = — Z fky fiySiy € (S1ys- -+ Skys - -5 SW)OX,y ,
ik
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so dass die Surjektivitét von ¢, die Gleichung

<81y,. ..,%,...,Sny>ox’y = <81y,. . .’Sny>OX,y = ]:y

liefert. Wir haben also ein Erzeugendensystem von F, konstruiert, welches aus n — 1 Elementen
besteht, so dass ((y) < n—1 gilt. Dies ist jedoch ein Widerspruch, da wir bereits gesehen haben,
dass ((y) = n gilt. Damit ist gezeigt, dass [fx](y) = 0 fiir alle 1 < k < n und alle y € V gilt. Da
aber (X, Ox) als reduzierter Raum vorausgesetzt wurde, folgt hieraus fi = 0 fiir alle 1 < k& < n,
so dass wir wie gewiinscht f = 0 erhalten. O

Um dieses Resultat in unserer Situation anwenden zu kénnen, benttigen wir Grauerts End-
lichkeitssatz:

Theorem 4.17 ([GR84)). Ist f : (X,0x) — (Y,Oy) ein eigentlicher Morphismus komplezer
Rdume und ist F eine kohdrente Garbe auf X, dann sind die héheren direkten Bildgarben R f,F
auf Y fiir alle ¢ = 0 kohdrent.

Wir erhalten hieraus ein erstes Resultat, welches fiir den Umgang mit den héheren direkten
Bildgarben von grofler Bedeutung ist. Man kann sich schnell davon iiberzeugen, dass fiir die
Giiltigkeit der folgenden Aussage die Beschrankung auf die Punkte aulerhalb der Menge A, (F)
zwingend ist. Dies unterstreicht die Wichtigkeit von Informationen iiber die Funktionen h9(F').

Satz 4.18. Sei F' — X x S eine Familie holomorpher Vektorbindel auf der kompakten Kdhler-
mannigfaltigkeit (X, g), parametrisiert durch die komplexe Mannigfaltigkeit S, und sei q > 0.
Dann ist die héhere direkte Bildgarbe Rip,O (F') auf der Menge S\ Ay(F) lokal frei und die
Faser des zugehorigen holomorphen Vektorbiindels iber einem beliebigen Punkt t € S\ Aq(F)
als C-Vektorraum kanonisch isomorph zu H1(X, O (F})).

Beweis. Nach Grauerts Endlichkeitssatz ist die Garbe RIp,O (F') kohédrent und damit insbeson-
dere vom endlichen Typ. Geméifl Satz 4.13 ist der kanonische C-Vektorraumhomomorphismus

(Rp.O (F)), ®os, C(t) — HI(X, 0 (F))

ein Isomorphismus fiir alle ¢t € S\ A,(F'). Da aber nach Definition h?(F,t) = dimc HY(X, O (F}))
fur alle t € S gilt und die Funktion h?(F') auf der Menge S\ A4(F') konstant ist, folgt, dass

t— dim(c(t) (qu*(’) (F))t ®Os,z (C(t)

konstant auf S\ A,(F) ist. Als komplexe Mannigfaltigkeit ist S\ A4(F') ein reduzierter komplexer
Raum, so dass wir aus Satz 4.16 die lokale Freiheit der Bildgarbe Rip,O (F') iiber S\ Aq(F)
erhalten. Da ferner nach Konstruktion des zugehorigen holomorphen Vektorbiindels dessen Faser
iiber einem Punkt ¢ € S\ A4(F) gerade durch den Raum (R?p.O (F')), ®og, C(t) gegeben wird,
liefert der kanonische Isomorphismus auch die zweite Aussage. O

Mit den bislang bewiesenen Resultaten verstehen wir die Menge, iiber der die hoheren direkten
Bildgarben aus unserer Situation lokal frei sind, sehr gut. Ferner haben wir mit obigem Resultat
auch die Fasern der zugehorigen holomorphen Vektorbiindel berechnet. Wir stellen nun einige
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Ergebnisse zusammen, die es uns ermdoglichen, auch die Schnitte dieser Garben und damit der
zugehorigen Vektorbiindel zu berechnen.

Einer einfachen Notation wegen bezeichnen wir die lokal freie Garbe der relativen (p,q)-
Formen mit Werten im holomorphen Vektorbiindel F — X x S mit A" (F), wobei wir stets
Differentialformen entlang der Fasern F; — X fiir ¢ € S meinen. Eine konkrete Konstruktion
des zugehorigen Vektorbiindels, welche fiir unsere Zwecke ausreicht, findet man beispielsweise
in [KS58a, KS60]. Wir fassen hier einige bekannte Eigenschaften zusammen. Ist iiber V. C S
offen ¢ € T (X x V, ALd (F)) eine relative (p,q)-Form mit Werten in F', dann induziert
fir jeden Punkt ¢ € V eine Differentialform |, € I' (X, AP9 (F})), die Restriktion von 1 auf
die Faser zu t. Ferner wird die relative Differentialform ) bereits eindeutig durch die Familie
{#|, |t € V} dieser Restriktionen bestimmt. Diesbeziiglich unterscheidet sich eine relative Form
also wesentlich von einer gewohnlichen Form aus I' (X x V| AP (F')). Nicht jede solche Familie
von Differentialformen auf den Fasern wird von einer relativen Differentialform induziert. Wir
sagen, dass eine solche Familie differenzierbar vom Parameter ¢ € V abhéingt, falls sie von
einer relativen Differentialform induziert wird. Ferner bemerken wir, dass es eine relative duflere
Ableitung sowie einen relativen 9*-Operator

Oret : AL (F) — AR (F), O s ALY (F) — AL (F)
gibt, welche in folgender Weise mit den jeweiligen Operatoren auf den Fasern vertréglich sind:
Ist v € T (X x V, ALY (F)) gegeben, dann gilt

re

(5re1¢) ‘t =0 (¢1,) sowie (5felw) ‘t =0 (¢],) fiir alle t € V.

Schliefllich halten wir noch fest, dass eine biindelwertige Differentialform ¢ € I' (U x V, AP4 (F'))
stets Anlass zu einer relativen Differentialform ¢’ € T (U x V, AL (F )) gibt, welche vermoge
der Eigenschaft ¢|, = ¢|, fiir alle t € V eindeutig durch ¢ bestimmt wird. Umgekehrt wird
eine relative Differentialform ' € T (U x V, ALY (F )) nicht zwingend auf ganz U X V von einer
Differentialform induziert. Im Allgemeinen ist eine Verkleinerung des Definitionsbereichs erfor-
derlich, d.h. ist (z,s) € U x V gegeben, dann gibt es auf einer offenen Umgebung W C U x V/
um (z,s) herum eine Differentialform n € I' (W, AP? (F')), welche 7|y, induziert. Dieses 7 ist
natiirlich nicht eindeutig durch die relative Differentialform bestimmt. Mit folgendem Lemma
zeigen wir, dass die Fortsetzung einer relativen Differentialform zu einer echten Differentialform

speziell in der fiir uns relevanten Situation sehr viel besser moglich ist.

Lemma 4.19. Sei FF — X x S eine Familie holomorpher Vektorbiindel auf der kompakten
Kdihlermannigfaltigkeit (X, g), parametrisiert durch die kompleze Mannigfaltigkeit S, und sei
Y e I'(X x S, AVT (F)) eine relative Differentialform sowie s € S ein fester Punkt. Dann gibt

es eine offene Umgebung V C S von sy sowie eine Form ¢ € T' (X x V, AP4 (F)) mit |, = ¢'|,
fir allet e V.

Beweis. Fiir jeden beliebigen Punkt = € X gibt es um (x, sp) herum eine lokale Fortsetzung von
1" zu einer echten Differentialform, d.h. es gibt offene Umgebungen U, C X um z und V, C S
um so herum sowie eine Differentialform ¢, € T' (Uy X V, AP (F)) mit 95|, = (¢'|v, xv,)|, fir
alle t € V,. Da X kompakt ist, geniigen bereits endlich viele Punkte z1, ..., zp, um mit den Uy,
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ganz X zu iiberdecken. Indem wir also U; := Ug;, V :=N;Vy, sowie Vo= ¢xj|ijV setzen, ha-
ben wir eine offene Umgebung V' C S von sy sowie Differentialformen ¢; € I' (U; x V, AP? (F))
konstruiert, so dass stets 1;|, = (¢'|;xv)|¢ fiir alle £ € V' gilt. Sei nun {p;} eine glatte Partition
der Eins, welche der endlichen Uberdeckung {U; x V} von X x V untergeordnet ist. Wir be-
haupten, dass damit 1) := Z;nzl pi; € T'(X x V, AP4 (F)) die gewiinschte Eigenschaft besitzt.
Um dies nachzuweisen, berechnen wir fiir ein beliebiges t € V:

m

vl = ijwj :Z t) ¥il, = Zpﬂ (wl‘ijVNt: Zpﬁ W‘ijv =/l
Jj=1 j=1

¢ J=1 t
O

Fiir unsere weitere Untersuchung ist folgendes Resultat von grofler Bedeutung, welches in
[KS58a] als Fundamentaltheorem angekiindigt und in [KS60] bewiesen wird. Um keine unnétig
komplizierten Sprechweisen vereinbaren zu miissen, formulieren wir es in einer vereinfachten
Variante in der Sprache der relativen Differentialformen. In den zitierten Quellen wird auch der
gekoppelte Fall einer Familie holomorpher Vektorbiindel iiber einer nicht notwendig trivialen
Familie kompakter, komplexer Mannigfaltigkeiten gezeigt.

Theorem 4.20 ([KS58a, KS60]). Sei (F,h) — X x S eine Familie hermitescher, holomor-
pher Vektorbiindel auf der kompakten Kdhlermannigfaltigkeit (X, g), parametrisiert durch die
komplexe Mannigfaltigkeit S. Mit Gy und H; bezeichnen wir fiirt € S den Green-Operator bezie-
hungsweise die harmonische Projektion, jeweils auf der Faser Fy — X. Ist firp > 0 und ¢ > 0
die Funktion

S — N, t — dime HPU( X, Fy, hy)

konstant, dann hdngen die Operatoren Gy und H; auf T' (X, AP (F,)) differenzierbar vom Pa-
rameter t ab, d.h. ist dber einer offenen Menge V. C S eine relative Differentialform ¢ €

(X XV, Afei]( )) gegeben, dann existieren relative Differentialformen

Yo €D (X x V, AV (F))  sowie ¢p el (X x V, AL (F)),
so dass fir alle t € V' sowohl ¥g|, = G¢ (|,) als auch Yy, = He (¢¥],) gilt.
Wir nutzen dieses Theorem, um folgenden Spezialfall einer Aussage aus [Sch12] zu beweisen:

Satz 4.21. Sei (F,h) — X x S eine Familie von hermiteschen, holomorphen Vektorbiindeln auf
der kompakten Kdihlermannigfaltigkeit (X, g), parametrisiert durch die komplexe Mannigfaltigkeit
S. Die Funktion hi(F) sei konstant. Ist dann ¢ € T' (X x S, A% (F)) mit 0¢ = 0 gegeben und
so € S ein fester Punkt, dann gibt es eine offene Umgebung V. C S um sy und eine Form
x €T (X x V, A%~ (F)), so dass fiir allet € V gilt:

(¢+0x)|, = Hi (¢l,) -

Beweis. Wir bezeichnen mit ¢ € I'(X x S, A% (F)) die von ¢ induzierte relative Differential-

rel

form. Es gilt also ¢'|; = ¢|, fiir alle t € S. Da wir wegen der Hodge-Zerlegung auf F; — X jeweils
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den Hodge-Isomorphismus H>4(X, F;, hy) ~ HI(X, O (F;)) komplexer Vektorriume haben, ist
nach Voraussetzung die Funktion

S—N, tr—dimcH"(X, F,h) = dimec HY(X, O (F}))

konstant, so dass Theorem 4.20 auf die relative Differentialform ¢’ angewendet werden kann. Es
existieren also relative Differentialformen vy, € I'(X xS, .A?e? (F')) sowie ¢, € T'(X xS, Aggf (F))
so dass fiir alle t € S

vel,=Ge(¢,) =Ge (o) und Wyl = He (¢],) = He (],)

gilt. Auf einer offenen Umgebung V' C S um den festen Punkt sp herum werden die relativen
Differentialformen 9,1, sowie 1;; nach Lemma 4.19 von Formen ¢¢ € I' (X x V, A%~1 (F))
beziehungsweise ¢ € T’ (X x V, A% (F )) induziert. Es gilt also

Yal, = G (9),) sowie Yul, = Hi (¢],) fir alle t € V.

Fiir einen festen Punkt ¢ € V' berechnen wir nun auf der Faser F; — X:

¢l = Hy (¢l,) + 05G: (0l,) = Hy (¢l,) + (90* + 9°0) G (¢],)
= Hy (¢l,) + 00°Gy (¢,) + 9* G, (9 ¢1,)
= Hy (¢l,) + 00°Gy (9],) .

Dabei haben wir die Identitdt id = H; 4+ g0 Gy verwen_det sowie die_Tatsache, dass G mit der
dufleren Ableitung kommutiert und ferner, dass wegen 0¢ = 0 auch 0 ¢|, = 0 gilt. Indem wir

X = —tg €T (X x V, A% (F))
wiéhlen, erhalten wir schliellich fiir alle ¢ € V' unter Ausnutzung der eben hergeleiteten Identitét:

)|, = ¢l + 9 (xly) = ol — 9 (valy)
(0°Gi(9l)) = He (¢l,) -

(¢+5X)}t: ¢|t+(
= ¢|t_5

O

Wir sehen also, dass nach geeigneter Einschrdnkung stets Représentanten der Dolbeault-
Kohomologie des Vektorbiindels F' existieren, deren Restriktionen auf die Fasern {iber allen
Punkten t € S bereits harmonisch sind. Um mit diesem Satz die Schnitte der hoheren direkten
Bildgarben berechnen zu kénnen, zitieren wir noch das berithmte Theorem B aus der Theorie
der steinschen Raume:

Theorem 4.22 ([GR77]). Sei F eine kohirente Garbe auf dem steinschen Raum (X, Ox). Dann
ist H{(X,F) =0 fir alle g > 1.

Mit dieser Vorbereitung kénnen wir schliellich folgendes Resultat zeigen, welches weite Teile
unserer bisherigen Uberlegungen noch einmal zusammenfasst.
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Satz 4.23. Sei (F,h) — X x S eine Familie von hermiteschen, holomorphen Vektorbindeln auf
der kompakten Kdihlermannigfaltigkeit (X, g), parametrisiert durch die komplexe Mannigfaltigkeit
S, und sei ¢ = 0. Dann gilt fir jede offene, steinsche Teilmenge V- C S\ Ay(F):

I'(V, R'p,O(F)) = HY(X x V, O (F)).

Ferner gilt in dieser Situation: Ist ¢ € T'(V, Rip,O(F)) gegeben und sy € V ein fester Punkt,
dann gibt es nach einer eventuellen Verkleinerung von V. um sy herum einen Reprisentanten
¥ = [¢] der Dolbeault-Kohomologieklasse von 1, so dass fiir alle t € V' die Restriktion

¢|t € ,Hojq(X7 Ft> ht)

gerade der harmonische Reprdsentant des Wertes 1 (t) in der Faser H1(X, O (F})) des von der
hoheren direkten Bildgarbe induzierten Vektorbindels auf S\ Aq(F) ist.

Beweis. Nach dem Endlichkeitssatz von Grauert ist die Bildgarbe RIp,O(F') kohérent. Da V' C
S\ Ay(F) offen und steinsch ist, folgt also mit Theorem B

H*(V, Rip,O(F)) = H*(V, (R, O(F))|,,) =0 fiir alle k > 1. (4.5)

In dieser Situation existiert aber auflerdem die Leray-Spektralsequenz, welche man beispielswei-
se aus der Grothendieck-Spektralsequenz gewinnen kann (vergleiche [We94]), d.h. es gibt eine
konvergente Spektralsequenz { EF?} im ersten Quadranten mit

EY = HP(V,R%p.O(F)) sowie FEPM = HPT(X xV,0(F)).

Wegen (4.5) entartet die Spektralsequenz in unserer Situation bereits in Fs, so dass E5? = EX!
und damit fir alle kK > 0

HYX xV,0(F))= P E¥ = @ E}* = @ H"(V,R'p.O(F)) = H'(V, R*p.O(F))
p+a=Fk pt+a=Fk p+a=Fk

folgt, wobei wir in der letzten Umformung erneut (4.5) verwendet haben. Also ist fiir alle ¢ > 0
HY(X x V,0(F)) = H(V,R'p,O(F)) =T (V,R'p.O(F)) ,

womit die erste Behauptung bewiesen ist.

Sei nun ¢ € I' (V, Rip,O(F)) und s € V ein fester Punkt. Ferner sei ¢/ € T' (X x V, A™ (F))
irgendein Représentant der Dolbeault-Kohomologieklasse von . Da nach Voraussetzung V C
S\ Ay(F) gilt, ist h?(F) auf der Menge V konstant und da ferner 9y = 0 gilt, ist Satz 4.21
anwendbar und liefert nach einer eventuellen Verkleinerung der Menge V um den Punkt sg
herum eine Form x € I' (X x V, A% (F)), so dass fiir alle t € V' gilt:

(¥ +0x) ’t = H; (W}t) :

Da der Punkt sg eine Umgebungsbasis aus steinschen, offenen Mengen besitzt, diirfen wir ohne
Einschrinkung davon ausgehen, dass die Menge V' auch nach der Verkleinerung eine steinsche
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4. Die Kriimmung der hoheren direkten Bildgarben

Menge ist. Damit ist dann ¢ := ¢/ + 0y € T’ (X x V, A% (F)) ein anderer Représentant von 1,
welcher die behauptete Eigenschaft wegen obiger Gleichung besitzt. O

Mit diesem Satz sind wir nun in der Lage, bequem mit den hoheren direkten Bildgarben zu
arbeiten, solange wir uns dabei auf steinsche Teilmengen von S beschrianken. Da aber jeder Punkt
sp € S eine Umgebungsbasis aus steinschen, offenen Mengen besitzt, stellt dies keine besonders
schwerwiegende Einschrinkung dar. Der Einfachheit halber werden wir das von der hoheren
direkten Bildgarbe Rp,O (F') auf der Menge S \ A,4(F') induzierte holomorphe Vektorbiindel
ebenfalls mit R7p,O (F') bezeichnen.

Wir konstruieren nun die natiirliche Lo-Metrik auf diesen Vektorbiindeln. Zunéchst notieren
wir, dass wie in Abschnitt 2.4 erldutert, fiir alle ¢ € S hermitesche Skalarprodukte auf den
Réumen I' (X, AP? (F})) existieren, welche von der K&hlermetrik g auf X und der hermiteschen
Metrik h; auf F; induziert werden. Sind zwei Schnitte p,n € I' (X x V, AP4 (F)) gegeben, dann
definieren wir hiervon ausgehend die Funktion

n

o) V=€ ) (0= [ o) 5.

wobei (ul¢,n|¢t) das Produkt der Formen bezeichnet (vergleiche Abschnitt 2.4). Da pl; und 7|,
in einer lokalen Beschreibung betrachtet differenzierbar vom Parameter ¢ € V abhéngen, ist
offenbar auch die Funktion (u,n) differenzierbar auf V.

Definition 4.24. Sei (F,h) — X x S eine Familie hermitescher, holomorpher Vektorbiindel auf
der kompakten Kihlermannigfaltigkeit (X, g), parametrisiert durch die komplexe Mannigfaltig-
keit S. Sind ferner eine offene, steinsche Menge V' C S\ A,(F') sowie zwei Schnitte

[p], [v] € T (V, RIp.O (F))

mit Représentanten ¢, ¢ € T' (X x V, A% (F)) gegeben, dann definieren wir die Ly-Metrik durch

n

(e, :V—C (e, (0= [ (Hilol) Hiwl) 2

wobei Hy : I' (X, A% (F)) — H%Y(X, F}, hy) wie {iblich die harmonische Projektion bezeichnet.

Mit dieser Definition statten wir die Fasern der Vektorbiindel Rip,.O (F’) offenbar jeweils mit
dem Lo-Skalarprodukt der harmonischen Formen aus und folglich erkldren wir tatséchlich eine
Funktion fiir beliebige offene Mengen V' C S\ A,(F'). Wir zeigen nun, dass es sich tatséchlich
um eine Metrik handelt.

Satz 4.25. Sei (F,h) — X x S eine Familie hermitescher, holomorpher Vektorbindel auf der
kompakten Kdhlermannigfaltigkeit (X, g), parametrisiert durch die komplexe Mannigfaltigkeit S.

Dann wird durch die Funktionen (-, ->L2 eine hermitesche Metrik auf dem holomorphen Vek-
torbiindel Rip,O (F) — S\ Ay(F) erkldrt.

Beweis. Seien eine offene Menge V' C S\ Ay(F'), zwei Schnitte p,¢ € I'(V, Rip,O (F)) sowie
ein fester Punkt sop € V' gegeben. Wir miissen zeigen, dass die Funktion (p,1),, im Punkt sg

114



differenzierbar ist. Da es sich hierbei um eine lokale Aussage handelt, diirfen wir die Ausgangs-
menge V um den Punkt sp herum zu einer steinschen, offenen Umgebung um sg verkleinern.
Indem wir Satz 4.23 anwenden, konnen wir die Menge der Schnitte I' (V, Rip,O (F')) mit der
Dolbeault-Kohomologie berechnen und zwei Représentanten [¢'] = ¢ sowie [¢)/] = 1 wéhlen,
deren Restriktionen fiir alle t € V' bereits harmonisch sind. Geméafl der Definition der Lo-Metrik
berechnen wir nun:
w™ w™
|

(o), 0 = [ (G HW10) 5 = [ (@091 5 = (00 ()

n
Also ist die Funktion (p,v);, auf V und damit insbesondere im Punkt so differenzierbar. [

Dieser Beweis zeigt ferner, wie wir Satz 4.23 zur effektiven Berechnung der Lo-Metrik einset-
zen konnen. Abschlieffend sei bemerkt, dass unsere Definition der Lo-Metrik auf den héheren
direkten Bildgarben sowohl eine Verallgemeinerung der Weil-Petersson-Metrik des Modulraums
der stabilen Vektorbiindel, wie sie in [Ov92] konstruiert wird, als auch eine Verallgemeinerung
der in [TW98] untersuchten Metrik ist.

4.2. Die Kriimmung der héheren direkten Bildgarben

In diesem Abschnitt berechnen wir die Kriimmung der im vorherigen Abschnitt auf der héheren
direkten Bildgarbe RIp,O (F) — S\ A4(F') konstruierten natiirlichen Lp-Metrik und arbeiten
zu diesem Zweck in derselben Situation und mit denselben Voraussetzungen. Zusétzlich fixieren
wir einen Punkt sg € 5, in welchem wir den Kriimmungstensor berechnen werden, und wéhlen
Normalkoordinaten beziiglich dieses Punktes, d.h. wir wahlen eine offene Koordinatenumgebung
(W, s) um den Punkt sp und einen Rahmen

Z1....,Zp € T (W, R, 0 (F)),
wobel wir R := rk(RIp,O (F')) vereinbaren, so dass wir fiir die Beschreibung
H:W — CH

der Lo-Metrik beziiglich der von diesem Rahmen induzierten Trivialisierung die Eigenschaften

H(sp) =id sowie Hs =0 firallel<k<mundl<p,o<R (4.6)

k
Js s

haben. Indem wir W gegebenenfalls endlich oft verkleinern, erhalten wir durch die Anwendung
von Satz 4.23 Reprisentanten

1, ép €T (X x W, A (F))
der Dolbeault-Kohomologieklassen Z;, so dass fiir alle Punkte ¢ € W die eingeschrankten Formen

&l, € H%9(X, Fy, hy) harmonisch sind. Also gilt Z;(t) = &, wenn wir die Faser (Rip,O (F)),
des Vektorbiindels mit dem Raum H%9(X, F;, h;) der harmonischen Formen identifizieren.
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4. Die Kriimmung der hoheren direkten Bildgarben

Wir notieren nun fiir unsere Rechnung einige Konsequenzen aus der konstruierten Situation.
Zunéchst kann die lokale Darstellung H der La-Metrik folgendermafien berechnet werden, wobei
wir das Argument aus dem Beweis von Satz 4.25 verwenden:

pr = <EP’ EU>L2 = <§p7 £0> . (47)
Bezeichnen wir nun die Kriimmung der Lo-Metrik mit
Qr, € I (S, A" (End (R, O (F)))) .

Diese wird lokal auf der Koordinatenumgebung (W, s) durch die Matrix

RXR

01, € (T (W, AV (9))) mit ©F =Y R ds*Ads
k,l

beschrieben. Da wir Normalkoordinaten beziiglich des Punktes so € W gewdhlt haben, ist
insbesondere O, (sg) = 00H (sp), so dass wir wegen

00H sz =Y —0i0Hysds® A ds
k,l

und (4.7) insgesamt folgende Gleichung erhalten:
R} i(s0) = =80cHyz(s0) = =010k (€p,€5) (s0)- (4.8)

Um die Kriimmung der Lo-Metrik im Punkt sg zu berechnen, werden wir diese Formel verwen-
den. Schliellich halten wir fest, dass fiir alle t € W

(&1lyy- -y ERly)e = HYUX, By hy) C T (X, A% (F)) (4.9)

gilt, genauer bilden die &, ..., &r|, nach Konstruktion sogar eine Basis des Raums der har-
monischen Formen. Wir werden die eben stillschweigend verwendete Konvention, Koordinaten-
richtungen auf S mit lateinischen und Koordinatenrichtungen auf X mit griechischen Indizes
zu bezeichnen, auch spéter stets einsetzen. Entsprechend ist beispielsweise eine Ableitung 0Oy
als Ableitung Og . zu lesen sowie 0y als 0,o. AuBerdem werden wir W haufig mit der flachen
Kéahlermetrik ausstatten, d.h. mit der hermiteschen Metrik, welche durch die konstante Funkti-
on W — C™*™ mit t — id erklért wird. Ferner versehen wir dann X x W mit der Produktmetrik
G. Ist also eine offene Uberdeckung {U;} von X durch Koordinatenumgebungen (Uj, z;) gegeben,
dann kann G durch G; : Uj x W — Clrtm)x(ndm) mig

g9;(z) 0
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beschrieben werden. Diese Konvention ist dabei nicht als inhaltlich wesentlich zu verstehen. Sie
ermoglicht es lediglich fiir diverse, wihrend der Rechnung auftretende Objekte eine einfachere
Notation verwenden zu konnen. Beispielsweise zeigt obige Matrix, dass die Funktion G nicht
vom Punkt ¢ € W abhéingt und folglich gilt fiir die Christoffelsymbole von G zu Koordinaten-
richtungen auf W
T e =D G 0Gior =0,
T

so dass die kovariante Ableitung Vi einer (0,q)-Form auf X x W lokal durch Ableiten der
schiefsymmetrischen Koeffizienten mit der partiellen Ableitung Jr gebildet wird.

Zur Berechnung der Kriimmung werden wir die Rechnung in diesem Abschnitt immer wieder
durch Beweise von Aussagen unterbrechen, die dazu erforderlich sind und deren Voraussetzungen
wir gesondert notieren. Davon abgesehen behalten wir aber fiir den Verlauf der Rechnung obige
Voraussetzungen und Konstruktionen bei. Zunéchst beweisen wir einige Resultate, die direkt
fiir die Berechnung von (4.8) erforderlich sind.

Lemma 4.26. FEs sei (X, g) eine kompakte Kihlermannigfaltigkeit der Dimension n mit Kdhler-
form w und S eine komplexe Mannigfaltigkeit. Ferner sei (V,s) eine holomorphe Koordinate-
numgebung auf S und f: X x S — C eine differenzierbare Funktion. Dann ist die Funktion

F:8-—C, t'—>/ Fe0%
X n.
differenzierbar und fir alle t € V' gilt die Gleichung

0 0 W
(1) = /X )l

Beweis. Wir wihlen eine lokal endliche Uberdeckung von X durch holomorphe Koordinatenum-
gebungen (U}, z;) sowie eine untergeordnete glatte Partition der Eins {p;}. Ferner bezeichnen
wir die den z; unterliegenden reellen Koordinaten mit ;. Dann ist fiir t € V:

F(t) = /Xf(,t)o:: = Z/U pj(a:)f(:z:,t)2"gj($)dmjl A /\dx?".

Da die Funktion f als beliebig oft differenzierbar vorausgesetzt wurde, kann lokal die Differen-
tiation nach dem Parameter ¢ und die Integration auf U; vertauscht werden. Verwenden wir
ferner, dass die Metrik g nicht von S abhéngt, so berechnen wir in einem Punkt so € V:

0 d i )
a0 = | | 2 /U p3(2) f(@,£)2"g; (w)da! A .. A da?
S0 ] j
8 n 1 on 8 wn
= ;/UJ pi(x) <0sk . f(x,t)> 2"gj(x)dz; A ... Ndai" = /X @f('aso) R
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4. Die Kriimmung der héheren direkten Bildgarben

Der eigentliche Grund fiir die einfache Gestalt der eben bewiesenen Formel ist, dass eine
triviale Familie X x S — S komplexer Mannigfaltigkeiten, parametrisiert durch .S, vorliegt.
Im allgemeineren Fall einer Familie X — S komplexer Mannigfaltigkeiten entsteht eine Lie-
Ableitung, vergleiche beispielsweise [Sch12]. Wir leiten nun mit diesem Lemma eine Formel fiir
die lokale Ableitung der Funktionen (-, -) her.

Proposition 4.27. Es sei (X, g) eine kompakte Kihlermannigfaltigkeit, S eine kompleze Man-
nigfaltigkeit und (F,h) — X x S eine Familie von hermiteschen, holomorphen Vektorbindeln
auf X . Ferner seien eine holomorphe Koordinatenumgebung (V,s) auf S und zwei (0, q)-Formen
wnel (X x V, A% (F)) auf X xV mit Werten in F' gegeben. Dann gilt auf V :

o
5k ety = (Vi 1) + (p, Vn) .

Dabei sei V' fiir die kovarianten Ableitungen mit der flachen Kdihlermetrik beziiglich der Koor-
dinaten s und X x V mit der Produktmetrik ausgestattet.

Beweis. Es sei sg € V ein fester Punkt. Es geniigt zu zeigen, dass

9
ds* |,

(tlesnl) = (Vi) s 1lg) + (ily» (Vi0)]) (4.10)

gilt, denn dann folgt mit obigem Lemma:

B
. (1, m) —/X o5,

= <VkM7 77> <30) + <,U,, VEW> (SO)'

n n

(ool 55 = [ (Falag ) 5+ [ (e (Fe,,) %57

n!

9
0sk

Zum Nachweis von (4.10) rechnen wir mit den Notationen aus 3.1. In dieser Situation werden
beziehungsweise 7 lokal auf U; x V' durch p; = (,u}-, e ,,ug)t beziehungsweise 7; = (77]1, . ,ng)t
gegeben, wobei wir fiir 0 <7 < r

] P Z”JE —dwﬁ1 A A dwf‘] sowie 77§~ P Znﬂ— —dwﬁ1 A A dwfq
schreiben. Damit berechnen wir die Funktion (|, , n|,) lokal auf U; C X und fiir t € V:

B B T
(/J’|t7 77| Zhj )\M (/’L] 9 n“;“t) q' Zhj /\M Zg n : g]q’yql'tjﬁl ( )”7‘]'}/1 'yq(t)

Auf Uj erhalten wir also:

9
Osk
50

0
Ui = 9sk

e -
(el ml)] q! Z it Zgﬂlyl' Jﬂq'ugﬁl ( )j. 7 (t)

S0
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nj%.._%(t)>

h; M(t)uj\ﬁl,,ﬂq(t)> ”;W...%(SO)

Bi Ba 9
- S E i 0 ]

171 qlq a
'Zzgﬁv, 67 (as

A Byy

S0

=: R + Rs.

Zunéchst betrachten wir den Summanden R;. Da F' ein holomorphes Vektorbiindel ist, ergibt
sich fiir die kovariante Ableitung V1 in eine antiholomorphe Richtung lokal auf U; x V' die
Gleichung (Vﬁ?)j = (Vgn}, .., Vi)t Hier ist die kovariante Ableitung der (0, ¢)-Formen auf
U; x V in eine antiholomorphe Richtung des Parameterraums zu bilden. Da wir jedoch V' mit der
flachen Kéhlermetrik beziiglich der Koordinaten s ausgestattet haben, verschwinden die in der
kovarianten Ableitung auftretenden Christoffelsymbole und wir erhalten die einfache Gleichung

Ve = p Z el g A A dw
Folglich ergibt sich auf Uj fiir die eingeschridnkte Form VE”LO

t

_ 1 : ! B Bq

(Vgn‘s())j = <(VE773')|50 e (Vm}f)‘s() mit Vgnj’ p E - ],81 - (s0)dz AL AdZ
Mit diesen Vorbereitungen berechnen wir:

(sl (VW)\SO)‘UJ_ = th(%) (N?Loa (Ver!) 50)

B Ba, APt (en)
|Zhﬂu S0 Zg gyt q“yﬁy.-E(SO)aw%T”%(SO)

Bava O | ——x
.wa 50) Zgﬁm' 9, 15 7 (50) (a F ”jm.--vq(t)>

= Ry.
Wir kommen nun zur Untersuchung des Summanden R;. Zunéchst haben wir auf U; x V
die Gleichung (Vip); = ((Vk,u); e (Vku)g)t und da wir die kovariante Ableitung V, eines
biindelwertigen Schnitts in eine holomorphe Richtung des Parameterraums berechnen, erhalten
wir Korrekturterme. Genauer ist fiir 0 <1 < r

o= ((57) 9t ) = (7)1 050) = 0 (S
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4. Die Kriimmung der hoheren direkten Bildgarben

wobei wir verwendet haben, dass Vj, hier komponentenweise auf (0, g)-Formen auf U; x V an-
gewendet wird und aus diesem Grund mit der gewdhnlichen Ableitung 0y iibereinstimmt. Wir
erhalten damit fiir die Komponenten (V| SO); der eingeschrénkten Form Viul, auf U;

(Vku\so 'ZZhTZ 50)

und berechnen:

(Ve » 1) |, = Zthu(50)< Vkulso) », 77]( >
Ao
0
— ' Zhﬂ (50 Z Bin Bqu Zhn-)\ s0) Ao
_ ZZ ﬁl’h . Baq i
q " 9; Ds* |,

KV By

B B
(Zh]m— ]Bl ()) dzfl/\/\dz]"

(Z h;j VT(t)Hgglmgq(t)> 775%,.,%(80)

(n w<t>ugm,ﬂq<t>)> M (50)

= Ry.

Damit ist aber (4.10) fiir alle Elemente U; der Uberdeckung von X und folglich iiberhaupt
nachgewiesen. O

Korollar 4.28. In der Situation aus obiger Proposition gilt ferner auf V :

oar i) = (Vs ) + (s Vi)

Die in folgendem Lemma zusammengefasste Konstruktion spielt in unserer weiteren Rechnung
mehrfach eine wichtige Rolle. Die Aussage ist im Wesentlichen, dass die kovariante Ableitung
einer geschlossenen Form in eine Richtung des Parameterraums auf konsistente Weise in eine
duflere Ableitung auf den Fasern umgerechnet werden kann.

Lemma 4.29. Es sei (X, g) eine kompakte Kihlermannigfaltigkeit, S eine komplexe Mannig-
faltigkeit der Dimension m und (F,h) — X x S eine Familie von hermiteschen, holomorphen
Vektorbiindeln auf X. Ferner seien eine holomorphe Koordinatenumgebung (V,s) auf S und fiir
g > 0 eine (0,q)-Form p € T (X x V, A% (F)) auf X x V mit Werten in F gegeben. Gilt nun
Ou =0, dann existiert zu 1 <1 < m jeweils eine Form

F(u) €T (X x V, A% 1 (F)),

so dass fir allet € V gilt: )
9 (FZ(“)’t) = (Vin) ‘t :

Dabei sei V' fiir die kovariante Ableitung mit der flachen Kdhlermetrik beziiglich der Koordinaten
s und X XV mit der Produktmetrik ausgestattet.
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Beweis. Wir rechnen mit den Notationen aus 3.1 und schreiben die Form g auf U; x V' in der
Gestalt p; = (ujl-, ce ug)t. Genauer schreiben wir fiir 1 < ¢ < r:

¢_ 15 ¢ B By 1 ¢ B Bt n g
p; = o zﬁzﬂj&---@;dzj Ao Ndzt + (G- 1) %Mj,éﬁ..ﬂq_lkdzj Ao NdzpTT Nds

4+ Summanden mit mehr als einem ds-Faktor.

Da das Vektorbiindel F' holomorph ist, ergibt sich fiir die kovariante Ableitung V;u lokal auf
U; x V die Darstellung (Vz,ujl-, . .,Vz,u;)t und da wir V ferner mit der flachen K&hlermetrik
beziiglich der Koordinaten s ausgestattet haben, berechnen wir fiir 1 < ¢ < r:

51
l,u] Z l/‘ﬂa B .../\d

+ Summanden mit mehr als einem ds—Faktor.

) P /\dzfq‘1 A ds®
1

Jﬁl -

Insbesondere erhalten wir fiir die eingeschrénkte Form V;ul; zu einem Punkt ¢t € V auf Uj:

(Vil,), = (T,

t 7
: B
, (Vi,u,;-)‘» mit VZ/LJ‘ =4 Z l:“] 5. Bq Bl Ao Ad2

(4.11)
Wir halten dieses Zwischenergebnis fest und verwenden nun die vorausgesetzte Gleichung op = 0.
Lokal auf U; x V ist Op durch (Op); = (8%1-, e 8u’]7)t gegeben und wir berechnen:

0= 54: ”“é#c A AL nd

Bar

B Bq k
qlz kuﬁ 5dz /\.../\dzj Ads

)" o Bt Ba n 4k
qlzz 1, ]ﬂl ﬁquEdZJ /\/\dZJ A ds

+ Summanden mit mehr als einem ds-Faktor.

Wir betrachten die mittleren beiden Summanden dieser Gleichung. Da bei allen iibrigen Sum-
manden nicht genau ein ds-Faktor auftritt, erhalten wir aus Griinden der linearen Unabhéngig-
keit auf U; x V' die Gleichung

V+1 C ¢ N Bq k _
q.Z<Z 557]61 BAFEH 1) 0gu. 5 ﬁ)dz S AdzZ]tANdsT =0 (4.12)
und damit insbesondere fiir das feste {:

1)" 19— B B _ TLST e B B
q|zz O, 1 T 6ldzj AooNdzt = J Z( 1) &lqu...qu'zj Ao Ndz
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4. Die Kriimmung der héheren direkten Bildgarben

Wir definieren nun auf U; x V' die (0,¢ — 1)-Formen

¢._ 1)at+L ¢ Br Ba-1
vy o= (g—1)! Z g qulidzj Ao Ndz; (4.13)

und erhalten vermoge v; = (wjl-, .. ,¢}")t eine (0, ¢ — 1)-Form auf U; x V' mit Werten in F'. Eine
leichte Rechnung ergibt, dass sich die 1; geeignet transformieren und zu einer biindelwertigen
Form ¢ € T' (X x V, A%~ (F)) Anlass geben. Aus der eben hergeleiteten Formel sowie (4.11)
folgt, dass sich fiir ¢ € V' die Form 9(¢|,) € T (X, A% (F})) auf U; zu

5 ¢ _ 41t 1 1)+ < Br Ba
0 . )9 Og 1 Aiftdz- VA
_ ,31 Bq
_q'zlwl i A Ndz;
_ S
(o) !
berechnet. Wir haben also gezeigt, dass die Gleichung é(w]t) = VZM‘ , fir alle t € V gilt. Damit
kénnen wir Fy(u) := 1) setzen und haben die Behauptung nachgewiesen. O

Als eine erste Anwendung dieser Konstruktion kénnen wir folgendes Resultat herleiten:

Proposition 4.30. Es sei (X,g) eine kompakte Kihlermannigfaltigkeit, S eine kompleze Man-
nigfaltigkeit und (F,h) — X x S eine Familie von hermiteschen, holomorphen Vektorbindeln
auf X. Ferner seien eine holomorphe Koordinatenumgebung (V,s) auf S und zwei (0, q)-Formen
w,n € F(X x V, A% (F )) auf X x V mit Werten in F gegeben. Gilt nun On = 0 sowie
0* (1t|so) = 0 fiir einen Punkt so € V', dann folgt:

{1, Vin) (s0) = 0.

Dabei sei V' fiir die kovariante Ableitung mit der flachen Kdhlermetrik beziiglich der Koordinaten
s und X x V mit der Produktmetrik ausgestattet.

Beweis. Im Fall ¢ = 0 ist n ein differenzierbarer Schnitt von F' iiber X x V. Nach Voraussetzung
ist On = 0, so dass 17 sogar holomorph ist. Da F' ein holomorphes Vektorbiindel ist, gilt in diesem
Fall (Vw) &77] = 0 und damit {1, V1) (so) = 0.

Sei also q > 0. Indem wir Lemma 4.29 anwenden, erhalten wir eine Differentialform

Fe(n) €T (X x V, A% (F)),

welche insbesondere (VET’)‘SO = 8(FE(77)‘50) erfiillt. Damit berechnen wir

(1, Vin) (s0) = <u|50 , VEU‘SO> = <u|50 ,0 (Fg(n)\so>> = <5* (#lso) F;(n)\so> =0,

wobei wir verwendet haben, dass 0* (,u| 30) = 0 nach Voraussetzung gilt. O
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Indem wir alle bislang gezeigten Aussagen einsetzen, erhalten wir folgendes Resultat:

Korollar 4.31. Es sei (X,g) eine kompakte Kdihlermannigfaltigkeit, S eine komplexe Man-
nigfaltigkeit und (F,h) — X x S eine Familie von hermiteschen, holomorphen Vektorbiindeln
auf X . Ferner seien eine holomorphe Koordinatenumgebung (V,s) auf S und zwei (0, q)-Formen
p,n €T (X x V, A% (F)) auf X xV mit Werten in F gegeben. Gilt nun dn = 0 und 9* (uf¢) = 0

fir jeden Punktt € V', dann folgt:
82
ERE (ymy = (Viep, Vin) + (ViViu,n) .

Dabei sei V' fiir die kovarianten Ableitungen mit der flachen Kdihlermetrik beziglich der Koor-
dinaten s und X x V' mit der Produktmetrik ausgestattet.

Beweis. Zunéchst erhalten wir aus Proposition 4.27

0
9k (omy = (Vi m) + (1, Vin) = (Vip,n)

wobei wir in der letzten Umformung auflerdem verwendet haben, dass unter den gegebenen
Voraussetzungen < b Vy7> gemif} Proposition 4.30 in allen Punkten ¢ € V' verschwindet. Wenden
wir schliefllich Korollar 4.28 an, dann erhalten wir:

)
() = —= (Vs ) = (Vs Vi) + (V¥ gty ) -
e o = o (Vi) = (Vs Vi) + (Vi Vs, )

O]

Fiir unsere Berechnung spielt die Anwendung der Operatoren O sowie 0* der Fasern auf
Differentialformen der Gestalt (Vyp)|, fiir biindelwertige (0,q)-Formen p eine grofie Rolle.
Aus diesem Grund berechnen wir sie in den folgenden beiden Propositionen unter geeigneten
Voraussetzungen.

Proposition 4.32. Fs sei (X, g) eine kompakte Kihlermannigfaltigkeit, S eine komplexe Man-
nigfaltigkeit und (F,h) — X x S eine Familie von hermiteschen, holomorphen Vektorbiindeln
auf X . Ferner seien eine holomorphe Koordinatenumgebung (V,s) auf S und eine (0, q)-Form
p € (X xV,A% (F)) auf X x V mit Werten in F gegeben. Gilt nun 0* (u|,) = 0 fir alle
t € V, dann folgt fiir jeden Punkt sg € V:

7 (Vi) = 0.

Dabei sei' V' fiir die kovariante Ableitung mit der flachen Kdhlermetrik beziiglich der Koordinaten
s und X XV mit der Produktmetrik ausgestattet.

Beweis. Wir arbeiten mit den Notationen aus 3.1 und zeigen vorab, dass fiir alle Indizes auf
U; x V die Gleichung

A A
akF§OCV + Z ng)\ jav = aar?kl/ + Z Fﬁa)\rjk’u (414)
A A
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4. Die Kriimmung der hoheren direkten Bildgarben

gilt. Dazu berechnen wir lediglich unter Verwendung der entsprechenden Definitionen:
TS50y =0 Y _ 07 Oahjur = (@ch?) (Oahjur) + 3 W O4Dahjim
== Z WA (Ohjae) b5 (Dahjve) + Y B Okdahjvr
*ZF av ]m +ZhT OkOulj 7.
Durch Umformen ist hiermit die Gleichung

0TS, + Z IR N Z R O0kOahj v

gezeigt. Eine vollig analoge Rechnung mit vertauschten o und k ergibt aber andererseits

R _
0aTS 1, + D TS T = D W5 0aOkh;vr,
A T

so dass die behauptete Identitit (4.14) wegen des Lemmas von Schwarz richtig ist.
Wir schreiben nun  lokal auf U; x V' in der Gestalt pj; = (M;, . ,M’Jf)t mit

B Bq
j q'Zu]BI fdw A /\dwj .

Fiir jeden Punkt ¢t € V ist nach Voraussetzung 5*(,u|t) = 0. Da diese eingeschrénkten Formen
auf U; durch (pul,); = (,u}|t, . .,u§|t)t mit

¢ 51 Bq
:U‘j‘t q,z B SN Nz

gegeben sind, berechnen wir ¢(t) := 9*(u|,) = 0 lokal auf U; mit ¢(t); = (¢(t)}, ..., 6(t)7)t zu

E 5(1*1
(Zﬁ(tj_ 'Z¢]Bl = (t)dzt AL N

wobei wir den Punkt ¢ in der Definition von ¢ explizit notieren, da wir diese Formen spéter nicht
nur fiir einen festen Punkt ¢ benotigen. Da ¢(t) = 0 gilt, verschwinden die schiefsymmetrischen
Koeffizienten allesamt und gemafl Satz 2.15 folgt fiir alle ¢t € V:

_ 46 -
O — ¢]Eﬁq 1 Zg < 'Y/"L] BB ﬁq 1 + Z P] 'YV jﬁﬂl,,,ﬁq_l (t))
Z ( 7”]551 Bg—1 1 )+ ZFMV Jggl_,gq_l(t)> . (4.15)

124



Nach dieser Vorarbeit kommen wir nun zum eigentlichen Argument. Es wird Vi u lokal durch
(Vien)j = (Vap)j, -5 (Vep)5)" beschrieben mit

wWﬁ—«WWVﬂ@mf—zﬁﬁ%@)wmﬁ

= Z hTCh] l/’Tak/'L] + Zh C akh] VT) ,U/] = 816/1’] + ZF] kl//'L]’

T,V T,V

also ist, indem wir 7 := Vi u definieren,
B1
Vk/z ] Z — fdw A.. /\dw mit 77 i Jﬁ N —{—Z Jku'ujﬂl e (4.16)

Folglich erhalten wir auf U; fiir die auf die Faser zu unserem festen Punkt sg € V' eingeschrénkte
Form Viul, lokal (Viply)j = ((Viw)jlses- - (Vep)ils)t mit:

1 » N
i), =52 (ak/‘jm...ﬂq(so) + ZT%V(SO)MM...@(SU)) CRINYE
B v

Damit berechnen wir ¢ := 5*(Vku|80) € I' (X, A%~ 1 (Fy,)) lokal auf U; zu ¢; = ( ]1-, Tk

mit

1/\ AdzP
A

j ‘ Bql

wobei wir geméfl Satz 2.15 fiir die schlefsymmetrlschen Koeffizienten erhalten:

¢
e Zg < " BBr.. Bys (50 +ZFMV 50)1 55,.. 3, (50)>
_ By ¢
=-2_9 (a (a’““ﬂm Bas
By
A
+ZFW (50) ( mﬁl...ﬂq-l(SO)+;ngk(SO)’“‘j,@m.‘.ﬁq-l(SU)>)

B A
o BZ: <a a’“”mﬂ 7o (s0) + Z ( [ as0 )ujﬂnﬂqfl(%)
77

+ZFJM 50)67‘%5/31 By (50) ZFJW )0kt 5;. 5= (50)

+ZZﬁMW%WW%Mﬂw>
v A

NC ey (80)>
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4. Die Kriimmung der hoheren direkten Bildgarben

A
-3 <8k3ww i (50) +Z (a IRFNED) +ZFW (s0)T k}\(so)> e C)
By

¢ A ¢ A
+ ; T3 (5000418 357 5—(s0) + ; L5 (50) 001 35 5 <30>>

14) A
; (8’“37"]/35 o0 +Z<8krm 50 *Zrm SO)FMA(SO)) M5 B5r.. 51 (50)
7’y
+Zrm 50011 55, 5, (50 +ZPmA 5001t 57 By (5°)>

= —Z <5kayﬂjﬁﬁ ey So +Z(&TMA(SO))M?mmm(SO)
Byy

+ZZFMV s0) MA(SO)“Jﬁﬁ ot +ZFW 50) 1 537 B (50)

+ZFmA 50)0ki) 3 5o (3°>>

- Z (”‘yﬁﬁl Baa +ZFMA jﬂﬁl...ﬁql(t)>

+Zrykv Z ( VS 58 B (50) +ZFMA (s0)H} 3575 (8 )>

(4.15) ¢
=" Okl (quﬂ.ﬂq 1 ) +ZF] ki \5 351...@(50)

Die letzte Gleichheit folgt dabei unter erneuter Anwendung von (4.15) fiir alle ¢ € V. Damit
haben wir gezeigt, dass 9*(Vypul, ) = ¢ = 0 gilt, also ist alles gezeigt. O

Bevor wir die entsprechende Rechnung fiir den 9-Operator auf der Faser durchfiihren kénnen,
miissen wir zunéchst wieder einige Notationen vereinbaren. Sei dazu £ — M ein holomorphes
Vektorbiindel auf einer komplexen Mannigfaltigkeit M sowie A € T' (M, AP? (End(E))) eine
endomorphismenbiindelwertige (p, ¢)-Form. Dann erhalten wir einen Operator

AN:T (M, A" (E)) — T (M, AP*945 (E)) — AN,

indem wir den Endomorphismus auf den Biindelanteil anwenden und die Formenanteile multi-
plizieren. Genauer definieren wir lokal

(Any)S ZA AT
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auf einem Element U; aus einer offenen Uberdeckung von M durch Umgebungen, iiber denen
F trivialisiert werden kann. Ist ferner M kompakt mit einer hermiteschen Metrik g sowie h eine
hermitesche Metrik auf E, dann kénnen wir den zu AN formal adjungierten Operator

AU:T (M, APTT945 (E)) — T (M, A™* (E)), P AU
betrachten, d.h. es gilt fiir alle n € ' (M, A™* (E)) und ¢ € T (M, APTTITS (E)):

<Aﬂ777¢]>: <777AU¢>

Mit diesen Operatoren und den Objekten pi aus Abschnitt 3.5 erhalten wir folgendes Ergebnis:

Proposition 4.33. FEs sei (X, g) eine kompakte Kihlermannigfaltigkeit, S eine komplexe Man-
nigfaltigkeit und (F,h) — X x S eine Familie von hermiteschen, holomorphen Vektorbiindeln
auf X . Ferner seien eine holomorphe Koordinatenumgebung (V,s) auf S und eine (0, q)-Form
pel (X x V, A% (F)) auf X x V mit Werten in F gegeben. Gilt nun 0 (u|,) =0 fiir allet € V,
dann folgt fiir jeden Punkt so € S:

5 ((vku)’so) - = pk‘so N M‘SO :

Dabei sei V' fiir die kovariante Ableitung mit der flachen Kdhlermetrik beziiglich der Koordinaten
s und X x V mit der Produktmetrik ausgestattet.

Beweis. Wir verwenden die Notationen aus 3.1 und schreiben p auf U; x V als p; = (ujl-, cee ,ug)t
mit

C 51 By
s qugﬂ?*d Ao A dwe

Zunichst berechnen wir eine lokale Formel fiir (Vi u|s, ). Dazu beschreiben wir 7 := Vj,u lokal

durch (Vip); = ((Vk,u)jl, —+ 5 (Vep)})! und wie im Beweis von Proposition 4.32 folgt fiir die

schiefsymmetrischen Koeffizienten (vergleiche Formel (4.16))

ﬁl Ba it S ¢ ¢ v
Vk,u q'ZnJ— dw;t AL Adwi mit i ak“g?...ﬁq+ ijV”jE...Fq‘

v

Wir erhalten fiir die eingeschrénkte Form Vi u|s, lokal (Vipuls,); = ((Vk,u)Jl-|SO, s (Vi) lso)!
und mit obiger Formel gilt genauer

BT Ba
(Viw) LO q'ZnJ A Ndzgt
Damit berechnen wir d(Vuls,) lokal auf U;

) 1)+ ¢ AP AL N dRP
(O (Varl, ) q+1 'ZZ %ml Bo-. ﬁq+1(80) N haz

:(5(Vk)ﬂ‘so>>jﬂil“.ﬂqﬁ
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4. Die Kriimmung der hoheren direkten Bildgarben

und erhalten durch umformen der schiefsymmetrischen Koeffizienten:

) ¢ _ v
O (b)) 7 = 20 <ak“ el +ZFW S0k ..ﬁu.‘.b’qH(SO)>

14

_ V+l ¢
- (A 2 )+ S = o)

JBi... /3q+1

+ Z(—l)ll+1 Z (%ch'k,\(SO)) Wi (50)
v A

Ba+1

= Ok, (Z( 1) ogp jﬁl E...ﬁqﬂ(t)) + ;FEM\(SO) (;(—1)%1%#;&.”@” (so)>

v

+ ZV:( V+1Z< I, (50 )ﬂ]}? —(s0).

Bara

Ist nun ¢ € V ein Punkt, dann gilt nach Voraussetzung 9 (pul,) = 0. Lokal bedeutet dies

=0 (“g‘) - ) Z Z u+1% 561 = (t)dzfil/\ A alzqu7

---IBq+1

also folgt fiir alle Indizes und alle t:

~1)" ot~ (t)=0.
;( ) IBV’U/j/BIWBVWBq-&-l( )

Damit vereinfacht sich die eben ausgerechnete Formel fiir die schiefsymmetrischen Koeffizienten
wesentlich und wir erhalten die Gleichung:

(0 (Vinly,)) S5 ﬁQ+1:Z u+1z( TS0 30)u = (%), (4.17)

Bqul

Nun berechnen wir pg|, N pl, . Zunéchst ist pi|, geméf der Definition aus Abschnitt 3.5 lokal
auf U; durch

(pk’so)j = ZRgakB(SO)dZJB
B

P
gegeben. Indem wir die Formel (4.17) einsetzen, konnen wir hiermit berechnen:

(Pk|so M|50 —Z ZRCA]CBSO jﬁ A q‘Zu]ﬂl Bl/\.../\dzfq

1 l/+1 F B
= — E E — E —~ s0)dz7N AL A d2E T
(¢+1)! 75 (=1 JWV ]/31 B Bq+1( 0)dz; J
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AP A A dRP
BQH(SO) j Zj

1 A
EB:Z/: " Z( TS50 )MJE..ﬂV

- ) A ey
oo ‘25: (0 ( Vk,U«‘SO))]ﬁl G2 A A

— (0(Vinly,)); -

.—-i-

Also haben wir wie behauptet pi|, N pl,, = -0 (Vk,u]SO) gezeigt. O

Die von uns konstruierten Formen §; sind 0-geschlossen und fiir jeden Punkt ¢t € V ist
g’i S HO,Q(X7 Ft7 ht)

harmonisch. Insbesondere gilt fiir alle ¢ € V sowohl 9(&],) = 0 als auch 9* (&],) = 0. Wir
konnen also Korollar 4.31 auf die Formel (4.8) iiber die Kriimmung der Lo-Metrik auf der
hoheren direkten Bildgarbe im Punkt sg anwenden und erhalten:

Ry a(s0) = =010k (€, &5) (s0) = —<<Vk€p, Vi€s) (50) + (ViViép, &) (80)>~ (4.18)
=:51 =:52

Wir verwenden nun die bislang bereitgestellten Resultate und berechnen den ersten Summanden
S1. Zunichst folgt wie im Beweis von Korollar 4.31 aus den Propositionen 4.27 und 4.30 auf
ganz W:

0
@ <€p7 €O'> = (vkép) €a> + <€p7 VE€J> = <vk€p’ §a> .

Speziell im Punkt sg liefern also die Eigenschaften (4.6) der Normalkoordinaten:

0 0
(Vi€oluy Eolsy) = (Vi &) (50) = 55| (60r6) = 55| Hpm =0.

S0

Wir erhalten hieraus und mit (4.9) fiir alle Indizes k& und p:

vk£p|80 1 <§1|50 P £R|50>(C = %OVQ(Xv Fsoa hso) cr (X7 AO,Q (FSO)) :

Da die Hodge-Zerlegung aus Theorem 2.14 orthogonal ist, enthilt also kap’s() keine harmoni-
schen Bestandteile, so dass wir gezeigt haben:

H,, (vkgp\so) —0.

Aus der Identitédt Hy,+Uz0Gs, = id (vergleiche Abschnitt 2.4) folgt nun, da der Green-Operator
mit 0 und 0* kommutiert:

Vibly, = Hag (vk§p|s ) + 050G, (vkgp\SO) — (80" + 8°8) Gy, (vkg,,|80)
— Gy, ((aa* +0%) Vi, |, ) =G, (55* (vkg,,|80) + 8% (vkg,,|50)) .
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4. Die Kriimmung der héheren direkten Bildgarben

Da wir aus Proposition 4.32 ferner 0*( V&, s,) = 0 erhalten, folgt weiter:

Viépl,, = Gs (3* <Vk€p| )) = 0G0 (Vk§p|50> :

Wir wenden diese Gleichung auf den Summanden S; an:

S1= (Vi Vito) (50) = ( Vil s Vikol,, ) = (0°Goyd (Vi ) Vicol,)
= (God (Va&ol,, ) 0 (Vitol,,) ) -

Aus Proposition 4.33 folgt auflerdem fiir alle Indizes

0 (Vk£p|so) = - pk|50 N §p|50 )

so dass wir schliefflich fiir den ersten Summanden folgende Gleichung erhalten:

$1={(Gao (rluy M &Ly, ) + pilsy N &l ) (4.19)

Um den zweiten Summanden zu vereinfachen, unterbrechen wir unsere Darstellung erneut,
um vorab wieder einige Resultate zusammenzustellen. Dazu ist zunéchst die folgende technische
Aussage erforderlich:

Lemma 4.34. Es sei (E,h) — M ein hermitesches, holomorphes Vektorbiindel auf der komple-
xzen Mannigfaltigkeit M mit hermitescher Metrik g sowie p € T' (M, AP (E)). Auf einer Koor-
dinatenumgebung (Uj, zj), tber der E trivialisiert werden kann, sei p durch pj = (,ujl-, .. ,,ug)t
mit

ay ap B E
-7 q'z jai.. QPE 7dz‘] A /\dzj /\dZJ /\/\dZJ

gegeben. Dann gilt fir die schiefsymmetrischen Koeffizienten der lokalen Darstellung der Form
Y =V Vau — ViVyu e I'(U;, AP (E))

fiir beliebige Koordinatenrichtungen n und v die Gleichung

¢ Hr ¢
wj ag...apf... Z Z RjM /31/777#]‘ ay...apBi...Bu—17Buv+1---Bq

v=1 T

_ T 6 ¢
Z:IZR]MO‘V'YWMjal...aVlTaV+1...apﬁl...ﬁ(1+ RJEP’W?’U]oq apﬁl ﬁq
v=1 T p

Beweis. Zunéchst berechnen wir V,Vzu. Da E ein holomorphes Vektorbiindel ist, folgt indem
wir die kovariante Ableitung in die antiholomorphe Richtung bilden

SPANG 71
(vnu)jaluﬂpﬁl Bq 677 JOél apfi... ZZF]MWGW JOq 0pB1...Bu; —171Buy +1---Bq

vi=l m1
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und damit ergibt erneutes kovariantes Ableiten in die holomorphe Richtung:

NS - 1)
(VVVUM)]‘ a1...apfi...Bq V’Y (VW'U)J ar...apPi... + ZFJE’YP JOél .apPi...Bq
_ SN ¢
- 67 (Vnﬂ)] ai..apBl... Z ZFJM"/O‘V n'u)j Ly 17200y 1 pB1-By
vo=1 T2
+ZF3E’YP jOél apfi...By
. ¢ T1 ¢
= 0y O Ja1 apPi... Z:l Z ( F]Mnﬁ”l) MJ' a1apBr By 17T By 184
V1 T1

N ZZ JMTIB”l Jal apPi-.Buy 171 By +1---Bq

vi=1l 71
ZZ JM’WVQ Hian.. Qg —1T20g +1---0pP1...Bq
vo=1 T2
D
15 9D DD b 9) v
JM yaw, 3M775V1 J 0Oy 1720wy 4 1--0pB1 - Buy 171 By +1---Bq
vo=1 T2 =1 7

+ZFjE’Yp Ti”]al apBi..By Z JE’YPZZ JMﬂﬁvl ]041 apPi.Buy 171 By +1--Bg

vi=1l 711

Andererseits konnen wir auch V5V, berechnen. Zunéchst ist

¢ _ ¢
(V1); .o By = Y . cupr Bq+z TE0H o...con ..
¢
7Mjoq ozpﬁl le ]M’YOIVQ J Q1 Qg —1T20wy +1.- ozp,Bl ﬁq+z ]E’Yp'ujoq oapﬁl ,Bq
V2 T2

wobei wir jetzt bereits in diesem ersten Schritt Korrekturterme von der Metrik des holomorphen
Vektorbiindels erhalten. Damit berechnen wir weiter:

__ ¢
(Vg V%“)]al apBr.. Fq_vﬂ (vvﬂ)jal apBi. By
_ ¢ T1 ¢
=07 (Val) 0 ZIZFJMnﬂul Vu)jal...apa..mﬁm..ﬁq
v T1
_ ¢ T2 ¢
- aﬁapy'u] aq.. Olpﬁl Z Z ( F]M'Yo‘ug) 'ujOél---au2717'20¢u2+1---OépE---/Biq
vo=1 T2
_ < P _
ZIZ ]M'Wlfz JOél Qg —1T20g 41 - apBi...Bq Z<&FJE7P) jal...apﬁl,.ﬂq
v T2
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4. Die Kriimmung der héheren direkten Bildgarben

+ E TS0 = D) Biyiv
JE~p 77’“]@1 apPi... JMnﬁul Hjan. -apPi...Buy 1Ty +1---Bq
=1 7
5 ST b B
IM 0By, iMoo, J 01y 1T20g 4 1--0pB1 By 171 g +1---Bg
vi=1l 71 vo=1 T2
_ I § TS, uf S
Z Z JM77/3V1 ]E'V.DM‘] al...ozpﬁl...Bylflﬁﬁylel...ﬂq
=1 7

Bei der Subtraktion fallen nun die meisten Summanden fort, so dass wir mit

T1 ¢
(v vnﬂ v v"//’[/)] aq.. apﬂl le < FJMU'B”1> Iu] 041-~-apE~-~ﬁu1—1ﬁ6u1+1--~E
V1 T1
T2 ¢ ¢ p

+ le ( F]M’Yaug) Mja1...oz,,zflrgaywq...ocpE..ﬂq Z (&FJE’YP> 'ujoq...apm...,@iq

V2 T2 P
- ZZ JManm“ujoq apBL-Bu —1T1Buy +1---Bg

vri=1 7

_ T2 ¢
ZZR]MGDQ'YU/'Ljal Qg —1T20pg 41 Oépﬁl Z EP'Y"]'u]ozl Otp,Bl ﬁq
vo=1 T2

die behauptete Identitéit erhalten. O

Korollar 4.35. Es sei (X,g) eine kompakte Kdhlermannigfaltigkeit, S eine komplexe Man-
nigfaltigkeit und (F,h) — X x S eine Familie von hermiteschen, holomorphen Vektorbindeln
auf X . Ferner seien eine holomorphe Koordinatenumgebung (V,s) auf S und eine (0,q)-Form
pel (X x V, A% (F)) auf X x V. mit Werten in F gegeben. Dann folgt:

ViVin — ViV = pgg N .

Dabei sei V' fiir die kovarianten Ableitungen mit der flachen Kdihlermetrik beziiglich der Koor-
dinaten s und X x V mit der Produktmetrik ausgestattet.

Beweis. Mit den Notationen aus 3.1 schreiben wir y iiber U; x V' in der Form p1; = (u}, e ,/ﬂjf)t
mit -
51 Bq
ps = o Z Wogr g A A dwgt,

Da wir V mit der flachen K&hlermetrik ausgestattet haben, vereinfacht sich die Formel aus
Lemma 4.34 und wir finden

Br Ba ¢
(ViVit = ViVip)| p ZZ o g dw) A A AW = (o N )

wobei wir noch verwendet haben, dass (pkj)j = (R]p, aki) o gilt. O
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Proposition 4.36. Es sei (X, g) eine kompakte Kihlermannigfaltigkeit, S eine komplexe Man-
nigfaltigkeit und (F,h) — X x S eine Familie von Hermite-Einstein- Vektorbindeln auf X . Fer-
ner sei eine holomorphe Koordinatenumgebung (V. s) auf S gegeben. Dann gilt fir jeden Punkt

sp eV:
Dé (pki‘so) =V _1Ag |:pk|80 ) ﬁl‘80i| :

Beweis. Wir statten V mit der flachen Kéhlermetrik beziiglich s aus und berechnen
D6 (pal.,) = @0+ 057 (pl,,) = 0 (gl.,) + 95 (0l,,) =38 (pul, ).
0

wobei 9*(p,3]s,) als (0, —1)-Form verschwindet. Mit den Notationen aus 3.1 kénnen wir p,;ls,
lokal auf U; als (p,4]s)?, = R]p, ,xi(50) schreiben, so dass wir erhalten:

(9 (rula));, = 20578 oo

Folglich finden wir mit Satz 2.15:

(a* (sz}s(,)) Z (7( - 30)+Zrmm (&R ())). (4.20)

Andererseits konnen wir auf U; die Form (Vvvipkg)‘m berechnen, wobei wir natiirlich

9

d
Pij = o B <6 - _:Q) eT (U; x v, A%0 (End(F)))
%

definieren. Da End(F) — X x S ein holomorphes Vektorbiindel ist und wir V' mit der flachen
Kéhlermetrik ausgestattet haben, ist

P
(Vzpkﬁ>j =R 5 (4.21)

Wir wollen diese Gleichung ein wenig umformen. Da F' — X x S ein holomorphes Vektorbiindel
ist, gilt lokal fiir die Matrixdarstellungen der Kriimmung sowie des Chern-Zusammenhangs die
Beziehung ©; = 90;. Folglich ist 00; = 090; = 0 und wir finden

_ 1 = —

— 50° — 2 — 2 P o g B

0=007, =0 (Y R dwf ndw] | =33 = (95R) o= 05 R0 | ) dus Adw ndwl,
a,f o,

woraus wiederum die Beziehung

%Rg’m@ = %Rgma fiir alle 1 < «, 81,82 < n+m sowie 1 < p,o < r
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4. Die Kriimmung der hoheren direkten Bildgarben

folgt. Wenden wir diese auf die Formel (4.21) an, dann schlieflen wir:

—n — r — P — P
(Virs) o = O k5 = 981

Damit kénnen wir
2\ (por) R
(VVvlpkﬂ)jg =Vy ( okl> - ZF]’Y (n7) ( B ]Tkz>

berechnen und erhalten mit (4.20):
(L), B (05 Em 0.0
Y
(8* (szl‘so)):

Wir haben also folgende Gleichung auf U; nachgewiesen, was unser Anliegen war:

p

Eoloul)), = ool )), =5 (Ewm) ) -

J

Wir wenden nun Lemma 4.34 auf das Vektorbiindel End(F) — U; x V' sowie die Form p;5 an
und erhalten aus Proposition 2.6:

(02551, = S (o) = 5 (58 8, )

7777- ”77

_ opT PN _ P pn T pp
Z J77’Yl JTkB 0. RJU'YlRJTkB ijleokﬁ ZRJU’YleTkB

n,7T n T
P P p
- (p’ﬂ/\pkﬁ)jo B (pkg/\’oﬂ>ja - ([p'ﬂ’pkﬁbja'

Dabei haben wir wieder verwendet, dass V' mit der flachen Kéhlermetrik ausgestattet ist, so
dass die im Lemma auftretenden Kriimmungsterme der Metrik auf X x V verschwinden. Wir
finden nun mit (4.22):

(Dg (Pki‘so)):g == z:g?'7 < [pvz, Pkg} Lo>l‘) - z:g?Y ((VIVVPw) LO>[‘) . (4.23)
By Jo o By

Jo

=R =:Ro

Zunéchst berechnen wir den ersten Summanden R;. Indem wir sein Vorzeichen in der Lie-
Klammer auflosen, erhalten wir:

- o
— By o —
=5 (o), = S (s ) - oo o)
By 7o By
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Andererseits ist

11 P
(hmwﬁ}} (mQAH (1) WQA%%>

=23 (Z f) A( R;mxsomzf)
T ﬁ [e%
+ Z (Z jTal O‘) A R;Ukﬂ( )dZJB
B

T e}

- Z <Z jfkﬁ ;—a'al Z jTal S Ukﬁ(50)> dz]o'[ /\dZJB

T

und damit folgt fiir die Kontraktion:

(\/leg [Pk’so ) W}SODS.U - Z (Z J 71(50) ZR;)TVZ(SO)R;UW(SO)) = Ry.
7.8

T

Nach (4.23) gilt nun

(Da(ﬁmﬂ%)>:0==(VK:TAg[pkLO»Pﬂ%})jU+<R%

so dass es geniigt, Ro = 0 zu zeigen. Zunéchst folgt mit der Bianchi-Identitit aus Satz 2.8:
Vonis) ’ Tl D =oR NG
( 7pk5>ja (pk5> +Z J7’7T (p )'T_ gl +Z MnT ]rkB
p (pU) R" r (po) ( ) ( ,)p
_8'“RJ WE+Z k) GTvB <p75> +erkm—) PyB ViPyp jo

Wir haben also die Beziehung VVIOkﬁ Vkpw gefunden. Mit dieser Vorarbeit kénnen wir den
Summanden Ry berechnen:

By jo
ng& (8kRﬂ _+ Z M m) ]Tw) (50)

~ o ( (z) 1, ( P )) .
By

= (o S 000 ) )=t (),

Jo

p

=29 <(VZVW) LO> |

Jo
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4. Die Kriimmung der hoheren direkten Bildgarben

Dabei bezeichnet x die Hermite-Einstein-Konstante der Fasern und wir haben verwendet, dass
diese Funktion nach Satz 3.12 auf S lokal konstant ist. Schliefflich ist mit Proposition 2.4

(Viid)?, = 0,08 + Z T o Z ré =3 (5§F§’ ke — 07 sz) =T =T =0

und damit folgt Ry = 0, wie gewiinscht. O

Wir zerlegen nun den zweiten Summanden der Kriimmung aus (4.18) in zwei weitere Sum-
manden Sy, und Sy, indem wir Korollar 4.35 anwenden:

Sa = (ViViép, &) (50) = (ViVi&p, &) (s0) — (p N Ep, &) (50) - (4.24)

=:5%4 =:S9,

Auf dem Endomorphismenbiindel End(Fj,) steht uns vermoge der induzierten Metrik Hy, die
Hodge-Theorie zur Verfiigung. Wir nutzen die Gleichung H + 5 o G = id und erhalten mit
Proposition 4.36, da 5 und G' kommutieren:

Puils, = H (sz\so) +G (Dé (sz|so>> =H (sz\so) +G (ﬁf\g [Pk\so : W\SOD :

Also berechnen wir den Summanden Sgp, zu:

Sop = — <pk2 N §p>§a> (s0) = <pkl‘ §P S0 EU’$0>
= - <H (Pki‘so) N fp‘so ) 60"so> - < (FA |:pk|so J V‘ }) &l 507 §a|so> (4.25)

Der unerwiinschte Summand

—(H (paly) N 6ol €l

verschwindet im Allgemeinen nicht. In spéteren Abschnitten zeigen wir, dass zumindest unter
geeigneten Bedingungen an die Familie H ( pki’so) und damit auch obiger Summand verschwindet.
Vorerst sammeln wir jedoch einige Resultate zur Berechnung von Sa,.

Proposition 4.37. Es sei (X, g) eine kompakte Kihlermannigfaltigkeit, S eine komplexe Man-
nigfaltigkeit und (F, h) — X x S eine Familie von hermiteschen, holomorphen Vektorbindeln auf
X. Ferner seien eine holomorphe Koordinatenumgebung (V,s) auf S und fir ¢ > 0 eine Form
uwel (X x V, A% (F)) gegeben. Gilt nun zusdtzlich Ou = 0, dann folgt mit der Differentialform

F(p) €T (X x V, A% (F))
aus Lemma 4.29 in jedem Punktt e V:

(ViVi)|, = 0 ((VeF; (w)],) + porly 0 (Fy ()],) -

Dabei sei V' fiir die kovarianten Ableitungen mit der flachen Kdihlermetrik beziiglich der Koor-
dinaten s und X x V' mit der Produktmetrik ausgestattet.
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Beweis. Wir arbeiten mit den Notationen aus 3.1 und schreiben die Form p auf U; x V' als
pj = (g, -, pf)" mit:

Br A Bq 1 ¢ B Bat n 1
j ] Zu] 5. fdz SN dzt + (G—1) ;uj,é’l---ﬁq_lidzj Ao NdzpTT Nds
K

+ Summanden mit mehr als einem ds-Faktor.

Damit erhalten wir vollig analog wie im Beweis von Lemma 4.29 (vergleiche die Formel (4.12))
aus der Voraussetzung Op = 0 auf U; x V:

V-I-l C _1\4 ¢ ﬁTl @Tz i —
q! Z (Z Og, 1 BB +(=1) 55#3 5 Bq) dzi' Ao N dzpt ANds' = 0.
Wir finden also fiir alle Indizes die Gleichung

o= q+1 l/+187 ¢ e 4.26
’HJB1 Bq Z ]/31 BBt ( )

und nutzen diese zur Berechnung von (vkvw)\ ,- Da F' ein holomorphes Vektorbiindel und V'
mit der flachen Kéhlermetrik ausgestattet ist, folgt zunéchst:

E 1 ¢ B Bg—1 i
K

+ Summanden mit mehr als einem ds-Faktor.

Damit erhalten wir fiir die zweite kovariante Ableitung:

¢
(vkviu)j l/‘L +ZF]]€T
B8 Bq
'Z<ak‘ l’u]ﬁ 7+Z ]k'f‘allu’]g ﬁ)dzl /\deq
B1 Bq—1 i
q—1 |Z< k l“gﬁl +ZFW I B B lz> dzj" A... Adzi" Ndst

4+ Summanden mit mehr als einem ds-Faktor.

Insbesondere berechnen wir also auf U; mit (4.26), indem wir ausnutzen, dass bei der Restriktion
auf die Faser die meisten Summanden wegfallen:

¢ T B B
( (vkvlu | Z ( l'u]ﬁ ﬁ + Z F] kT(t)&l/"Lj/glgq(t)> del ARERA deq
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4. Die Kriimmung der hoheren direkten Bildgarben

11 1/1 C
" 'Z akz +%Jﬁ B /qu(t)

+1 B B
+ Z I‘j or ( Z —1)” %M;m...éz...@;l(t)> d2it A Ndzt

v

1
1)t = 1)v! A (" TS, ()" t
LS o (- 0 Srun 2 o

. AP AL nd
X ()i, m..ﬂm) Fns

1 _
== —1) 99— | ot — )+ ) aP A Ad
q! ZZ( " ( ST Z e 5 g | 4 7

T ZZ 1) kaﬂ—y(t)uL — _(OdZ AL nd (4.27)

B1.ByBql

Damit ist die linke Seite der Behauptung ausgerechnet. Fiir die Berechnung der rechten Seite
bemerken wir zunéchst, dass wir im Beweis von Lemma 4.29 die Form [} (u1) lokal auf U; x V/
durch

T q+1 ¢ B Bg-1
(F ()5 = q_l.Z W g% NN

konstruiert hatten, vergleiche Formel (4.13). Damit ist

Q+1 - /31 Bg—1

und folglich:

(T )])S =
q—l'z q+1<k'u],31

Wir kénnen also ¢ := 0 ( (Vi F; (1)) !t) berechnen:

¢_1 _V+q(%3§ . ¢ IS, (O —~ ) dzP AL Ad
% q!zgzzu:( < N 5 qu(HZT: ]kT()MjE..E.-Fq?() e R

B Bg—1
+Z el ml...ﬂqlz(t)> et AL A d2

Andererseits ist ¢ := pg|, N F} (/L)’ , lokal gegeben durch:

1/’5 = Z(th)gT A (FT(M)‘t)T

T
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_ B q+1 T ,BT Bg—1
Z Z s ez | A ‘Z Wi gi(dz A A dz

V+q C T ,31 @q
=4 ZZ ]T,@(t)uj . (t)dz] A2 (4.29)
Indem wir (4.28) und (4.29) in (4.27) einsetzen, erhalten wir

((VeVar)]); = 65 +95 = (@ (Vb m)],); + (oely 0 Fr ()],)

und somit die Behauptung. O

Proposition 4.38. Es sei (M, g) eine kompakte Kdihlermannigfaltigkeit und (E,h) — M ein
hermitesches, holomorphes Vektorbiindel auf M. Ferner sei A € I’ (M, A%! (End(E))) gegeben.
Dann wird der Operator

Au:T (M, A" (E)) — T (M, A" (E))
vermoge AUn = +/—1A4 (A* Nn) berechnet.

Beweis. Wir rechnen auf einer Uberdeckung von M durch Koordinatenumgebungen (Uj, z5),
iiber denen F trivialisiert Werden kann, und fixieren ein beliebiges ) € T’ (M JAVEL(E )), welches
wir lokal auf U; durch v; = (¢} 1E ..,1/)”) mit

_ ¢ lTl Bq—l
j_(q—l)! 1ﬁdzj /\.../\de

beschreiben. In dieser Situation wird der Endomorphismus A lokal gegeben durch
Y : P p B
A; = (Ajg>pa mit  Af, =" A" dz.
’ B

Zunéchst berechnen wir ANy € T' (M, A% (E)) auf U;:

(Am¢<—ZA< /\w—z ;AETﬁdzf A ,Zwm s BN A

1/+1 C T B E

Indem wir n lokal in der Form 7n; = (77]1-, . ,n;)t mit

51 Baq
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4. Die Kriimmung der hoheren direkten Bildgarben

schreiben, kénnen wir die Funktion (AN, n) € T' (M, A(M

(AN, —ZhJAM(Amw>] )

)) auf U; berechnen:

_ By 5“/
o lzhj/\”zg e ’ q(Amw)Jﬁl 77]“/1 Aq
Hu“

— !Zh]AIJ‘ZgﬁI’Yl'

v

Andererseits wollen wir (¢, v/—1A4 (A*Nn)) € T (M, A(M

5q"/q Z(_l)y+1 A T

7B B B ﬁnﬂl e (4.50)

)) berechnen und notieren zunéchst

fiir den adjungierten Endomorphismus zu A die lokale Gestalt

mit

A = (A*TP)
Damit ist

A*ﬂn
T a 4,0

- S ST

T

ZA /\77]*2 ZZMCAMQ}LJT&UZZ

61...67

Z Z th? Yo h] U5dz

o 77

Bq
../\dzjq

1 r Br
: q!%:”jm--ﬂqdzﬂ 4

a Br B
dz; /\de A ../\de ,

also erhalten wir fiir die Kontraktion ¢ := /—1A4 (A* Nn):

oo TCAS Br Bq—1
¥ = .Z VT Z E,Eh AY sy gy | A A AN
T

Nach dieser Vorbereitung berechnen wir auf U; das Produkt von ¢ mit der eben lokal ausge-

rechneten Differentialform und erhalten:

(4, V=TAy (4" 1) Z’% i (00

q—1 |Z MMZ Jer Bq e
7ILL

Bier | Ba-18¢-1 N
q_l.Z MHZ 9j JB1.
7/"

6
Q—l |Z ngﬁl e WJA
,,Lt
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aﬂg

oo
JE1...Eq—1

TAS
Zzh Ama 37577]@51 Eg—1

T

Be 129 ’ ZZWAW e



5181 /3 1€g—1 @o 5 —
122 g w]ﬁl 5q,lzgj ZAJAEhJ'fF”JT'ﬁ.-.aTl

A Be a,Q 7,0

551 Bg—1€q—1 ag A —
ZZ [ (vl ) T

B,e,0,0

Wir benennen « in 3, und g in £, um und formen weiter um:

Bie quq 5 A\ -
q—l'ZhJSTZg . Z(Ajwq 3 B1..Bg 1)77]51151 T
76 >\
/5151. quq q+1 _
q — 1 l Z; h] oT Z Z ( J)\qu] Br.. qul) njﬁ-..ﬁ‘
T

Nun summieren wir g-Kopien der Summe iiber die Indizes # und ¢ in kiinstlicher Abhéngigkeit
von einem Parameter v auf. Da wir in jedem der g-Summanden {iber alle Moglichkeiten von
und e summieren, kénnen wir jeweils eine andere Permutation auf diese Indizes anwenden. Wir
machen Gebrauch vom Parameter v und wenden die Permutation

1 - v-1 v v+1 -+ g—1 ¢
1 - v—-1 v+1 v+2 --- q v

im Summanden v an. Dadurch erhalten wir:

'Z jOT ZZ 5161. /BqEq q+1Z( ])\ﬂqwjﬁl B 1) 77]51 Zq

l/lﬁs

—_ e ﬁlal . quq q+1 —
- q!;hmgz Z( i3 351 B Bq> N &

Nun tauschen wir im 7-Anteil das €, an seine eigentliche Stelle zuriick, wodurch wir jeweils ein
Vorzeichen (—1)77" produzieren. Vergleichen wir das Ergebnis ferner mit (4.30), dann folgt:

_ 1 1€1 Bqe q+1l+q—v ) A
_azhﬁ?zz% ' qq( 1) Z AgAﬂu¢]51 Bo-Bq 77]51 Eq

v A
_ Bie1 /3 € 1yl ) A —
= ' Zh] 57’2 a=q Z( 1) <A] )\Buw]ﬁl ﬁ 5 > ”7] €1.. Eq
7,0 v,
— (4 mw,rmU]

Wir haben also gezeigt, dass fiir alle ¢ € T’ (M, Ava—1 (E)) stets

(Y, AUn) = (ANy,n) = (Y, V—1A4 (A" Nn))

gilt, und folglich ist die behauptete Gleichung AUn = +/—1A4 (A* Nn) nachgewiesen. O
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4. Die Kriimmung der hoheren direkten Bildgarben

Proposition 4.39. Es sei (X, g) eine kompakte Kihlermannigfaltigkeit, S eine komplexe Man-
nigfaltigkeit und (F,h) — X x S eine Familie von hermiteschen, holomorphen Vektorbiindeln
auf X. Ferner seien eine holomorphe Koordinatenumgebung (V,s) auf S und fir ¢ > 0 eine
(0,q)-Form p € T (X x V, A% (F)) auf X x V mit Werten in F gegeben. Gilt nun Op =0 und
ist 0*(p|,) = 0 fir alle Punkte t € V, dann folgt mit der Form

Fi(p) €D (X x V, A% 1 (F))
aus Lemma 4.29 in jedem Punktt € V:

00 (Fy(w)],) = (el )"V pl; -

Beweis. Wir statten V' mit der flachen Kéhlermetrik beziiglich der Koordinaten s aus. Nach
Lemma 4.29 ist 0 (Fi (u)‘ t) = (Vzu) ‘ .- Damit konnen wir die Form aus der Behauptung durch

00 (Fy(wl,) = 0" (Vi) (4.31)

berechnen. Zu diesem Zweck schreiben wir u lokal auf U; x V' als pj = (,u}, e ,,u;"-)t mit

C _ ,81 ﬁq
;= q' Z K. 7d A...ANdz;" + Summanden mit ds-Faktoren,

wobei wir die Notationen aus 3.1 verwenden. Da F' ein holomorphes Vektorbiindel ist und wir
V' mit der flachen K&hlermetrik ausgestattet haben, ist (VW)]’ = (Vw}, . ,Vw;)t mit

51 Bq =
l,uj = ' Z l,uj 3. AN dzj" + Summanden mit ds-Faktoren

und folglich wird (V) ‘ , lokal beschrieben durch

Damit berechnen wir ¢ := 0* ((Vi,u) ’t) mit Satz 2.15:

BT qul
j— .ZZ < oS o o +ZF]M i Bql(t)> A2t AL A dz;

5 7o

1 _ -
B (q—l)!; (Z ( au]’Yﬂl o +Z jarl 5By B 1>> dz] AN dZ
(g—1) ZZg <Z (&Fﬁm( )) ”;wﬁl..ﬁql(t)> Az A ndz

T

=: Ri + R».
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Zunichst untersuchen wir R;. Da nach Voraussetzung 9*(ul,) = 0 fiir alle Punkte t € V gilt,
folgt fiir alle Indizes:

0= (6*(u| ))Jﬁl Ba1 Z ( Mﬁl Ba—1 +era7— ]%31 5q—1(t)>'

Da diese Gleichung auf ganz V gilt, erhalten wir insbesondere auch fiir jeden Punkt t € V

also ist R; = 0 und wir finden:

Y$ =Ry = ) S>> g (Z (&F]Cm( )) u;.wl“ﬂql(t)> AN NdT (432)

B T

Wir berechnen nun (ﬁl‘t) N pl,

a 1 T B B,
((Vl‘t) N :U‘t); = Z (Z —Rﬁml(t)dzj> A P Z qumE(t)dzjﬁl Ao Adz)

T «

B B
qlzz ]Tal ﬁ ( )dZ /\dZ ' /\deq

)IB T
und damit:
[0} B, 6—
(V=TAq (pr],) 0 'Zg:z 9, Z ¢ OB (O AL A
o,y
¢ T F Bag—
q_ 1 IZZ Z <&F]a7( )) Mjﬁam(t)dzjl /\.../\deq 1,
B ayy

Mit Blick auf (4.31) und (4.32) sowie unter Ausnutzung von Proposition 4.38 erhalten wir
schlieBlich die Identitét

0°0 (Fr(m)],) = 0" (Vi) |,) = v = V=17 (p],) N
(/rl‘t)* U (:u’t) )
womit alles gezeigt ist. O

Mit den bereitgestellten Ergebnissen kommen wir nun auf die Berechnung des letzten verblie-
benen Summanden Sy, zuriick. Dazu erinnern wir zunéchst noch einmal daran, dass dieser nach
(4.24) die Gestalt

Saa = (ViViEp, &) (50) = < CATHIN gg\so>
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4. Die Kriimmung der héheren direkten Bildgarben

besitzt. Ist ¢ = 0, dann ist ¢, nach Konstruktion eine biindelwertige (0,0)-Form mit 9, = 0
und damit ein holomorpher Schnitt des Vektorbiindels F'. In diesem Fall ist also V7, = 0 und
folglich auch Sy, = 0. Es sei also ¢ > 0. Dann berechnen wir mit Proposition 4.37:

S20 = { (Vi) |y olua) = (O (TkBr )], ) > €olio ) + (rliy 0 (Fr€)],) ol )
= ((ViFr(€))],, 0" (l)) + (ol 0 (R &, ) ol )

— (el (Fr©)],) 6ol -

Dabei ist O* (E(,] 50) = 0, da &,|,, nach Konstruktion harmonisch ist. Indem wir die Propositionen
3.22 und 4.39 einsetzen, formen wir weiter um:

Soq = <Pk|so N (Fi (5,0)}30) ) §a|50> = <Fj (@)\SO , pk|50 U fa|50>

=~ (&, (rl.) Veols) =~ (R©,. 00 (F),))
=-(0(F©),) 2 (FEl,))-

Da die Hodge-Zerlegung
I' (X, A% (Fy,)) = 0 (X, A% (Fy)) & HOU(X, Fyy, hsy) @ O°T (X, A% (Fy,))

direkt ist, folgt fiir die harmonische Projektion

#(3(,)) =0
und damit:

2(Al,) =4 (0 (FEl,)) +Dsec (2(FEL.,))

=G ((@0+00)0(F(),)) =6 (000 (F&l,))

-6 (79 (R

Indem wir diese Gleichung und erneut die Propositionen 3.22 sowie 4.39 einsetzen, kénnen wir
weiterrechnen:

SQa——@(F ) 0 (B, )) == (06 (99 (£, )) 2 (Fetel,))
(e (fl,) 7o (Fel,))
==(e((nl) Ufpso) (rely) 0 &rla)

= — < (Pz|80 U 5;0’50) s Prlsy U 5o|so> : (4.33)

Wir tragen nun alle unsere Ergebnisse noch einmal zusammen und haben folgendes Resultat:
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Theorem 4.40. Es sei (X,g) eine kompakte Kihlermannigfaltigkeit, S eine komplexe Man-
nigfaltigkeit und (F,h) — X x S eine Familie von Hermite-FEinstein-Vektorbiindeln auf X. Ist
so € S\ Ay(F) ein nichtsingulirer Punkt der hoheren direkten Bildgarbe Rip,O (F) zu q € N,
dann gibt es eine holomorphe Koordinatenumgebung (W, s) um sg herum sowie einen Rahmen

Z1,...,2r € T(W,0 (RO (F))), so dass fir den Krimmungstensor der natirlichen La-
Metrik, welcher lokal durch

o7, ZRL _gds® A ds!

gegeben wird, im Fall ¢ > 0 gilt:

(o (3],
ofen
{2

<pkl|so) Hp(SO)a EU(SO)> :

Im Spezialfall ¢ = dime X verschwindet hier der dritte Summand. Im Fall g = 0 gilt hingegen:

RZz aki(so) - <G <\/?1A9 [pso (aik > y Pso (8885 ) ]) N EP(30)>EU(30)>
< (psO ( ) mEP(80)> y Psg (({fsl ) mEcr(30>>

(H (Putly) NZ0(s0). Za(s0))
(

Dabei haben wir die Faser (Rip.O (F)), mit den harmonischen Formen HYU(X, Fyy, hs,) iden-

tifiziert, so dass Z¢(so) den entsprechenden harmonischen Reprisentanten bezeichnet, und ferner
18t

pso : TsoS — H" (X, End(Fy,), Hs,)
die Kodaira-Spencer-Abbildung im Punkt sq.

Beweis. Da sg € S\ Ay(F) vorausgesetzt wurde, kann die Rechnung aus diesem Abschnitt
durchgefiihrt werden und liefert mit (4.8), (4.18), (4.19), (4.24), (4.25) sowie (4.33) fiir ¢ > O:

RY1a(50) = ~010 (69,60) (s0) = —S1 = 2= =51 = (S5, + 51,
= (G (rlsy N &y ) s P1li N oy ) + (G (1l UGl )+ okl U o)
+(H (ply) N €0l ol ) + (G (VTG [l 2l ]) 1 6ol €l )
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4. Die Kriimmung der hoheren direkten Bildgarben

Beriicksichtigen wir nun noch, dass stets &¢|s, = Z¢(s0) sowie

8 —_—
Pso \ gk . = — Prly,

*
<ﬁl\so) == pils,

gilt, dann folgt die erste Behauptung. Da ferner nach unseren Uberlegungen der Unterschied
im Fall ¢ = 0 lediglich darin besteht, dass der Summand Sy, verschwindet, ist auch die zweite
Formel gezeigt. O

und nach Proposition 3.22 auch

Wie wir bereits widhrend der Rechung in diesem Abschnitt erwéhnt haben, stért in diesen
Formeln noch der Summand

(H (Pitlsy) N Zol50),Zo(50))

welcher nicht alleine auf lineare Weise mit der Kodaira-Spencer-Abbildung und einer Basis des
Raums H%9(X, F,,, hs,) der harmonischen Formen ausgedriickt werden kann. Da er im Allge-
meinen nicht verschwindet, untersuchen wir in den folgenden beiden Abschnitten Bedingungen
an eine allgemeine Familie sowie speziell Familien von Endomorphismenbiindeln mit dem Ziel,
zumindest in diesen Situationen H ( pki‘so ) = 0 zu erhalten.

4.3. Familien mit fester Determinante

Sei (X, g) eine kompakte Kéhlermannigfaltigkeit und S eine komplexe Mannigfaltigkeit. Wir
untersuchen in diesem Abschnitt Familien (F, h) — X x .S von Hermite-Einstein-Vektorbiindeln,
deren Fasern allesamt dieselbe Determinante besitzen, d.h. von denen wir fiir alle t € S

det(F;) ~ L

fiir ein festes Geradenbiindel L auf X fordern. Da wir auch hierfiir lokal arbeiten werden, halten
wir zunéichst einige vorbereitende Uberlegungen zur lokalen Charakterisierung der Isomorphie
von Vektorbiindeln fest.

Sind 7 : £ — M und «’ : B/ — M zwei holomorphe Vektorbiindel iiber der komplexen
Mannigfaltigkeit M, dann heiflen F und E’ bekanntlich isomorph, falls es eine biholomorphe
Abbildung ¢ : E — E’ gibt, so dass ¢ mit den Projektionen kommutiert, d.h. 7 = 7/ o ¢
gilt, und fiir jeden Punkt m € M die induzierte Abbildung ¢, : 7~'(m) — (7/)~'(m) der
Fasern C-linear und damit sogar ein C-Vektorraumisomorphismus ist. Seien nun {U;} eine offene
Uberdeckung von M, beziiglich der sowohl E als auch E' vermége f; : n~4(U;) — U; x C”
beziehungsweise f5 : (7)™ (U;) — U;xC" trivialisiert werden kann, und fj;, : UjNUy, — GL(r, C)
sowie f]’.k : U; N Up — GL(r,C) die zugehorigen Transitionsfunktionen. Wir wollen ein lokales
Kriterium fiir die Isomorphie dieser Vektorbiindel angeben. Sei dazu zunéchst angenommen, dass
ein Isomorphismus ¢ : E — E’ existiert. Dann haben wir iiber U; das kommutative Diagramm,
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so dass wir ¢ lokal durch holomorphe Abbildungen ¢; : U; — GL(r, C) beschreiben konnen,
welche durch fogpo fj_l(x, v) = (z,¢j(z)(v)) definiert werden. Auf U; NUj, berechnen wir dann

(f)7" o ((w,0) = (2, 0(2) (V) 0 f5 = Plyu, = () 0 ((2,0) = (2, 0u(2) (v)) 0 fi,

so dass folgt:

(2, 0) = (2, 05(x) () = (f}) o (f) 7" o ((2,0) = (2, 0x(2)(v)) © fro £

Die Bedingung dafiir, dass solche lokal durch ¢; gegebenen Abbildungen Anlass zu einem Biindel-
isomorphismus geben, ist also ¢; = fJ’-k @k - frj jeweils auf U; N Uy.

Seien nun zusitzlich hermitesche Metriken h auf E sowie h’ auf E’ gegeben. Dann nennen
wir den Isomorphismus ¢ : E — E’ einen Isomorphismus hermitescher Vektorbiindel, falls ¢
mit den Metriken vertréglich ist, d.h. falls fiir alle Vektoren v,w € E mit w(v) = 7(w) stets
(p(v), p(w)), = (v, w), gilt. Beschreiben wir die hermiteschen Metriken lokal durch die Funktio-
nen h; : U; — C™" beziehungsweise h,;» : U; — C™", dann ist die an die lokalen Abbildungen ¢;
zu stellende Bedingung dafiir, dass ¢ ein Isomorphismus hermitescher Vektorbiindel ist, offenbar
<p§. : h;- -5 = h;.

Der Ubersichtlichkeit wegen fassen wir diese Uberlegungen noch einmal in der folgenden Pro-
position zusammen:

Proposition 4.41. Es seien E — M und E' — M zwei holomorphe Vektorbiindel auf einer
komplexen Mannigfaltigkeit M, welche beziglich einer offenen Uberdeckung {U;} von M durch
die Transitionsfunktionen

fik : Uy N U — GL(r,C) sowie fix : U N Uy — GL(r,C)

beschrieben werden. Dann gilt: E und E’ sind genau dann isomorph, wenn es holomorphe Abbil-
dungen ¢; : U; — GL(r,C) gibt, welche auf U; N Uy das Transitionsverhalten ¢; = f]’k Ok frj
besitzen.

Sind ferner h und h' hermitesche Metriken auf E beziehungsweise E', lokal beschrieben durch

hj : Uj — C™" und h; : Uj — (CTXT,
dann gibt es genau dann einen Isomorphismus hermitescher Vektorbindel zwischen (E,h) und
(E', 1), falls zusdtzlich die Bedingung gpﬁ- - R - pj = hy erfillt ist.

Als néchstes interessieren wir uns fiir eine Moglichkeit, verschiedene hermitesche Metriken auf
einem Vektorbiindel miteinander zu vergleichen. Mit der folgenden allgemein bekannten Aussage
kldren wir die Situation erschopfend auf. Wir werden davon spéter vor allem im Hinblick auf
Metriken, welche auf Familien von Vektorbiindeln gegeben sind, Gebrauch machen.
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4. Die Kriimmung der héheren direkten Bildgarben

Proposition 4.42. Sei E — M ein holomorphes Vektorbiindel auf der komplexen Mannigfal-
tigkeit M, welches auf den Elementen U; einer offenen Uberdeckung {U;} von M trivialisiert
werden kann. Sind ferner zwei hermitesche Metriken h und b/ auf E gegeben, welche auf U; durch
hj: Uj = C™" sowie h;» : Uj — C™" beschrieben werden, dann existiert ein Endomorphismus

B el (M, A (End(E))),

lokal beschrieben durch Bj; : U; — C"™", welcher selbstadjungiert beziiglich h sowie h' ist und
derart, dass stets gilt:

It g
h] —_ B‘7 * h]'
In dieser Situation schreiben wir auch kurz h' = B - h.

Beweis. Die Transitionsfunktionen von E seien mit f;, : U; N Uy — GL(r, C) bezeichnet. Wir
definieren auf U; die glatten Funktionen

B; = (h;hjfl)t L U; — T

Dann gilt offenbar lokal die behauptete Gleichung. Auf U; NUj, berechnen wir unter Ausnutzung
des Transformationsverhaltens der lokalen Darstellung der hermiteschen Metriken aus (2.4):

1\t — —— -1\t — t
B = (Wehi ) = (ki T (Flhi i) ™) = (Sl T Ty 1)
t
= frj (h;‘h]‘_1> fik = frjBjfik-
Also liegt das erforderliche Transformationsverhalten eines Schnittes von End(E) vor, genauer

finden wir
P _E: P ph g _E: po i
Bk’a - fk:jquV jko — gkj,uVBjV
v g

mit den Transitionsfunktionen gy; : U; — Cx* des Endomorphismenbiindels. Wir berechnen
nun B* beziiglich der Metrik A mit der Definition aus Abschnitt 2.2:

By = (e = (s (0577 ) = (ma ")
= (nan 165" = (15057 = By

AuBerdem berechnen wir B* beziiglich h':

t t

B = 0B = (100 7) ) )

) - ) -

(=Tt -1
_ (h;.hj 7 (h) )
Also ist B wie behauptet selbstadjungiert sowohl beziiglich h als auch beziiglich A'. O
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Ist die Mannigfaltigkeit eine kompakte Kéhlermannigfaltigkeit und geniigen die Metriken der
Hermite-Einstein-Bedingung, dann zeigt die folgende Aussage, dass der Endomorphismus B eine
besonders einfache Gestalt besitzt.

Satz 4.43. Es sei E — X ein holomorphes Vektorbiindel auf der kompakten Kdihlermannig-
faltigkeit (X, g). Sind h und h' zwei Hermite-Einstein-Metriken in E, dann unterscheiden sich
diese nur um eine positive Konstante, d.h. es gilt h' = B-h fiir einen Endomorphismus B = \-id
mit A € Ryg.

Der Beweis verwendet als wesentliches Hilfsmittel einen Verschwindungssatz fiir globale holo-
morphe Schnitte in holomorphen Vektorbiindeln, welcher auf Kobayashi zuriickgeht. Fiir Details
verweisen wir auf [Kb87, LT95]. Auf die Bedingung, dass g eine Kihlermetrik ist, kann dabei
verzichtet werden.

Proposition 4.44. Sei (F,h) — X x S eine Familie von Hermite-Einstein-Vektorbindeln auf
der kompakten Kdhlermannigfaltigkeit (X, g), parametrisiert durch die kompleze Mannigfaltig-
keit S, und bezeichne k(t) € R die Hermite-Finstein-Konstante fir t € S. Dann ist auch die
Determinante

(det(F'),det(h)) — X x S

eine Familie von Hermite- Einstein- Vektorbiindeln auf X mit der Hermite-Einstein-Konstante

k(t) - rk(F) firte S.

Beweis. Wir arbeiten mit den Notationen aus 3.1. Fiir einen festen Punkt ¢t € S haben wir auf
U; x V mit t € V die Hermite-Einstein-Bedingung:

Bo P 14
Zg ]Faoz,B H(t)(sa'

Nach Satz 2.11 ist Qqeq(r) = tr(2r), so dass wir lokal die Gleichung

1 — 0
Rj det(F)1laf ~— RjF paf
p

fir alle 1 < a, 8 < n+ m haben. Damit berechnen wir

ngaledet Fy1a5(t Z Zgﬁa R oy ®) | = 2 r(03 t) - tk(F)
P

und folglich ist (det(F'):, det(h):) — X ein Hermite-Einstein-Vektorbiindel. O

Wir wollen als néchstes eine lokale Beschreibung von Vektorbiindeln der speziellen Gestalt
(px (L)) ® (p§(M)) — X x S fiir Geradenbiindel L auf X sowie M auf S herleiten. Derartige
Biindel spielen als Hilfsmittel fiir den Beweis des Hauptresultats dieses Abschnittes eine her-
ausragende Rolle. Dabei verwenden wir ausnahmsweise die Bezeichnung px fiir die Projektion
auf X sowie pg fiir die Projektion auf S. Zunéchst ben6tigen wir folgendes Lemma zur lokalen
Beschreibung des Pullbacks von Vektorbiindeln auf Produkte von Mannigfaltigkeiten:
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4. Die Kriimmung der héheren direkten Bildgarben

Lemma 4.45. Seien My, My komplexe Mannigfaltigkeiten und (E,h) — M ein hermitesches,
holomorphes Vektorbiindel. Ist {W;} eine offene Uberdeckung von My, so dass (E,h) durch die
Funktionen fj5, : W; N Wy, — GL(r,C) sowie hj : W; — C™" beschrieben wird, dann kann das
Biindel (7}(E), 75 (h)) — My x My diber der offenen Uberdeckung {W; x Ma} durch

Jjk (Wj X Mg) N (Wk X MQ) — GL(T’, (C), (m,y) — fjk(x)

sowte
(i (h)); : Wj x My — C™7, (z,y) — hj(z)

beschrieben werden.

Beweis. Zunéchst konnen wir das zuriickgezogene Biindel 77 (F) als Menge durch

((z,y),¢€) € (My x My) x E|mi(z,y) = 7(e)}
((z,9),¢) € (M1 x My) x E|m(e) = x}

realisieren (vergleiche Abschnitt 3.1). Dann ist die Biindelabbildung 7’ : 7} (E) — M; x My die
Projektion auf den ersten Faktor. Seien nun f; : ﬂ_l(Wj) — W; x C" die Trivialisierungen von
E iiber den W}, so dass die Transitionsfunktionen f;, aus diesen Trivialisierungen entstehen,
also fjr(z) =m0 fjo fi Y(x,-) gilt. Dann erhalten wir aus fj eine Trivialisierung des Biindels
71(E) iiber der Menge 7, ' (W;) = W, x My durch

gj: (1) THWj x Ma) — (Wj x Ma) x €7, ((z,y),€) — ((z,9),m20 fj(e))
und folglich sind die Transitionsfunktionen gerade
gjr + (W x M) N (W), x My) — GL(r, C) mit gix(z,y) = m20gj 0 g; ((z,9),).
Sei nun v € C” ein Vektor. Wir wollen g;i(z,y)(v) = ma0g;0g; ' ((x,y),v) berechnen. Zunéchst
existiert genau ein p € (7/) "1 (Wj x M) mit gx(p) = ((x,y),v), d.h. mit g, ' ((z,y),v) = p. Wir

schreiben p = ((w, 2), e). Dann ist

(((L’,y),’U) = gk(p) = gk((w7 2)7 6) = ((wvz)vﬂ-Q ° fk(e))
Folglich ist x = w, y = z sowie v = my o fr(e) und damit insbesondere p = ((z,y), e). Ferner gilt

nach Konstruktion p € 75 (E), d.h. es ist 7(e) =  und damit fx(e) = (z,v) also e = f, ' (z,v).
Mit dieser Gleichung folgt nun aber

gi 0 g, (z,9),v) = gj(p) = g;((x,9),€) = ((,y),m2 0 fi(e)) = ((z,y),m2 0 fj 0 fiy '(z,v))
und damit
gik(2,9)(v) = m2 0 gj 0 g ((2,y),0) =m0 fjo fi (x,0) = fir(x)(v),

wie behauptet. Die Gleichung zur hermiteschen Metrik 7} (h) gilt direkt nach Definition der
zuriickgezogenen Metrik und da m; eine Projektion ist. O
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Proposition 4.46. Es sei (L,h*) — X ein hermitesches, holomorphes Geradenbiindel auf der
komplexen Mannigfaltigkeit X und (M, hM) — S ein hermitesches, holomorphes Geradenbiindel
auf der komplezen Mannigfaltigkeit S. Beziiglich einer offenen Uberdeckung {U;} von X werde
(L, h") durch

fk 1 U;NU, — GL(1,C), hf :Uj — Rsg

und lokal beziiglich einer offenen Uberdeckung {Vy.} von S werde (M,hM) durch
21 VanVs — GL(1,0C), WMV, — Ry

beschrieben. Dann kann das Geradenbiindel (p (L)) ® (p5(M)) — X x S mit der von h* und
M induzierten Metrik h lokal tiber {U; x Vo } durch

fiaywsy + (Uj x Vo) 0 (Ux, x V) — GL(1,C), (w,t) — fi(2) f25(t)

sowie
h(ja) : Uj X Vo — R>0, (I,t) — h]L(SE)h(]y(t)

beschrieben werden.

Beweis. Indem wir Lemma 4.45 auf p% (L) — X x S anwenden, erhalten wir als lokale Beschrei-
bung fiir dieses Geradenbiindel iiber {U; x S}

gij (U x S)n (U x S) — GL(1,C), g]Lk(J:,t) = ]Lk(x)

(5 (h");:Uj x 8 — R0, (pk(h"));(x,1) = hf ().

Entsprechend erhalten wir durch Anwendung des Lemmas auf p§(M) — X x S als lokale Be-
schreibung dieses Geradenbiindels iiber {X x V,}

9% (X x Vo) N (X x V) — GL(1,C),  ghh(x,t) = fA5(¢)

(P5(AM))a s X x Vo —> Rso,  (5(h"))alz,t) = R (2).

Als gemeinsame Verfeinerung beider Uberdeckungen ergibt sich unmittelbar {U; x Vo } und da
es sich um Geradenbiindel auf X x S handelt, reduziert sich die Formel fiir die Beschreibung des
Tensorproduktes auf eine einfache Produktbildung der jeweiligen Gréflen der Faktoren, vergleiche
Abschnitt 2.2. Wir erhalten also die behaupteten Formeln. O

Wir zitieren nun noch die folgende Aussage, welche wir in Kiirze benttigen:

Satz 4.47 (Seesaw-Theorem). Sei X eine kompakte, komplexe Mannigfaltigkeit, S ein reduzier-
ter analytischer Raum und E — X X S ein holomorphes Geradenbiindel. Dann gilt:

(i) Die Menge Sy = {t € S| Ey ist trivial} C S ist Zariski-abgeschlossen in S.

(ii) Es gibt ein holomorphes Geradenbiindel M — Sy, so dass F'|xxs, =~ p,(M) gilt.
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4. Die Kriimmung der héheren direkten Bildgarben

Einen Beweis findet man beispielsweise in [BL04]. Mit dieser Vorarbeit kénnen wir nun ein
Resultat zeigen, welches den ersten Schritt hin zum Hauptresultat dieses Abschnittes darstellt.

Satz 4.48. Sei (F,h) — X x S eine Familie von Hermite-Einstein- Vektorbindeln auf der kom-
pakten Kdihlermannigfaltigkeit (X, g), parametrisiert durch die komplexe Mannigfaltigkeit S, so
dass fiir ein festes holomorphes Geradenbiindel L — X

det(Ft) ~ [,

fir allet € S gilt. Sei auflerdem (V, s) eine Koordinatenumgebung auf S um einen Punkt s € S.
Dann gibt es nach einer eventuellen Verkleinerung von V um sq herum eine differenzierbare
Funktion ¢ : V. — Rsq, so dass auch die umskalierte Familie (F, ¢ - h) — X x V eine Familie
von Hermite-FEinstein- Vektorbiindeln ist und derart, dass fiir die umskalierte Metrik lokal stets

tr (pkf‘t) =0
fir allet € V gilt.

Beweis. Zunéchst ist p% (L*) — X xS ein holomorphes Geradenbiindel und da fiir die Inklusion
12 X — X x § stets px o1 = id gilt, erhalten wir fiir alle t € S die Gleichung

(Px (LY)), = 1 (Px (L7)) = L”.

Also folgt unter Ausnutzung der Voraussetzung det(F;) ~ L fiir das holomorphe Geradenbiindel
det(F) ®@ p% (L*) = X x S in allen Punkten t € S

(det(F) @ px (L"), = (det(F)), ® (px (L"), = det(F) @ (px (LY)), = L © L" =~ C,

wobei hier mit C das triviale Geradenbiindel iiber X gemeint ist. Die Fasern des Geradenbiindels
det(F) @ p% (L*) — X x S sind also iiber allen Punkten von S trivial, so dass es gemifl Satz
4.47 ein holomorphes Geradenbiindel M — S gibt, mit

det(F) @ px (L) =~ ps(M).

Da das Bilden des dualen Vektorbiindels mit dem Pullback unter der Projektion vertriglich ist,
was beispielsweise die lokale Darstellung aus Lemma 4.45 direkt zeigt, erhalten wir hieraus:

det(F) ~ (px (L"))" ® ps(M) = px (L) @ ps(M).

Es gibt also einen holomorphen Vektorbiindelisomorphismus ¢ : det(F) — p% (L) ® ps(M).

Als holomorphes Geradenbiindel auf einer kompakten Kéhlermannigfaltigkeit ist L — X ein
stabiles Biindel. Folglich existiert eine Hermite-Einstein-Metrik hg auf L. Ferner diirfen wir
nach Verkleinerung von V' um den Punkt sp herum davon ausgehen, dass das Geradenbiindel
M iiber V trivialisiert werden kann, d.h. es ist M|, — V das triviale Geradenbiindel und wir
statten dieses mit der flachen Metrik ¢ — id aus. Auf diese Weise erhalten wir mit dem Produkt
auch eine hermitesche Metrik h{ auf dem Biindel (p% (L) ® p&(M)) — X x V. Vermoge des
Isomorphismus ¢ erhalten wir also durch (v, w),, = (¢(v), p(w)) n, €ine hermitesche Metrik B
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auf dem Determinantenbiindel det(F) — X x V. Wir fassen diese Konstruktion noch einmal
iibersichtlich in dem folgenden Diagramm zusammen:

¢ «

(det(F), h') ———— ((pX (L)) @ (ps(M)), hg) (L, ho)
X xV i y X XV X y X,

Wir wihlen nun eine offene Uberdeckung von X durch Koordinatenumgebungen (Uj, zj), so
dass sowohl L — X iiber den U; als auch F' — X x S nach einer weiteren Verkleinerung von V'
um s herum iiber den U; x V trivialisiert werden kann. Dann wird (F, h) durch Funktionen

fik - (U x V)N (U x V) — GL(r, C), h; :U; — C™7
beschrieben und folglich (det(F'),det(h)) durch
det(fjx) : (U; x V)N (U, x V) — GL(1,C), det(hj) : Uj — Ryyp.
Da ferner nach Voraussetzung L ~ det(Fy,) gilt, kann (L, hg) durch die Funktionen
det(fjr(s0)) : U; N U, — GL(1,C), hoj:Uj — Rxg

beschrieben werden, wobei wir uns der Bezeichnungskonvention aus Proposition 3.2 anschlielen
und det(f;x(s0))(x) = det(fjr(x,s0)) schreiben. Geméa Proposition 4.46 erhalten wir hieraus
als lokale Beschreibung von ((p% (L)) ® (p5(M))) — X x V wegen der Trivialitat von M|, — V

gjk : (U x V)N (U x V) — GL(1,C), (x,t) — gjr(x,t) = det(fr(s0))(x)

sowie
(hé))] : Uj XV — R>0, (l’,t) — h()j(x).

Indem wir Proposition 4.41 auf den Isomorphismus ¢ hermitescher Vektorbiindel anwenden,
erhalten wir holomorphe Funktionen ¢; : U; x V' — GL(1, C) mit folgenden Eigenschaften:

(1) Esist ¢j = gji - ¢ - det(f;) auf (U; x V)N (U x V).

(2) Esist ¢! - hiy; - ¢; = by, d.h. fiir alle (z,1) € U; x V gilt Bj(x,t) = ¢j(x,t)hoj(x) ¢ (x, t).

Wir verwenden (2), um eine wichtige lokale Eigenschaft der von uns konstruierten Metrik h’
auf det(F') herzuleiten. Fiir die lokalen Kriimmungsgrofien berechnen wir fiir beliebige Koordi-
natenrichtungen 1 < o, 8 < n + m unter Ausnutzung der Holomorphie von ¢;:

le-h/ 103 = ~93 ((h})~'0ah)) = —0z ((¢j E)jgj)_l Oa (¢; 6;‘757]))

(@u05) ;05 + 05 (9t 5\ (%h@)
LYY T\ hh;

pu— 1 —
jhy laB’

=%
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4. Die Kriimmung der hoheren direkten Bildgarben

Wie erwartet stimmen also die lokalen KriimmungsgréBen von i’ mit denen von Ay, iiberein:
Q= €T (X x VAN (X x V).

Die eben notierte lokale Beschreibung von hy, zeigt ferner, dass fiir jeden beliebigen Punkt ¢t € V/
die Gleichung hg|, = ho gilt, so dass wir insbesondere stets Q| = Q% |t = Qp, erhalten. Da aber
ho nach Konstruktion eine Hermite-Einstein-Metrik ist, finden wir, dass auch b/|; fiir alle t € V
eine Hermite-Einstein-Metrik ist. Aufilerdem kénnen wir, da die (hf); nicht von der Variablen ¢
auf V' abhéngen, fiir Koordinatenrichtungen k und [ auf V festhalten:

Ry a = =0r ()7 0u(h); ) = 0. (4.34)
Mit A" und det(h) liegen nun zwei hermitesche Metriken auf dem holomorphen Geradenbiindel
det(F) — X x V vor. Nach Proposition 4.42 existiert daher ein Endomorphismus

B el (X x V, A% (End(det(F)))),

so dass h' = B-det(h) gilt. Da aber det(F) ein Geradenbiindel ist, erkennen wir End(det(F)) als
triviales Biindel, so dass B eine glatte Funktion und damit nach Konstruktion von der Gestalt
B: X xV — Ry ist. Wir haben eben gezeigt, dass fiir jeden Punkt ¢t € V' die Metrik h'|; eine
Hermite-Einstein-Metrik auf det(F}) ist und ferner ist nach Proposition 4.44 auch det(h)|; stets
eine Hermite-Einstein-Metrik. Wir schlieflen also mit Satz 4.43, dass die Funktion B konstant
im Parameter auf X ist und fassen sie als Funktion B : V' — Ry auf. Damit definieren wir nun:

ogB0))

p:V — Ry, tr—)exp( 'k (F)

Die vermoge ¢ umskalierte Metrik ¢ - h auf F' — X x V ist nun offenbar ebenfalls auf allen
Fasern eine Hermite-Einstein-Metrik, da ¢ nur von V abhéngt und daher fiir jeden Punkt t € V
lediglich einen positiven, skalaren Faktor zur Metrik h; auf der Faser F} beitrégt. Ferner erhalten
wir fiir die auf der Determinante induzierte Metrik wegen

det(p - h) = ™) . det(h) = B - det(h) = I/

gerade die von uns konstruierte Metrik A'. Indem wir die Gleichung Qqeg(p.n)y = tr(Qp,.n) aus
Satz 2.11 sowie die Formel (4.34) verwenden, berechnen wir fiir die Gréflen p,; der umskalierten

Metrik:
_ — P _ pl _ pl _
tr (pkllt) - ZRj(sp.h) pkz(t) - Rjdet(go-h) i) = th' () = 0.
P
Damit ist die behauptete lokale Identitdt nachgewiesen. O

Um aus dem Verschwinden der Spur auf das Verschwinden der harmonischen Projektion schlie-
Ben zu konnen, legen wir uns zunéchst einige allgemeine Resultate zurecht. Genauer wollen wir
zeigen, dass der Laplace-Operator mit der Spurbildung kommutiert, was zu einer Vertraglichkeit
des Spuroperators mit der Hodge-Zerlegung fiihrt.
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Lemma 4.49. Sei E — M ein holomorphes Vektorbiindel auf der komplexen Mannigfaltigkeit
M. Dann kommutiert das folgende Diagramm fiir alle Indizes:

T (M, AP9 (End(E))) —2— T (M, A74+1 (End(E)))
T (M, AP9 (M)) ——2—— T (M, A9+ (M) .

Beweis. Wir arbeiten mit einer Uberdeckung von M durch Koordinatenumgebungen (Uj, z5),
iiber denen FE trivialisiert werden kann. Sei € I' (M, AP? (End(E))) lokal durch n; = (0},)p.0
mit

P [e%1] Qp Br E
nie = qlz [P dzj /\.../\dzj /\dzj /\.../\dzj

gegeben. Dann berechnen wir dn lokal zu (9n); = (517;? o) p,o Mit:

= 1
onfl = —— 1)y Hrtlg P dz0 AL A dT
e = g+ 1) > (Z( ) 3, o el J

o.B v joai.. apﬁl
k2

Also erhalten wir lokal auf U; fiir die Form tr(dn) die Darstellung:

z/+p+1 p o a B Ba+1
q+1,z<zz - - >dzj1A...Adzjwzj ne ndT

jpai..apBi...By...Bq+1

Andererseits ist

[e%1 ap B Bq

und folglich berechnen wir:

) = V+P+1 p ar A @qj_
] (tr(n)))j SICESY] Z <Z Z d5.m Bu...ﬂq+1> dzit AL N d2

jpai..oppi..

O]

Lemma 4.50. Sei (E,h) — M ein hermitesches, holomorphes Vektorbiindel auf der kompakten
Kihlermannigfaltigkeit (M, g). Dann kommutiert das folgende Diagramm fir alle Indizes:

T (M, AP (End(E))) —2 T (M, A4~1 (End(E)))

T (M, AP4 (M) —2 5 T (M, P91 (M) .
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4. Die Kriimmung der hoheren direkten Bildgarben

Beweis. Wir arbeiten mit einer Uberdeckung von M durch Koordinatenumgebungen (Uj, 25),
iiber denen E trivialisiert werden kann. Sei n € T' (M, AP? (End(E))) lokal durch n; = (15,),.0
mit

p ai Ap B Bq
7y = qu [ dzj A NdzZ Ndz] AL A dz

gegeben. Dann ist

1 P
L P a1 Qp b1 ﬁq
n)j = gl zﬁ: (Zp: U pal...Oép,Bl...,Bq> dzit Ao N dz P NS N LN dzT
,
so dass wir mit Satz 2.13 berechnen:

_ X —
(07 (tx(m); = ,ZZZQ N et REARRRRAY A

af P By

Andererseits wollen wir tr(9*n) berechnen und definieren hierzu ¢ := 9*n. Dann ist lokal 1; =
(¥ 5)p,o und gemiB Satz 2.15 erhalten wir fiir ¢/, den Ausdruck

(PU v a1 qul
'ZZ ( "} sar...apBBL... Byt +Z jy(wr) ”jral...apﬁﬁl..ﬂql> dzjt Ao Nzt

a,B By v, T

so dass fiir die Spur folgt:

a* Bq—
(tr(0 n))j q—l 'ZZZg Jpal BB B 1dzo‘1/\.../\dzjq !

aﬁpﬁ’Y

E § E By (PP v ai Bqg—1
| g] j’Y VT)n_j Tal-napﬁ-..mdzj VANPIRAN deq
aB p By v,T

= (0" (tr(n)))j + R.

Es geniigt also, R = 0 zu zeigen. Dazu berechnen wir unter Ausnutzung von Proposition 2.4:

By a Ba—1
.ZZ% ZZ ]"/(V’r)njfal pBB1 .. By Fords N Ndzgt

B By
1)17 /BV TP 0 a Bg—1
L D WY (Z%FW S| s
a,B By v,T
1)p By v a Ba—1
"(q — 1)1 Z Z Z J'YV ]’YV) njfal‘..apﬁ..ﬂq_ldzj FALLA dzjq
a,B By v,T
=0.
Also ist gezeigt, dass wie behauptet tr(9*n) = 9* (tr(n)) gilt. O
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Korollar 4.51. Sei (E,h) — M ein hermitesches, holomorphes Vektorbindel auf der kompakten
Kihlermannigfaltigkeit (M, g). Dann kommutiert das folgende Diagramm fir alle Indizes:

I (M, AP (End(E))) —2 T (M, AP (End(E)))

I

T (M, AP4 (M)) ——2 T (M, AP4 (M)).

Beweis. Fiir n € I' (M, AP (End(E))) berechnen wir unter Verwendung von Lemma 4.49 sowie
Lemma 4.50 und unter Ausnutzung der Linearitdt der Spurbildung:

tr (Ogn) = tr ((00* + 8*0) n) = tr (00" n) + tr (8" n) = 00 tx (n) + 0*0tr (n) = Ogtr (n).
Damit ist bereits alles gezeigt. O

Indem wir wesentlich Gebrauch von diesem Korollar machen, kénnen wir nun folgendes Hilfs-
mittel beweisen, welches es uns ermoglich vom Verschwinden der Spur eines Endomorphismus
auf das Verschwinden seiner harmonischen Projektion zu schlieflen.

Satz 4.52. Es sei (E,h) — M ein hermitesches, holomorphes Vektorbindel auf der kompakten
Kihlermannigfaltigkeit (M, g). Ist E — M einfach, dann gilt fir alle n € T (M, A0 (End(E)))
mit tr (n) = 0:

H(n) = 0.

Beweis. Zunichst zeigen wir, dass die Spurbildung die Hodge-Zerlegung respektiert. Sei dazu
Y € HO9(M,End(E), H) eine harmonische Form. Mit Korollar 4.51 berechnen wir unter Aus-
nutzung von [z¢ = 0
Og (tr (v)) = tr (Oa¢) = tr (0) = 0,
so dass auch die Spur tr (v)) € H%°(M, g) der Form 9 harmonisch ist. Dies zeigt die Implikation
tr (H%(M,End(E), H)) ¢ H*"°(M, g). (4.35)

Ist nun ¢ € O (T' (M, A°? (End(E)))), also eine Form ¢ € ' (M, A°? (End(E))) mit ¢ = Oy
fiir ein 7 € I' (M, A*° (End(E))) gegeben, dann berechnen wir erneut mit Korollar 4.51

tr (¢) = tr (Ha7) = U (tr (7))
und damit ist auch tr (¢) € O (F (M , A (M ))) Wir finden also andererseits die Implikation
tr (O (I (M. A% (Bnd(E))))) © T (T (M, 420 (A1) (4.30)
In unserer Situation hat die Hodge-Zerlegung von End(E) folgende vereinfachte Form

I' (M, A" (End(E))) = H°(M,End(E), H) & 9* (T (M, A% (End(E))))

=00, (MM, AS0 (End(E)))
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und vollig analog haben wir auf der Kdhlermannigfaltigkeit (M, g):

I (M, A% (M)) =H"(M,g) & 0" (T (M, A% (M))).

—05 (D(M,A00(M)))

Wir schreiben nun 7 unter Ausnutzung der direkten Summenzerlegung in der Gestalt
n=Hn)+71eH"(M,End(E),H) &0y (T (M, A" (End(E))))
und erhalten mit (4.35) sowie (4.36):
tr(n) = tr (H(n) +7) = tr (H(n)) + tr (1) € H*O(M, g) ® Op (T (M, A (M))).

Da nach Voraussetzung tr (n) = 0 gilt, schlieen wir aus der Eindeutigkeit der Hodge-Zerlegung
darauf, dass in dieser Gleichung beide Summanden verschwinden. Insbesondere folgt also:

tr (H(n)) = 0. (4.37)
Da eine Form 1 genau dann harmonisch ist, wenn sowohl dv = 0 als auch 0*¢ = 0 gilt, ist
HOO(M,End(E),H) =T (M,O (End(E))) = C -id,

wobei wir in der letzten Gleichung die vorausgesetzte Einfachheit von £ — M verwendet haben.
Folglich ist H(n) € C-id und es gibt ein ¢ € C mit H(n) = ¢ - id. Indem wir (4.37) einsetzen,
ergibt sich hieraus:

O0=tr(H(n)) =tr(p-id) = ¢ -rk(E).
——
>0
Also erhalten wir ¢ = 0 und damit H(n) = 0, wie gewiinscht. O

Damit zeigen wir nun in der allgemeinen Situation einer beliebigen Familie folgendes Resultat
iiber das Verschwinden der harmonischen Projektion H(p,;¢):

Theorem 4.53. Sei (F,h) — X x S eine Familie von Hermite-Einstein- Vektorbiindeln auf der
kompakten Kdhlermannigfaltigkeit (X, g), parametrisiert durch die komplexe Mannigfaltigkeit S,
so dass fiir ein festes holomorphes Geradenbiindel L — X

det(F;) ~ L

fiir alle t € S gilt. Sei auferdem (V,s) eine Koordinatenumgebung auf S um einen Punkt s € S.
Dann gibt es nach einer eventuellen Verkleinerung von V. um sq herum eine differenzierbare
Funktion ¢ : V. — Rsq, so dass auch die umskalierte Familie (F, ¢ - h) — X x V eine Familie
von Hermite-Einstein- Vektorbiindeln ist und derart, dass fiir die umskalierte Metrik lokal stets

H (pki|t) =0

fir alle t € V, fiir die Fy — X einfach ist, gilt.
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Beweis. Wir verwenden die Umskalierung ¢ : V' — Rs¢ aus Satz 4.48. Dann verschwindet lokal
fiir alle t € V die Spur tr (pki‘t) = 0. Indem wir Satz 4.52 auf die t € V anwenden, fiir die
F; — X einfach ist, erhalten wir unmittelbar die Behauptung. O

Wenn wir die Determinante der Ausgangsfamilie festhalten, dann erreichen wir also durch
Konstruktion einer geeigneten Umskalierung der Metrik nach einer eventuellen Verkleinerung
des Parameterbereichs S, dass der stérende Summand in der Kriimmungsformel aus Theorem
4.40 verschwindet. In einer solchen allgemeinen Situation kann kaum mehr erwartet werden.
Ist ndmlich (F,h) — X X S eine Familie von Hermite-Einstein-Vektorbiindeln derart, dass
stets H ( Pki’ t) = 0 fiir alle ¢ € S gilt, dann konnen wir die Metrik A mit einer beliebigen
nichtkonstanten, differenzierbaren Funktion ¢ : S — R~ multiplizieren und erhalten eine neue
Familie (F, ¢ - h) — X x S von Hermite-Einstein-Biindeln. Eine einfache Rechnung zeigt dann,
dass die harmonische Projektion der lokalen Grofien fiir diese neu konstruierte Familie nicht mehr
verschwindet. Die Umskalierung der Ausgangsmetrik durch obiges Theorem ist also zwingend.
Die erforderliche Verkleinerung des Parameterbereichs riithrt hingegen daher, dass das faserweise
Festhalten der Determinante im Allgemeinen keine echte Trivialitéit des Determinantenbiindels
ergibt. Aus diesem Grund existiert die Umskalierung nicht auf dem ganzen Parameterbereich.

4.4. Familien von Endomorphismenbiindeln

Wir untersuchen in diesem Abschnitt speziell Familien von Endomorphismenbiindeln. Diese Fa-
milien besitzen die Eigenschaft, dass der stérende Summand aus der Kriimmungsformel von
Theorem 4.40 stets verschwindet. Auflerdem sind genau solche Familien fiir die in Kapitel 5
betrachteten verallgemeinerten Kodaira-Spencer-Abbildungen relevant. Sei also (F,h) — X x S
eine Familie von Hermite-Einstein-Vektorbiindeln auf der kompakten Kéahlermannigfaltigkeit
(X, g) und bezeichne Q € T' (X x S, A (End(F))) die Kriimmung von h. Auf einer Koordinate-
numgebung (V, s) von S haben wir in Abschnitt 3.5 die Schnitte p,; € ' (X x V, A%% (End(F)))
definiert. Wir betrachten die von (F, h) induzierte Familie (End(F'), H) — X x S der Endomor-
phismenbiindel von F'. Die Kriimmung von H bezeichnen wir wie iiblich mit

Qpnar) €T (X x S, AV (End(End(F)))) .

Fiir die Anwendung der Kriimmungsformel auf die Familie der Endomorphismenbiindel spielen
ganz analog die Schnitte pg, gy €T (X x V, A% (End(End(F)))) eine grofie Rolle. Zunéchst
zeigen wir:

Proposition 4.54. Ist (E,h) — M ein Hermite-Einstein- Vektorbiindel auf der kompakten
Kihlermannigfaltigkeit (M, g), dann ist auch das Endomorphismenbiindel (End(E),H) — M
ein Hermite-Finstein- Vektorbiindel mit Hermite- Einstein-Konstante 0.

Beweis. Wir rechnen auf einer Uberdeckung U. j, liber der E trivialisiert werden kann. Da £ — M
als Hermite-Einstein-Vektorbiindel vorausgesetzt wurde, gilt lokal die Gleichung

Ba pp _ 5P
ZgA ijﬁ_'ﬂso’
a’B
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4. Die Kriimmung der héheren direkten Bildgarben

wobei k die Hermite-Einstein-Konstante von E — M ist. Mit Proposition 2.6 finden wir

Ba (p1p2) a (o2 ppP1 P1 DRO2
Z 3(0102)a5 Zg] <5p2RJU of 5"1ij2&3)

=672 5a RPT ﬂa 02 = 5024800 — §PLKOGE =
=9 Jmaﬂ Jpzaﬁ = 0p3 K01 — 05y K05 =0,
womit die Behauptung bereits nachgewiesen ist. O

Diese Proposition zeigt, dass die Familie der Endomorphismenbiindel zu einer Familie von
Hermite-Einstein-Vektorbiindeln selbst eine Familie von Hermite-Einstein-Vektorbiindeln ist.
Ferner sieht man mittels einer lokalen Rechnung schnell, dass

(End(F), H) — X x S

stets eine triviale Determinante det(End(F")) = C besitzt und die Determinante daher insbeson-
dere fest ist im Sinne des vorherigen Abschnittes. Dennoch kann die Familie der Endomorphis-
menbiindel nicht mit der Methode des vorherigen Abschnittes behandelt werden, da fiir diese
Methode die Einfachheit der Fasern der Familie eine Schliisselrolle spielt. Fiir Endomorphis-
menbiindel haben wir aber mit Ausnahme des trivialen Falles rk(F') = 1 stets die Zerlegung in
die Unterbiindel

End(F;) = End’(F}) @ C - id,

wobei End®(F}) € End(F};) das Unterbiindel der spurfreien Endomorphismen bezeichne. Folglich
kann hier keine Einfachheit vorliegen und wir miissen eine andere Methode entwickeln. In der
folgenden Proposition formulieren wir die hierfiir wesentliche Beobachtung.

Proposition 4.55. Sei (F,h) — X x S eine Familie von Hermite-Einstein- Vektorbindeln auf
der kompakten Kdihlermannigfaltigkeit (X, g), parametrisiert durch die komplexe Mannigfaltig-
keit S. Ist (V,s) eine Koordinatenumgebung auf S, dann gilt fir die lokalen Gréfien in einem
beliebigen Punkt t € V jeweils die Beziehung

(8 (o] )" = 052 (1 Coual D)0, — 082 (L (ol )2,

J (0102)

Beweis. Wir arbeiten mit den Notationen aus 3.1 fiir einen festen Punkt ¢ € V. Indem wir
Proposition 2.6 sowie die Definition der lokalen Gréflen verwenden, erhalten wir folgende fiir
den Beweis wichtige Gleichung:

(p1p2) (p1p2) _ o2 pP1 0
(pEnd(F) ki‘t)j (0109) RJ (Ulog)kl(t) = 5p22Rj glki(t) 501 R] kaZ(t)
= d57 (pal, )]g1 35y (Puil, )]pz' (4.38)
Wir verwenden nun die Hodge-Zerlegung fiir das Vektorbiindel (End(F}), H;) — X im (0, 0)-Fall:

I (X, A% (End(F))) = HOO(X, End(F), Hy) ® 0°T (X, A (End(F))) .
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Wegen pkﬂt € I' (X, A% (End(F}))) existiert also genau ein p € T' (X, A%! (End(F))), so dass
pkz’ ,=H (pkﬂ t) + 0* i gilt. Wir notieren aus dieser Uberlegung folgende Gleichung:

H (pyql,) = pl, — 0. (4.39)

Lokal auf U; schreiben wir die auf diese Weise gewonnene Differentialform 4 in der Gestalt
o, : o p B
= (),

und definieren hiervon ausgehend einen Schnitt ¢; € I' (U;, A%! (End(End(F})))) durch

¢(p1p2)) — §o2, P _ P

j(o102) ° P2H]01

1”] P2’ (4’40)

Wir behaupten, dass sich die 1); geeignet transformieren und zu einem globalen Schnitt
Y €T (X, A% (End(End(£}))))

Anlass geben. Da dies nicht ganz offensichtlich ist, iberpriifen wir es. Zunéchst ist p ein glo-
baler Schnitt, so dass nach (2.8) folgendes Transformationsverhalten der lokalen Darstellungen

vorliegt:
FEDIE. DO (RTEED B DO WM
:u'j o8 k; (vr) kT’y jkvdkj oMkry-

] v, T j v, T

Indem wir diese Identitét verwenden, kénnen wir berechnen:

azk f p1p2 17102 (1/1V2) azk (p1,02 T1T2 wl/le
z : z : gk ((1v2)( 7172 k(mim2)y z : k (viv2) (o102) Tk (T112)7

] v, T j v, T
§ :8Zk: § : f02 (r1v2)
Jk”/l kJP2 ijl JkTe Tk (T1m2)¥
] v, T
02
Tk To 1,,T2
E : E : ]kz/1 kjpg k]ayf]k‘rg (5 'ukn'y 5Tlluk1/27>
] v, T
—z% > et — 3 Gy
Jkl’l k‘Jpz k‘Jm jkmePkny Jkl/1 kag chr1 jkmaPkvey
V1,T1,T2 V1,V2,T2
_ § 8zk § 602 P1 V1 _ § f f 7'2
Jjku k]ollu’kﬁW kj p2 jkTQ kvo7y
V1,71 V2,72
a@z%z 1—wz%z ;
- Jklfl kjoluk‘rﬁ 1”2 k]ﬁ2ukl/ﬁ
] V1,71 j V2,72
o2,,P1 p1 (p1p2)
pZNJU B "“ujpzﬁ w] (o102)8
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Dies ist aber gerade das erforderliche Transformationsverhalten, so dass 9 tatséchlich ein wohl-
definiertes globales Objekt ist. Wir berechnen nun mit dieser Konstruktion

I € T (X, A (End(End(F})))) .

Indem wir Satz 2.15 und Proposition 2.4 angewandt auf die Christoffelsymbole von End(End(F}))
verwenden, folgt:

@0z, =~ S (el + SR i)
=34 (a o 22 (e )~ 55535§>’F§3553@>)%(-”éfiZ)a)
Y
= ZQJB’Y (87 ( 222”,01 B Ulep 5) T Z (;11;22)) Jp“/l(ffl)vz) (6V2M] np on H; Vzﬁ)
S (- ) )

v, T

_ By P (p1p2)
--%4 (&zsawj; 05+ AT

Z spopanTives) Z spropRopTIT)

01702771+ jy(v112) ]ugﬂ va© jy(o1o2) i B

(r172)
+ Z AR Sl A ;102)/5.125)

_ By so2g9 01 _ sp1 p1p2) (p1p2) | 02
- Zgj <6p2 (%Mjm? 05105 'ujp B * ZFM ,,(,-2)#3 o1B Fﬂ(O’l”)’ujuE
_ r(7e2) (plf
Z JW(UIUZ)MJ B8 + Z jv(o102) jpzﬂ)
o _ 5P 2 o2T7P1  _ SP1T02 v
<5 SO o5~ 06,0 “jp23+z (6[)221“]7” 0 IFﬂm) Ko B
14

p o } : e p
( p2rjlwl &;irjym) Mjiﬁ - (5222FJTW1 521 127,02) “jer
T
o2 p1 Y 02 T

(og (o} o P1
(5 Qa 01 7“ Z‘S QFJ'YV'ujalﬂ szvpzujalﬁ
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o T 14 o 14
- j’yo’l Jp5+z551 ;’szlu vB Zépg J’YUl’uleE_FFj?sz'ujtle
T 0 SPITC
+ Jjvo1 ]pﬁ Z 0-1 ]?YTMJP26>
_ B’Y o
By
_gP v o2
95, ( +ZFJW"“Lgp2ﬂ er’YPZ'ujVﬁ>>
14
— a
= 0p; Zg (Wu 7+Z ”l’uﬂalﬁ Z JWlMJTﬁ)
Y v 02
501 Z <7ﬂjpg+z MT“]pQB er’YPQij[3>
14

Andererseits ist:

:—;g?*( +Z JWVT)MJT/B>

Y
Z ( Z (5;rjw 5prgw> }ﬁg)
Z ( “/“]aﬁ+z MV“JJB Z ]’YU'MJT/3>

Durch Vergleichen beider Resultate erhalten wir die folgende Gleichung, welche den wesentlichen
technischen Teil des Beweises darstellt:

((a)*w)(p1p2) _ 5 (a* )jm *5(@1 (5*;1)?2 . (4.41)

j(o1oa) Jp2

Mit dieser Vorbereitung finden wir fiir
PEnd(F) kf’t — 9" €T (X, A" (End(End(F,))))

unter Anwendung der Formeln (4.38), (4.39) und (4.41) die lokale Beschreibung:

Sk (P1P2) <o S% p Sk oz
(Penacral, =) =03 (ol )]s, = @07, ) = o8 ((pm )e = @W)3,)
= 0p; (pkﬂt - M)?Z’l — 06 (pkl{t )]p2

=03 (H (pkl‘ ))]01_5[,1 pkl’ )Jm (4.42)
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Definitionsgemés ist eine Form n € I' (X, A% (End(End(F;)))) harmonisch, falls Ozn = 0 gilt
und dies ist wiederum genau dann der Fall, wenn dn = 0 und 0*n = 0 gelten. Da es sich aber
um eine (0,0)-Form handelt, ist 9*n = 0 stets erfiillt, so dass eine solche Form 7 genau dann
harmonisch ist, wenn 9n = 0 gilt. Mit der eben hergeleiteten Formel (4.42) berechnen wir nun:

(9 (renacrra, = 770))

(p1p2) (p1p2)

: =0 (pEnd(F) ki’t B 5*1/})“01"2)

= 0520 (H (pyl,))7s, = 220 (H (| )72,

Jj (o102

=0.

Wir haben also bewiesen, dass pg, d(F) kﬂ . 0*1) harmonisch ist und indem wir

PEnd(F) ki’t = (pEnd(F) kZL - 5*1/’> + 0"

schreiben, folgt aus der Eindeutigkeit der Hodge-Zerlegung:

H (pEnd(F) kiD = PEnd(F) kf‘t — 0"y

Damit gilt aber lokal erneut aufgrund von (4.42)
(p1p2) o o
(# (penacrrl,) ... =05 (H (il D)1, = 98 (B (ol )7,

also die behauptete Gleichung. O

Wir gewinnen aus dieser Proposition nun leicht den folgenden optimalen Ersatz fiir Theorem
4.53 in der Situation einer Familie von Endomorphismenbiindeln:

Theorem 4.56. Es sei (F,h) — X x S eine Familie von Hermite-Einstein- Vektorbiindeln auf
der kompakten Kdihlermannigfaltigkeit (X, g), parametrisiert durch die kompleze Mannigfaltigkeit
S. Ferner sei (V,s) eine Koordinatenumgebung auf S. Dann gilt fir die induzierte Familie
(End(F),H) — X x S der Endomorphismenbiindel in jedem Punkt t € V, fir den F; — X
einfach ist:

H (pEnd(F) kZD =0.

Beweis. Da eine (0,0)-Form, wie im Beweis der vorangegangenen Proposition festgehalten wur-
de, genau dann harmonisch ist, wenn sie 0-geschlossen und damit holomorph ist, folgt zunéchst
aus der vorausgesetzten Einfachheit von F; — X:

HOO(X,End(F), Hy) =T (X, O (End(F;))) = C - id.
Auf der Koordinatenumgebung (V s) ist p;| e (X, A%% (End(F;))) und damit:

H (pkﬂt) € H*O(X,End(F,), Hy) = C -id.

164



Also existiert ein ¢ € C mit H (pkﬂ t) = ¢ -id oder lokal auf U; geschrieben:

(H (psal,))], = #05-

Indem wir Proposition 4.55 anwenden, erhalten wir:

(p1p2) - o
(H (pEnd(F) kf‘)) = op; (H (pkﬂt));‘)lgl — a5y (H (pkz‘t))jj;z

j(o102)
= (502501 — Pt 502)

p2 Y01 a1”p2

=0.

Damit folgt aber H (pEnd(F) ki’ ) = 0, wie behauptet.
t
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5. Ausblick

In diesem Kapitel skizzieren wir einige bislang nicht vollsténdig ausgearbeitete Ideen beziiglich
einer Anwendung der in Kapitel 4 bereitgestellten Resultate auf die Modulrdume stabiler Vek-
torbiindel iiber kompakten Ké#hlermannigfaltigkeiten. Der Vollstdndigkeit halber erinnern wir
vorab kurz an verschiedene bekannte differentialgeometrische sowie algebraische Positivitéatsbe-
griffe fiir holomorphe Vektorbiindel und ihre Beziige zueinander.

Sei also (E,h) — M ein hermitesches, holomorphes Vektorbiindel vom Rang r auf der kom-
plexen Mannigfaltigkeit M der Dimension m und bezeichne Q € T (M, A% (End(E))) die
Kriimmung von h. Wir wihlen eine Uberdeckung von M durch holomorphe Koordinatenumge-
bungen (Uj, z;), iiber denen E jeweils trivialisiert werden kann, und bezeichnen die zugehorigen
Transitionsfunktionen mit f;, : U;NU;, — GL(r, C). Nach Konstruktion kann ferner das holomor-
phe Tangentialbiindel 7'M — M iiber den Uj trivialisiert werden, so dass auch das holomorphe
Vektorbiindel

EQTM — M

iber den Uj; trivialisiert werden kann. Fiir die zugehorigen Transitionsfunktionen folgt direkt:

po , 94

Oz,
Die Kriimmung 2 von h auf E gibt bekanntlich auf kanonische Weise Anlass zu einer hermite-
schen Form L, auf dem Biindel £ ® TM — M. Schreiben wir die Kritmmung €2 lokal auf U; in

der Form _
P _ 0 a B
®jg = g ijgdzj A dzj,

a’lB

dann konnen wir definieren:
. . rmxrm o v o
Lj:U; —C o Liayen) = DB ughive:
14

Mittels einer kurzen Rechnung mit den Transitionsfunktionen gj; iiberzeugt man sich davon,
dass die L; das Transformationsverhalten einer hermiteschen Form auf ¥ ® T'M — M besitzen
und dass L;(p) in jedem Punkt p € U; eine hermitesche Matrix ist, so dass wir insgesamt
tatséchlich eine hermitesche Form Lj; konstruiert haben, deren Definitheit ein wohldefinierter
Begriff ist. Das Biindel (£, h) heifit Nakano-positiv ([Nab5]), falls die hermitesche Form L, auf
ganz M positiv definit ist, und ganz analog werden Begriffe wie etwa die Nakano-Semipositivitét
erkldart. Einen anderen Positivitéitsbegriff erhalten wir, wenn wir fiir alle Punkte p € M lediglich
fordern, dass fiir Tensoren v ® ¢ € (E® T'M)|, vom Rang 1 stets (v® (,v® (), > 0 gilt. In
diesem Fall heifit das Biindel Griffiths-positiv ([Gr69]) und erneut kénnen wir auf die gleiche
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5. Ausblick

Weise Begriffe wie die Griffiths-Semipositivitédt erkldren. Wir sehen unmittelbar, dass beide
Positivitdtsbegriffe fiir Geradenbiindel identisch sind, so dass wir in diesem Fall einfach von
Positivitdt (im urspriinglichen Sinn gemifl Kodaira, vergleiche [Ko53]) sprechen, und in den
tibrigen Fillen Nakano-Positivitdt stets Griffiths-Positivitédt impliziert.

Beziiglich der algebraischen Positivitédtsbegriffe beschréinken wir uns auf den Fall eines holo-
morphen Vektorbiindels £ — M {iber einer Kdhlermannigfaltigkeit (M, g). Ist zundchst E als
Geradenbiindel vorausgesetzt, dann heifit £ sehr ample, falls es eine abgeschlossene Einbettung
M c P¥(C) von M in einen projektiven Raum gibt, so dass Opn(c)(1)|m = E gilt, oder anders
formuliert, wenn E geniigend viele globale Schnitte besitzt, so dass diese zu einer Einbettung
von M in einen projektiven Raum Anlass geben. Dagegen heifit ein Geradenbiindel E ample,
falls es eine natiirliche Zahl k € N gibt, so dass die k-te symmetrische Potenz

SkE —s M

sehr ample ist. Dabei bemerken wir, dass wegen rk(F) = 1 natiirlich S¥E = E®* gilt. Ist
nun F nicht mehr unbedingt als Geradenbiindel vorausgesetzt, dann erkldren wir den Begriff
der Ampleness geméf Hartshorne ([Ha66]) durch Reduktion auf den Geradenbiindelfall: Wir
nennen £ in diesem Fall ample, falls das Serre-Geradenbiindel Opg)(1) auf dem projektivierten
Faserbiindel P(E) von E ein amples Geradenbiindel ist.

Die Herleitung von Beziigen zwischen den differentialgeometrischen und den algebraischen
Begriffen ist motiviert durch den berithmten Einbettungssatz von Kodaira:

Theorem 5.1 ([Kob4]). Ein Geradenbiindel E auf einer kompakten Kdihlermannigfaltigkeit
(M, g) ist genau dann ample, wenn es positiv ist. Insbesondere ist (M, g) genau dann eine pro-
jektiv algebraische Mannigfaltigkeit, wenn es ein positives Geradenbiindel auf M g¢ibt, und dies
ist genau dann der Fall, wenn es eine Hodge-Metrik auf M gibt.

Wir zitieren in der allgemeinen Situation beliebigen Ranges zunéchst folgende Charakterisie-
rung ampler Vektorbiindel durch ihre symmetrischen Potenzen:

Satz 5.2 ([Ha66]). Sei E — M ein holomorphes Vektorbiindel auf einer kompakten, komplezen
Mannigfaltigkeit M. Ist E ample, dann sind die symmetrischen Potenzen SF*E — M fir grofie
k € N ample. Ist wmgekehrt fiir ein k € N die symmetrische Potenz S*E — M ample, dann ist
auch E ample.

AuBlerdem haben wir stets folgende Beziehung zwischen den differentialgeometrischen und den
algebraischen Positivitédtsbegriffen:

Theorem 5.3 ([SS85]). Sei E — M ein holomorphes Vektorbiindel auf einer kompakten, kom-
plexen Mannigfaltigkeit M. Dann gilt: Gibt es eine Griffiths-positive hermitesche Metrik auf E,
so ist & ample.

Ob auch eine Umkehrung dieser Aussage gilt, ist nach wie vor ein offenes Problem. Schliefilich
zitieren wir noch folgende Vermutung von Hartshorne, welche von Mori bewiesen wurde:

Theorem 5.4 ([Ha70, Mo79]). Sei M eine projektive, kompleze Mannigfaltigkeit der Dimension
m mit amplem holomorphem Tangentialbiindel TM — M. Dann ist M = P™(C).
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Wir sind an Kriimmungseigenschaften der Modulrdume stabiler Vektorbiindel interessiert.
Erhélt man im Fall von Modulrdumen komplexer Mannigfaltigkeiten haufig Hyperbolizitétsre-
sultate, wie etwa im klassischen Fall der Teichmiillertheorie zur Klassifikation kompakter Rie-
mannscher Fléchen, so legt bereits das Beispiel der Modulrdume von Geradenbiindeln auf einer
kompakten Riemannschen Fliche X vom Geschlecht g die Vermutung nahe, dass die Situa-
tion hier anders ist. Da der Modulraum in diesem Fall als Jacobische Varietidt J(X) von X
stets ein komplexer Torus CY/A ist, sind diese Rdume nicht hyperbolisch. Wir hoffen also, dass
zumindest unter giinstigen Bedingungen Positivititseigenschaften gezeigt werden koénnen. Ein
naheliegender Ansatz hierfiir besteht darin, die Weil-Petersson-Metrik zu untersuchen. Fiir deren
Kriimmung haben Schumacher und Toma gezeigt:

Theorem 5.5 ([ST92]). Sei (F,h) — X x S eine lokal universelle Familie einfacher Hermite-
Einstein-Vektorbindel iber einem glatten Parameterraum S. Dann folgt fiir den Krimmungs-
tensor der Weil-Petersson-Metrik:

RE = [ w05 (B Rl ™) Ry B g™ g do
- /X 05 (Rug, Rl ([Ryss Rl )g dv
- /X tr [R5, RizlG (R, R 1)) (1/2) (g7 g™ — g7 ") g dv.

Ferner wird in [ST92] bemerkt, dass beziiglich der holomorphen Schnittkriimmung sowie der
Ricci-Kriimmung die ersten beiden Summanden in dieser Formel einen nichtnegativen Beitrag
liefern, wohingegen der dritte Summand, der im Fall einer Riemannschen Fléche X verschwindet,
nichtpositiv eingeht. Aus diesem Grund erhalten wir aus der Weil-Petersson-Metrik zunéchst
keine guten Kriimmungsaussagen.

Wir schlagen daher einen anderen Ansatz vor, welcher auf der Vermutung beruht, dass zu-
mindest unter giinstigen Bedingungen an X, an den Parameterraum S sowie an Rang und
Grad der betrachteten Vektorbiindel auf einer der symmetrischen Potenzen S*T'S — S eine
Griffiths-positive, hermitesche Metrik existiert. Beispielsweise liegt die Vermutung nahe, dass
zumindest fiir eine Kurve S unter geeigneten Bedingungen auf einer symmetrischen Potenz eine
solche Metrik konstruiert werden kann. In diesem Fall wire dann nach den eben zitierten Aus-
sagen S¥T'S — S und damit auch das holomorphe Tangentialbiindel TS — S ample, so dass
S = P!(C) folgen wiirde. Auf diese Weise konnten also gegebenenfalls Aussagen iiber Kurven
im Modulraum gewonnen werden. Existieren sogar fiir hoherdimensionale S solche positiven
Metriken auf einer symmetrischen Potenz des holomorphen Tangentialbiindels, dann kénnten
vOllig analog mit den eben eingesetzten Resultaten Aussagen iiber projektive Untervarietéten
des Modulraums hergeleitet werden.

Da die Hauptschwierigkeit dieser Argumentationsweise offenbar in der Existenz positiver Me-
triken auf einer symmetrischen Potenz des holomorphen Tangentialbiindels an den Parameter-
raum liegt, zeigen wir kurz eine Moglichkeit, wie solche Metriken eventuell konstruiert werden
konnen. Ausgangspunkt ist die Konstruktion verallgemeinerter Kodaira-Spencer-Abbildungen
aus der vorhandenen Abbildung ps, : Ts,S — H'(X, O (End(Fy,))). Da das Wedge-Produkt
fiir endomorphismenbiindelwertige (p,q)-Formen offenbar ein wohldefiniertes Produkt in der
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5. Ausblick

Dolbeault-Kohomologie induziert, welches wir ebenfalls mit A bezeichnen, kénnen wir fir k£ > 1
die verallgemeinerte Kodaira-Spencer-Abbildung der Ordnung k£ durch

p];O : SFT,,S — HY(X,0 (End(F,,))), wiV...Vw,— Z Pso(Wer(1)) A -+ A pso(Wer (k)
ceS

sowie lineare Ausdehnung auf den ganzen Raum erkliren. Die Kodaira-Spencer-Abbildung im
Punkt so entsteht bekanntlich als Einschréankung eines Verbindungshomomorphismus

p:O(TS) — R'p,O (End(F))

auf die Faser iiber sg der zugehorigen Vektorbiindel. Auch die Abbildungen héherer Ordnung
koénnen aus Morphismen
Pt O(S*TS) — RFp.O (End(F))

von Og-Moduln gewonnen werden, wenn eine Familie (F, h) — X x S hermitescher, holomorpher
Vektorbiindel vorliegt. Bezeichnen wir die Kriimmung mit Q € I' (X x S, A"! (End(F))), dann
erhalten wir iiber jeder offenen Menge V' C S eine Abbildung

D(V,0(S*TS)) — I'(X x V, A% (End(F)))

vermoge

w1 V...Vwg+— Z (*U]a.(l)_lQ) AN (*U)a(k)_’Q)

sowie I' (V, Og)-linearer Ausdehnung, wobei wir in dieser Definition das horizontale Liften der
Vektorfelder w; nicht explizit notieren. Diese Abbildungen sind offenbar mit den Restriktionen
vertréglich und bilden damit einen Priagarbenmorphismus der Garbe O (S kTS ) in die Pragarbe
der Kohomologie, welcher schlieBlich zu einem Garbenmorphismus O(S*T'S) — RFp,O (End(F))
von Og-Moduln Anlass gibt. Auflerhalb der Ausnahmemenge A (End(F)) induziert dieser Mor-
phismus p* einen Morphismus holomorpher Vektorbiindel und vermége Theorem 3.17 sieht man
leicht, dass die entsprechenden Abbildungen auf den Fasern mit den pﬁo tibereinstimmen.

Wir fassen kurz einige einfache Eigenschaften dieser Abbildungen zusammen. Zunéchst ist
péo = ps, die iibliche Kodaira-Spencer-Abbildung und ferner erhalten wir aus Dimensions-
griinden P];o = 0 fiir alle £ > dim¢ X. Nach Konstruktion gilt stets die Rekursionsformel

k
p’;O(wl\/...\/wk):pr()_l(wl\/...\/@\/...\/wk)/\pso(wj),
j=1

aus der sofort folgt, dass mit péO =0 fiir ein [ > 0 auch plgo = 0 fiir alle k > [ gilt. Speziell fiir
k = 2 ist die verallgemeinerte Kodaira-Spencer-Abbildung im Wesentlichen die Lie-Klammer

Pgo (wl \ w2) = [ﬂso (w1)7p80 (wQ)]v

woran wir auch ablesen kénnen, dass fiir Familien von Geradenbiindeln zunéchst pgo = 0 und
damit dann p’jo = 0 fur alle £ > 2 gilt. Fiir Modulrdume von Geradenbiindeln versagt unser
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Ansatz also. Schliefilich halten wir noch die fiir Abschéitzungen gegebenenfalls niitzliche und
nicht ganz offensichtliche Eigenschaft fest, dass zumindest fiir alle geraden Zahlen 2k > 2 sogar

p e H** (X, 0 (End’(F,,)))

gilt, wobei End’ (Fs,) das Biindel der spurfreien Endomorphismen bezeichnet, auf welchem der
Green-Operator G besser zu handhaben ist. Fiir gerade Zahlen 2k haben wir also tatséchlich
einen Garbenmorphismus der Gestalt

p?*: S*TS — R%*p,0 (End’(F))

konstruiert.

In Kapitel 4 haben wir gezeigt, dass zumindest auflerhalb der Ausnahmemenge Ay (End(F)),
welche unter giinstigen Bedingungen verschwindet, eine natiirliche Metrik auf den hoheren di-
rekten Bildgarben RFp,O (End(F)) existiert, welche eine Verallgemeinerung der Weil-Petersson-
Metrik auf R'p,O (End(F)) darstellt. Fiir deren Kriimmung haben wir auf einer geeigneten Ko-
ordinatenumgebung um einen festen Punkt sg € S die folgende Formel hergeleitet, sofern eine
Familie von einfachen Hermite-Einstein-Vektorbiindeln vorliegt (vergleiche Theorem 4.40 sowie

Theorem 4.56):
o | 0 - 0 -
Ry als0) = PEnd(F)so | ga| | YEe(50) | PEna(ryse | | | Y Ea(s0)
S0 S0
» PEnd(F) s a1 =p\50); 2o \S0
s o\ 9s! s P

— 0

- <G< *1Ag [PEnd(F) S0 <8Sk

—{ G i ne (S ) i n= (S )
pEnd(F) S0 aSk s —=p\30 7pEnd(F) S0 8Sl . —og 20 .

Dabei haben wir aulerdem festgehalten, dass im Spezialfall £ = dim¢ X der dritte Summand
dieser Formel verschwindet. Wir kénnen nun vermége der verallgemeinerten Kodaira-Spencer-
Abbildung plgo diese hermitesche Metrik als Pseudometrik auf die symmetrischen Potenzen
SETS — S iibertragen. Unter geeigneten Bedingungen sollten gewisse p’;'O injektiv sein, so dass
die entsprechende Pseudometrik sogar eine Metrik ist, deren Kriimmung mit dieser Formel ab-
geschétzt werden kann. Es ist jedoch nach wie vor ein offenes Problem, ob sich die technischen
Schwierigkeiten in diesem Ansatz iiberwinden lassen, so dass damit tatséchlich die gewiinschte
positive Metrik auf einer symmetrischen Potenz konstruiert werden kann.
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A. Englische Zusammenfassung

This thesis is a contribution to the moduli theory of stable vector bundles, in particular to the
investigation of the geometry of the corresponding moduli spaces using transcendental methods.

The concept of stability for vector bundles was introduced by Mumford on curves in 1962
([Mu63]). Later, in 1972, Takemoto adapted it to the general case ([Ta72]). It facilitates the con-
struction of moduli spaces of vector bundles by means of geometric invariant theory ([MFK94])
and makes it possible to study such spaces using the methods of algebraic geometry. An ana-
lytic approach to the moduli problem of vector bundles was introduced by S. Kobayashi in
1980: In [Kb80] he generalized the concept of a Kéhler-Einstein metric in the tangent bundle
of a complex manifold to arbitrary holomorphic vector bundles. The corresponding metrics are
known as Hermite-Einstein metrics and they also facilitate the construction of moduli spaces
in the analytic category of complex spaces by means of analytic methods. Kim, for example,
succeeded in constructing the corresponding moduli space in the case without obstructions in
1987, see [Ki87]. Further contributions to this topic were made, amongst others, by Fujiki, Itoh,
Kobayashi, Liibke, Okonek and Schumacher ([FS87, It85, Kb87, LO8T]). As early as 1982 S.
Kobayashi gave a proof of the stability of irreducible Hermite-Einstein bundles over compact
Kéhler manifolds ([Kb82]) and at the same time as Hitchin, he conjectured that both concepts
should always be equivalent. This conjecture was proved from 1982 until 1986 through sever-
al works of Donaldson, Uhlenbeck and Yau ([Do83, Do85, Do87, UY86, UY89]). Moreover, it
was shown that there even exists an isomorphism between the moduli spaces of stable bundles
respectively irreducible Hermite-Einstein bundles (see [LO87, Mi89, LT95]). Therefore, subse-
quently the algebraic and analytic approaches to the moduli problem of vector bundles turned
out to be equivalent, a fact which is known today as the Kobayashi-Hitchin correspondence.
Later, connections between different moduli spaces were also found in similar situations. Hence,
they can be seen as generalizations of the Kobayashi-Hitchin correspondence. One of the early
examples, which is still under investigation, is the situation of framed vector bundles. Here a
framed bundle essentially means a holomorphic bundle £ — X whose holomorphic structure
along a given submanifold ¥ C X is isomorphic to some fixed structure. In [Do84] Donaldson
proved a Kobayashi-Hitchin correspondence in a very special case of this situation and, later,
Buchdahl generalized it in [Bu93]. Moreover, Liibke, Okonek and Schumacher, amongst others,
also worked on this question, see [LOS93, Lue93].

Moduli spaces of stable bundles are still subject to intensive research and have applications
in various fields. To give just one example, we mention the work of Teleman on the Enriques-
Kodaira classification of compact, complex surfaces. In particular the classification of class VII
surfaces with positive second Betti number b, is still incomplete. Teleman tries to give a proof of
the so called global spherical shell conjecture by means of properties of moduli spaces of stable
bundles, especially with knowledge about all possible positive dimensional algebraic subvarieties
and the families parametrized by them. His starting point is the work [DOTO03] of Dloussky,
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Oeljeklaus and Toma from 2003 which essentially reduces the problem to the construction of
sufficiently many rational curves on the surface under consideration. In the case by = 1 this
strategy was successful, and in the case bo = 2 it led to partial results. The validity of the global
spherical shell conjecture immediately implies that all surfaces of class VII with positive second
Betti number are Kato surfaces and it therefore completes the classification of all compact,
complex surfaces, which is the main motivation. We refer to [Te05, Te08, Tel0] for details.

A promising branch of research is the geometry of higher direct image sheaves, which is
currently subject to comprehensive studies. Of particular interest are algebraic as well as diffe-
rential geometric positivity results of the associated vector bundles in situations in which these
sheaves are locally free. In order to demonstrate how versatile the possible applications are, we
briefly discuss some ongoing developments.

Berndtsson, Paun, Mourougane and Takayama are working on the study of image sheaves of
the type R7f.(E ® Kx/y), where f : X — Y is a holomorphic map between complex manifolds
and I/ — X is a holomorphic vector bundle. Here we use Ky/y = Kx ® f*(Ky)~! as a notation
for the relative canonical bundle. In their article [MTO07] Mourougane and Takayama show,
among other things, that the direct image sheaf f.(F ® Kx/y) = Rf(E® K x/y) carries a
Griffiths positive metric if f is a submersion, X as well as Y are projective manifolds and F is
an ample line bundle. At the same time Berndtsson shows in [Be09a] the even stronger result
that there exists a Nakano positive (respectively semi-positive) metric on these image sheaves
if certain weaker conditions are satisfied. More precisely, it is sufficient that f is a submersion
with compact fibres, X a Ké#hler manifold and E a positive (respectively semi-positive) line
bundle. Despite the similar results their methods of proof as well as the constructed metrics
are distinct. Mourougane and Takayama use the variation of Hodge structures and a method
of Griffiths’ for computing the curvature of the Hodge metric on appropriate cyclic covers of
Y, which they obtain from Bertini’s theorem by using the ampleness of the vector bundle.
Afterwards they use Fujita’s method in order to control the emerging singularities of the Hodge
metrics. On the other hand, Berndtsson obtains the local freeness from an extension theorem of
the Ohsawa-Takegoshi type and uses his precise knowledge of the holomorphic structure of the
bundle in order to calculate the Chern connection of a constructed L9 metric on the bundle and
to estimate its curvature. In both articles one motivation for the investigation is its connection to
the Griffiths conjecture: Let M be a complex manifold and F' — M a holomorphic vector bundle
carrying a Griffiths positive metric. Then F' is ample (see for example [SS85]). In 1969 Griffiths
conjectured in [Gr69] that also the converse is true, which would imply that Griffiths positivity
and ampleness are equivalent on compact, complex manifolds. For line bundles this is known as
a part of Kodaira’s embedding theorem and over curves M it was shown by Umemura in 1973
([Um73]). However, apart from these results the problem is still open. Following Berndtsson,
Mourougane and Takayama we consider for a given holomorphic vector bundle F' — M the
associated fibre bundle 7 : P(F') — M of the projective spaces of the dual bundle F*. Then
according to the definition F' is ample if and only if the Serre line bundle Op(g(1) — P(F) is
ample in the usual sense. In this case also the bundle Op(p(r + 1), where r = rk(F), is ample
and therefore positive, so that the results mentioned above imply the Nakano positivity and
particularly the Griffiths positivity of the bundle

T (Opp) (r + 1) @ Kp(ry/ar)-
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Furthermore, this bundle is isomorphic to F'®@det(F'), as is shown in [Be09a]. Correspondingly we
obtain the Nakano positivity of S¥ F@det(F) for all k € N if we use Opg (r+k). Altogether this
shows that for every ample vector bundle F all associated bundles of the type S¥F ® det(F) are
Nakano positive. Conversely, a result of Demailly and Skoda from [DS78] shows that the Griffiths
positivity of I also implies the Nakano positivity of F'® det(F'). Therefore, we can consider the
above argument at least as a hint for the validity of the Griffiths conjecture. Another reason
for the study of these image sheaves in [Be09a] is that their Nakano positivity also implies
the analytic statement that certain Bergman kernels, depending on some parameter, possess
subharmonicity properties, which leads to numerous applications in algebraic geometry. For
details and improvements of the results from [Be09a] we refer to the continuation of this work,
due to Berndtsson and Paun in [BP08a, BP08b, Be09b, BP10, Bell]. On the other hand, there is
a generalization of the positivity results from [Be09a, MTO07] to higher direct image sheaves and
vector bundles of arbitrary rank, provided by Mourougane and Takayama in [MT08]. Essentially
they combine Berndtsson’s method for calculating the curvature with Takegoshi’s harmonic
theory. They also still work on enhancements of these results, see for example [MT09]. Finally,
we remark that Tsuji is also working on similar results, see [Ts05].

In [Sch12] (see also [Sch13]) Schumacher shows several properties of moduli spaces of canoni-
cally polarized varieties. For this purpose he applies for a Kéhler-Einstein manifold (X, g) with
constant Ricci curvature —1 a lower bound for the heat kernel due to Cheeger and Yau to the
resolvent kernel of the operator (1 4 [J) and obtains the existence of a strictly positive function
P,(d(X)), which depends only on the dimension n of X and the diameter d(X), such that for
every non-negative, continous function y, every solution ¢ of the equation (1 + )¢ = x can be
estimated by

6() > Pald(X)) - /X xgdV

for every z € X. From this estimate he gains as his main theorem that the curvature of the
hermitian metric induced on the relative canonical bundle Ky /g of a family f : X — S of
canonically polarized, complex manifolds by the Kdhler-Einstein metrics on the fibres is strictly
positive, at least if the family is nowhere infinitesimally trivial. As a conclusion, Schumacher
succeeds in constructing a positive line bundle on the moduli space of canonically polarized
manifolds, thereby showing its quasi-projectivity. Another application of the estimate and the
main theorem mentioned above is related to higher direct images. More precisely, Schumacher
considers image sheaves of the type R" 7 f,QF, / S(Kf?%) on which there exists a natural hermi-
tian metric induced by the Lo scalar product of harmonic tensors on the fibres of f. For these
metrics he calculates an explicit formula for the curvature tensor and achieves an estimate for
it, using the one of the resolvent kernel. In particular, he obtains the result that the locally free
sheaves

®(m+1)
f*KX/S — S

are Nakano positive by means of an explicit lower bound. In the special case of one dimensional
fibres, fiK X; S) is just the sheaf of holomorphic quadratic differential forms on the Teichmiiller
space of Riemann surfaces of genus g > 2, fibrewise equipped with the Lo scalar product. This
situation is dual to the one of the Weil-Petersson metric on this space and therefore he gets

another proof for the strong result about the curvature of the Weil-Petersson metric due to Liu,
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Sun and Yau: On the Teichmiiller space of Riemann surfaces of genus g > 2 the Weil-Petersson
metric is dually Nakano negative. However, the curvature formula of the higher direct image
sheaves possesses further applications. By using Serre duality, it also yields a curvature formula
for higher direct image sheaves of the type RP f. AP Ty /5. By means of the natural morphism

SP(R' fuTx)g) — R fu NP T/

as well as the Kodaira-Spencer morphism, which for families of canonically polarized manifolds
takes the form
ps: Ts — R f.Tx /s,

Schumacher obtains the generalized Kodaira-Spencer morphisms
Pl s SPTs — RP f, NP Txys

of order p, which in turn induce generalized Weil-Petersson functions of the corresponding order
p on the tangent spaces T’s ;. In particular, if S is a curve, the function of any order defines in
each case a hermitian pseudo-metric on the curve, whose curvature can essentially be estimated.
By using a version of the Ahlfors lemma due to Demailly, Schumacher, on the one hand, obtains
a special case of Shafarevich’s hyperbolicity conjecture: If a non-isotrivial family of canonical-
ly polarized manifolds is parametrized by a curve C, then its genus must be greater than 1.
In other words: In families of canonically polarized manifolds parametrized by the projective
space P1(C) or an elliptic curve, every two fibres are isomorphic. On the other hand, one gets
hyperbolicity properties of the moduli space of canonically polarized manifolds. To be more
precise, Schumacher shows that every relatively compact, open subspace of this moduli space
is already Kobayashi hyperbolic in the sense of orbifolds. Finally, he indicates how generalized
Weil-Petersson functions can be used to construct a Finsler metric on every relatively compact
subspace of the moduli stack of canonically polarized varieties, whose holomorphic curvature
can be estimated from above by some negative constant.

In our last example we subsume some investigations in the context of moduli spaces of stable
bundles. This example is therefore closer to the subject of the present work. At first Schumacher
and Toma calculated in [ST92] a formula for the curvature tensor of the Weil-Petersson metric
on the base of a family of Hermite-Einstein vector bundles. This can be understood as the
calculation of the curvature of the Lo metric on the direct image sheaf R'p,O(End(F)), where
F — X x S denotes the family of Hermite-Einstein bundles and p : X xS — S is the projection
to the second factor. In the same situation, To and Weng calculated the curvature of the Lo
metric on image sheaves of the type p,O(F) = R%p,O(F) using the approach of Schumacher and
Toma (see [TWO98]). In particular, they show that for families of ample, hermitian line bundles
(L,h) — X x S with fixed first Chern form ¢;(Ls, hs) = k/2mw for some k € Ry, where w
denotes the Kédhler form of the Kidhler manifold (X, g), their formula takes a very simple form,
at least if the Ricci curvature of (X, g) is semi-positive. As an application, they obtain a result
about Picard bundles on general spaces. For this, let X be a compact, complex manifold and
P — X x Pic’(X) some Poincaré bundle, where Pic’(X) denotes the Picard variety of X. More
precisely, one has the normalization property P|y {0y = Ox and for every point s € PicO(X )
of the parameter space of this family, P|x (s is a line bundle from the isomorphism class of s.
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If L — X is some arbitrary ample line bundle, we can construct the associated Picard bundle
W(L) — Pic®(X) by means of W(L) = p,(P®7*L), where 7 : X xPic?(X) — X is the projection
to the first factor. In this situation, To and Weng conclude from their simple curvature formula
in the case ¢1(X) > 0 that these Picard bundles are always polystable with respect to any Kéhler
form on Pic’(X). One of the very first stability results about Picard bundles was proved by Ein
and Lazarsfeld in 1992 and can be found in [EL92]: Let X be any complete, smooth, algebraic
curve of genus g, then the Picard bundle W(L) for an arbitrary line bundle L of degree d > 2g—2
is stable with respect to the theta divisor # on the Jacobian variety Pic’(X). While the result
of To and Weng gives only polystability, it holds true for a wide class of manifolds, including,
for example, all abelian varieties. In [Ke92] Kempf describes a question which was proposed by
Narasimhan: Because of their stability, by means of the Kobayashi-Hitchin correspondence there
exist Hermite-Einstein metrics on the Picard bundles, which are unique up to a positive scalar
factor. In this situation, Narasimhan asks if those metrics, which are generally given as solutions
to some global differential equations, can be described in another, more explicit way. Kempf
shows that in the case where X is an abelian variety, the Hermite-Einstein metric with respect
to any translation invariant Kéhler metric on X, which as the dual abelian variety is just given
by the Picard variety of X, essentially is given as an Lo metric. To and Weng succeed to give
another differential geometric proof of this result by using their methods described above.

The present thesis is a generalization of the work on the moduli space of stable bundles, as de-
scribed in the last example. For this purpose, let (F,h) — X x S be a family of Hermite-Einstein
vector bundles on a compact Kdhler manifold (X, g), parametrized by a complex manifold S.
We consider the higher direct image sheaves RIp,O(F’), where as before p : X x S — S denotes
the projection to the basis. These sheaves are not generally locally free on the whole parameter
space any more, but only outside some exceptional set A,(F) C S, which is always a proper
analytic subset of S. We give a characterization of these exceptional sets which enables us to
describe the vector bundles associated to the higher direct image sheaves over S\ 44(F) in a very
explicit way, in particular their fibres as well as their sections over Stein open subsets. Moreover,
we investigate some situations in which the exceptional sets vanish or at least only represent the
singularities of the moduli space under consideration. This precise description of the associated
vector bundles enables us to prove that the higher direct image sheaves carry a natural me-
tric. This metric is fibrewise induced by the Lo scalar product of harmonic representatives, and
for this reason we call it the natural Ly metric. Next we calculate a formula for the curvature
tensor of this metric, which includes both the result of Schumacher and Toma as well as the
result of To and Weng as special cases. Here one wants a formula which expresses this curvature
only through representatives of Kodaira-Spencer classes as well as a basis of the corresponding
space of harmonic forms. Just like the formula of To and Weng, our formula contains at first
an additional summand, which cannot be written in this way. Therefore, we study situations
where we can control this summand, such as families with isotrivial determinant or families of
endomorphism bundles. If, however, one can estimate the curvature like in [Sch12], is still an
open problem, mainly because the Green operator appearing in the summands of the curvature
formula causes problems which do not appear in the case of manifolds.

Finally we sketch an application of our curvature formula to the geometry of moduli spaces
of stable bundles under the assumption that an appropriate estimate exists. We are interested
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in curvature properties of the moduli space of stable bundles. In the case of complex manifolds,
one often gets hyperbolicity results, as in the classical Teichmiiller theory for the classification
of compact Riemann surfaces. Already the example of moduli spaces of line bundles on compact
Riemann surfaces of genus g suggests that the situation for vector bundles is completely different:
Since the moduli space in this case is given as the Jacobian variety J(X) of X, it is always a
complex torus CY9/A and, as a consequence, these spaces are not hyperbolic. We therefore hope
that at least under suitable conditions, positivity results can be shown. An obvious approach is
to study the Weil-Petersson metric. For its curvature the result of Schumacher and Toma reads:

Theorem A.1 ([ST92]). Let (F,h) — X x S be a locally universal family of simple Hermite-
Einstein bundles over some smooth parameter space S. Then the curvature tensor of the Weil-
Petersson metric is given by

Ry =- /Xtr Oy ' ([Rig: Rojle™) ([Rys: Rolg”)g dv
- [ 0O (B R gla™) (B, sla™a do
— /X tr [R5, Ryg)G([Ryg, R (1/2) (97 9” — ¢77g")g dv.

Furthermore, Schumacher and Toma observe in [ST92] that with respect to the holomorphic
sectional curvature as well as the Ricci curvature the first two summands in this formula contri-
bute non-negatively, whereas the third one, which vanishes in the case of a Riemann surface X,
contributes non-positively. Therefore the Weil-Petersson metric yields no appropriate curvature
result.

For this reason, we suggest a different approach, which rests on the conjecture that at least
under suitable requirements on X, the parameter space S as well as on rank and degree of the
bundles under consideration, there exists a Griffiths positive metric on some symmetric power
SETS — S. We suspect this to be true at least for curves S. In this case we could conclude
that S¥T'S — S and therefore also the tangent bundle T'S — S is ample, which would imply
S = P!(C). We therefore see that the existence of such metrics implies results about curves
in the moduli spaces of stable bundles. If there even exist such metrics for higher dimensional
parameter spaces .S, then the argument still holds true because of the Hartshorne conjecture
([Ha70]), which was proved by Mori ([Mo79]).

Obviously the main difficulty in this argument is the construction of a positive metric in some
symmetric power of the tangent bundle. We therefore sketch a construction, which maybe leads
to such a metric using generalized Kodaira-Spencer morphisms in the situation of families of
Hermite-Einstein bundles as well as our curvature formula for the higher direct image sheaves
mentioned above. Again it is still open if this approach can be elaborated, mainly because of
the lack of an appropriate estimate for the curvature formula.
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