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Aufgabe 11.1. (4 Punkte)
Mit GL (R) seien die Matrizen aus Gl,(R) bezeichnet, welche eine positive Determinante
besitzen. Zeige:

a) Sind U,V € GI}(R), so dass VU ! keine negativen Eigenwerte besitzt, so gehort fiir
alle t € [0, 1] die Matrix tU + (1 — )V zu GL} (R).

b) GI'(R) ist wegzusammenhingend.

Hinweis: Zeige, dass sich jede Matrix A € GL(R) in der Form A = T?B schreiben
lisst, mit T, B € GL (R) ohne negative Eigenwerte.

c¢) Eine topologische Mannigfaltigkeit M ist zusammenhéngend, genau dann, wenn sie
wegzusammenhéngend ist.

d) Die Mannigfaltigkeit O, (R) besteht aus genau zwei Zusammenhangskomponenten.

Aufgabe 11.2. (4 Punkte)
Sei 0 < r < R und 0T der Rand des Torus T im R? mit diesen Radien, d.h.

OT = {(x,y,2) € B® | (Va? + 42 — R +2° = 7).

Berechne das Volumen von 97T als 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R3, d.h. die
Oberfldche des Torus T

Aufgabe 11.3. (4 Punkte)

a) Seien K C R? kompakt, f : K — [0,00) stetig. Sei f:R? = R die triviale Fortset-
zung von f, d.h. f(z) = f(z) fir z € K und f(z) =0 fir v € R\ K.
Zeige: f € +(RY).

b) Seien U C R? offen, f : U — [0, 00) stetig. Sei f:R% = R die triviale Fortsetzung
von f.

Zeige: f € AT(RY).

Aufgabe 11.4. (4 Punkte)

Sei M ein metrischer Raum. Eine Funktion f : M — R U {oco} heifit halbstetig von unten,
falls es zu jedem Punkt m € M und jeder Zahl ¢ € R mit ¢ < f(m) eine Umgebung U C M
von m gibt mit ¢ < f(§) fiir alle £ € U.

Zeige: Ist M kompakt und f : M — R U {oo} halbstetig von unten, so nimmt f auf M
sein Minimum an.



