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Übungen zur Analysis III

– Blatt 12 –

Keine Abgabe!

Aufgabe 12.1. (0 Punkte)
Sei a > 0 und f : R→ R gegeben durch:

x 7→

{
1√

a2−x2
für |x| < a

0 für |x| > a

Konstruiere explizit eine Funktionenfolge (fk)k∈N ⊂ C0(R) mit fk ↑ f und zeige∫
R
f(x) dx = π.

Aufgabe 12.2. (0 Punkte)
Es sei f ∈ L1([0, 1]). Zeige, dass für alle k ∈ N die Funktion fk : [0, 1] → R, x 7→ xkf(x)
Lebesgue-integrierbar ist, dass der Grenzwert

lim
k→∞

∫ 1

0
fk(x) dx

existiert und gib diesen an.

Aufgabe 12.3. (0 Punkte)
Seien f : Rn → R und (Mk)k∈N mit M1 ⊂ M2 ⊂ . . . ⊂ Rn und

⋃∞
k=1Mk = Rn gegeben.

Zeige: Falls f · χ
Mk
∈ L1(Rn) für alle k ∈ N ist und die Folge (

∫
|f · χ

Mk
|)k∈N konvergiert,

so ist f ∈ L1(Rn) und es gilt:

lim
k→∞

∫
Rn

(f · χ
Mk

)(x) dx =

∫
Rn

f(x) dx

Hinweis: Benutze den Satz von Beppo Levi und betrachte zunächst f > 0.

Aufgabe 12.4. (0 Punkte)
Die Riemannsche Zeta-Funktion wird für s ∈ C mit Re(s) > 1 gegeben durch

ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns
.

a) Zeige, dass das Integral

I :=

∫
[0,1]2

1

1− xy
dxdy

existiert, und dass ζ(2) = I gilt.

b) Gib mit dem Integral aus Teil a) einen Beweis für die Gleichung

ζ(2) =
π2

6
.

Hinweis: Konstruiere aus u = y+x
2 und v = y−x

2 eine geeignete Koordinatentransfor-
mation.


