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Aufgabe 2.1. (4 Punkte)
Sei X eine Menge und 4 die symmetrische Differenz, d.h. für A,B ⊂ X gilt

A4B = (A \B) ∪ (B \A).

a) Zeige, dass die Potenzmenge P(X) mit 4 als Addition und ∩ als Multiplikation ein
kommutativer Ring mit Eins ist.

b) Ist R ⊂ P(X) ein Unterring (nicht notwendig mit Eins), so heißt eine Abbildung
µ : R → R ein Inhalt, wenn µ(∅) = 0, µ(A) > 0 für alle A ∈ R und µ(B ∪ C) =
µ(B) + µ(C) für alle disjunkten B,C ∈ R gilt.

Zeige, dass die Menge J (Rn) := {C ⊂ Rn |C ist Jordan-messbar} ein Unterring von
P(X) ist und das Jordan-Maß J (Rn)→ R ein Inhalt.

c) Ein Unterring R ⊂ P(X) heißt σ-Ring, falls für jede Folge (An)n∈N von Mengen aus
R die Vereinigung

⋃∞
k=1Ak zu R gehört.

Ist J (Rn) ein σ-Ring?

Aufgabe 2.2. (4 Punkte)
Sei N ⊂ Rn eine Menge vom Maß 0. Zeige, dass dann N c ⊂ Rn dicht ist.

Aufgabe 2.3. (4 Punkte)
Berechne den Inhalt der Menge B ⊂ [0,∞) × [0,∞) ⊂ R2, welche von den Kurven
y = 1, y = 4x und y = 1

x begrenzt wird.

Aufgabe 2.4. (4 Punkte)
Es sei Q ⊂ Rn ein Quader und R(Q) der R-Vektorraum der Riemann-integrierbaren
Funktionen auf Q.

a) Zeige, dass die Abbildung

R(Q)×R(Q)→ R, (f, g) 7→ 〈f | g〉 :=

∫
Q
f(x)g(x) dx

wohldefiniert aber kein Skalarprodukt ist.

b) Sei N := {f ∈ R(Q) | ∃B ⊂ Q vom Maß 0, mit f(x) = 0 für alle x ∈ Q \B}. Zeige,
dass N ⊂ R(Q) ein Untervektorraum und die Abbildung

R(Q)/N ×R(Q)/N → R, ([f ], [g]) 7→ 〈[f ] | [g]〉 :=

∫
Q
f(x)g(x) dx

wohldefiniert und ein Skalarprodukt ist.


