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Aufgabe 3.1. (4 Punkte)
Das Cantorsche Diskontinuum C wird folgendermaßen konstruiert: Für k ∈ N \ {0} sei

Ck :=
⋃ [0,

1

3k
] +

k∑
j=1

aj
3j

∣∣∣∣∣∣ aj ∈ {0, 2}
 .

Dann wird C definiert durch

C :=
∞⋂
k=1

Ck.

Zeige, dass C kompakt, überabzählbar und vom Maß 0 ist.

Hinweis: Untersuche für die Überabzählbarkeit die Menge {
∑∞

j=1
aj
3j
| aj ∈ {0, 2}}.

Aufgabe 3.2. (4 Punkte)
Auf dem Raum C([−1, 1]) der stetigen Funktionen f : [−1, 1]→ R werden durch

‖f‖C0 := sup{|f(x)| | x ∈ [−1, 1]} und ‖f‖L2
:=

(∫ 1

−1
(f(x))2 dx

) 1
2

zwei Normen definiert (ist nicht nachzurechnen). Zeige:

a) Es gibt ein K > 0, so dass für alle f ∈ C([−1, 1]) gilt: ‖f‖L2
6 K ‖f‖C0

b) Es gibt kein k > 0, so dass für alle f ∈ C([−1, 1]) gilt: ‖f‖C0 6 k ‖f‖L2

Hinweis: Untersuche für ε > 0 die Funktion fε(x) :=
(

max
{

0, 1ε

(
1− |x|ε

)}) 1
2

Aufgabe 3.3. (4 Punkte)
Der Raum C([0, 2]) sei mit der Norm (ist nicht nachzurechnen)

‖f‖L2
:=

(∫ 2

0
(f(x))2 dx

) 1
2

versehen. Zeige, dass (C([0, 2]), ‖·‖L2
) kein Banachraum, d.h. nicht vollständig ist.

Hinweis: Betrachte für k ∈ N die Funktionen fk mit fk(x) = xk für x ∈ [0, 1] und fk(x) = 1
für x ∈ (1, 2] und konstruiere einen geeigneten Vektorraum V mit C([0, 2]) ⊂ V ⊂ R([0, 2]).

Aufgabe 3.4. (4 Punkte)
Berechne die folgenden Integrale:

a)
∫
A

x2 d(x, y) für A := {(x, y) ∈ R2 | |x|+ |y| 6 1},

b)
∫
B

xyz d(x, y, z) für B := {(x, y, z) ∈ R3 | 0 6 x 6 y 6 z 6 1}.


