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Aufgabe 4.1. (4 Punkte)
Beweise die folgende Formel der n-dimensionalen Polarkoordinaten∫

Br,R(0)
f(y) dy =

∫ R

r

∫ π

−π

∫
[0,π]n−2

f (x1, . . . , xn) sn−1
n−2∏
j=1

(sin θj)
j ds dφ d(θ1, . . . , θn−2),

wobei

x1 = s cosφ

n−2∏
j=1

sin θj , x2 = s sinφ

n−2∏
j=1

sin θj und xk = s cos θk−2

n−2∏
j=k−1

sin θj für k > 2

ist. Verwende hierzu die bijektiven Abbildungen

ψn : R>0 × Rn−2 × (0, π) −→ R>0 × Rn−2 × R
(r, x2, . . . , xn−1, θ) 7−→ (r sin θ, x2, . . . , xn−1, r cos θ)

Zn : R>0 × (−π, π)× (0, π)n−3 × R −→ R2 \ (−∞, 0]× Rn−2
(r, φ, θ1, . . . , θn−3, xn) 7−→ (Pn−1(r, φ, θ1, . . . , θn−3), xn)

und Pn, wobei P2 die Polarkoordinaten in der Ebene sind und Pk = Zk ◦ ψk ist.

Aufgabe 4.2. (4 Punkte)
Seien n ∈ N \ {0} und R,α > 0. Berechne

lim
r→0

∫
Br,R(0)

1

(‖x‖2)
α dx ∈ R ∪ {∞}

in Abhängigkeit von n, R und α (das Integral ist im Rn zu lesen).

Aufgabe 4.3. (4 Punkte)
Sei A ∈ Rn×n symmetrisch und positiv definit.

a) Berechne

lim
a→∞

∫
[−a,a]n

e−〈Ax |x〉 dx.

b) Berechne das Volumen des Ellipsoids E = {x ∈ Rn | 〈Ax|x〉 6 1}.

Aufgabe 4.4. (4 Punkte)
Gib mit Hilfe des Integrals

∫
Br
e−(x

2
1+...+x

2
n) dx einen weiteren Beweis der Formel

Ωn(R) =
Rnπ

n
2

Γ(n2 + 1)

für das Volumen Ωn(R) der n-dimensionalen Kugel BR und zeige, dass

lim
n→∞

Ωn(R) = 0.


