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Aufgabe 8.1. (4 Punkte)
Es sei U ⊂ Rn ein sternförmiges Gebiet mit Zentrum 0 ∈ Rn. Jeder stetigen k-Form
ω =

∑
16i1<...<ik6n

fi1,...,ikdxi1 ∧ . . .∧ dxik auf U werde folgende (k− 1)-Form zugeordnet:

P (ω) =
∑

16i1<...<ik6n

k∑
α=1

(−1)α−1
(∫ 1

0
tk−1fi1,...,ik(tx) dt

)
xiαdxi1 ∧ . . . ∧ d̂xiα ∧ . . . ∧ dxik

Zeige, dass für eine stetig differenzierbare k-Form ω die Identität ω = P (dω) + dP (ω) gilt
und folgere den Satz von Poincaré: Ist ω geschlossen, so ist ω exakt.

Aufgabe 8.2. (4 Punkte)
Sei U ⊂ Rn offen. Für k ∈ N sei Ωk(U,R) = {k-Formen der Klasse C∞ auf U} und für
k ∈ Z mit k < 0 sei Ωk(U,R) = 0. Betrachte die Sequenz:

0 Ω0(U,R) Ω1(U,R) . . . Ωn(U,R) 0
d d d d d

Für q ∈ N wird die q-te de Rham Kohomologie definiert durch:

Hq
dR(U,R) :=

ker(d : Ωq(U,R)→ Ωq+1(U,R))

im(d : Ωq−1(U,R)→ Ωq(U,R))

a) Gib eine äquivalente Formulierung des Satzes von Poincaré mit den Hq
dR(U,R) an.

b) Zeige, dass

H1
dR(R2 \ {0},R) = span

([
x dy − y dx
x2 + y2

])
.

Hinweis: Es darf die Existenz eines Isomorphismus f : π1(R2 \ {0}, (1, 0))→ (Z,+)
mit f([γ])=1 verwendet werden, wobei γ(t) = (cos(t), sin(t)), t ∈ [0, 2π].

Aufgabe 8.3. (4 Punkte)
Es seien U ⊂ R3 offen, a, b, c : U → R3 Abbildungen und d~s = (dx1, dx2, dx3), d~S =
(dx2 ∧ dx3, dx3 ∧ dx1, dx1 ∧ dx2), dV = dx1 ∧ dx2 ∧ dx3. Zeige:

a) (a · d~s ) ∧ (b · d~s ) = (a× b) · d~S

b) (a · d~s ) ∧ (b · d~S ) = 〈a | b〉 dV

c) (a · d~s ) ∧ (b · d~s ) ∧ (c · d~s ) = det

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

 dV

Aufgabe 8.4. (4 Punkte)
Sei ‖.‖ eine Norm auf dem R3 und U = {x ∈ R3 | ‖x‖ < 1}. Weiter seien a, b : U → R3

stetig differenzierbare Abbildungen. Zeige:

a) Ist rot a = 0, so gibt es eine differenzierbare Abbildung f : U → R mit grad f = a.

b) Ist div b = 0, so gibt es eine differenzierbare Abbildung c : U → R3 mit rot c = b.


