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Aufgabe 9.1. (4 Punkte)
Es sei R mit der natiirlichen Topologie ausgestattet und Z := R U {0’} fiir ein Objekt 0/
mit 0’ ¢ R. Weiter sei

B:={U CR|U offen in R} U {] —¢,0[u {0’} U]0,e[| e > 0} C P(2).
Zeige:
a) B ist Basis einer Topologie auf Z.
b) Die von B erzeugte Topologie besitzt eine abzihlbare Basis.

c¢) Jeder Punkt p € Z besitzt eine offene Umgebung beziiglich dieser Topologie, welche
homoomorph zu R ist.

d) Z mit dieser Topologie ist kein Hausdorfl-Raum.

Aufgabe 9.2. (4 Punkte)

Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und I' eine Gruppe. Wir bezeichnen mit
Aut(M) die Gruppe aller Diffeomorphismen f : M — M. Eine Wirkung von I' auf M
ist ein Gruppenhomomorphismus a : I' = Aut(M). Fiir g € T und p € M schreiben wir

gp = a(g)(p).

i) Eine Wirkung « heifit frei, falls fiir alle p € M eine Umgebung p € U existiert, so
dass gUNU = 0 fiir alle g € T\ {e} gilt.

ii) Eine Wirkung « heifit eigentlich diskontinuierlich, falls es fiir alle p,q € M mit
I'p # I'q Umgebungen p € U, ¢ € V gibt, so dass gU N ¢'V = () fiir alle g,¢’ € T.

Sei nun « eine freie, eigentlich diskontinuierliche Wirkung auf M. Wir statten den Raum
M/T := M /~, wobei p ~ q gelte, falls gp = ¢ fiir ein g € T ist, mit der Quotiententopologie
aus. Zeige:

a) M/T trigt auf kanonische Weise die Struktur einer differenzierbaren Mannigfaltig-
keit mit dim(M/T") = dim(M), so dass die Restklassenabbildung = : M — M/T
differenzierbar ist.

b) Eine Abbildung f : M/T" — N ist genau dann differenzierbar, wenn fon: M — N
differenzierbar ist.

Bitte wenden!



Aufgabe 9.3. (4 Punkte)

Seien M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit dim(M) = m > dim(N) = n und
f M — N eine differenzierbare Abbildung. Weiter sei ¢ € N ein reguldrer Wert von f,
d.h. fiir alle p € f~1({q}) ist T, f surjektiv. Zeige: Ist L := f~1({q}) # 0, so ist L eine
(m — n)-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit von M.

Dabei heifit eine Menge L C M k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M, falls es fiir
alle p € L eine Karte (U, ¢) von M um p gibt mit ¢ : U — U’ € R™ = RF x R™ %, so
dass p(LNU) = U NR* x {0} ist.

Hinweis: Verwende ein aus der Analysis II bekanntes dquivalentes Kriterium fiir Unter-
mannigfaltigkeiten des R", welches diese mit lokalen Nullstellengebilden von Funktionen
charakterisiert.

Aufgabe 9.4. (4 Punkte)

a) Zeige, dass Gl,(R) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und det : Gl,(R) — R
eine Submersion ist, d.h. det ist eine differenzierbare Abbildung, so dass fiir alle
A € Gl,(R) die Abbildung T'4 det surjektiv ist.

b) Zeige, dass die spezielle lineare Gruppe Sl,, (R) eine Untermannigfaltigkeit von Gl,, (R)
ist.

c) Es sei Sym, (R) der R-Vektorraum der symmetrischen Matrizen, d.h.
Sym,,(R) = {4 € R | A" = A}.
Zeige, dass die Abbildung Gl,(R) — Sym,,(R) , A — A'A eine Submersion ist.

d) Zeige, dass die orthogonale Gruppe O, (R) eine Untermannigfaltigkeit von Gl,,(R)
ist.



