Sommersemester 2012

6. I"Jbungsblatt zur Algebra II - Galoistheorie
Abgabe: Do, 24.05.2012, bis 17 Uhr, Lahnberge, Briefkasten Ebene D6

1. Sei K ein endlicher Erweiterungskorper von Q. Zeigen Sie: K enthalt nur
endlich viele Einheitswurzeln.

2. Seien p eine ungerade Primzahl und ¢, eine primitive p-te Einheitswurzel
iiber Q. Zeigen Sie:

(i) Die Erweiterung Q((,)/Q besitzt genau einen Zwischenkérper Z mit
[Z:Q]=2.
(ii) Es gilt Z C R genau dann, wenn p = 1 mod 4 erfiillt ist.
Anleitung: Liegt & auf dem Einheitskreis, so gilt fiir die komplexe Kon-
jugation & = 71,
3. Fiir n € N sei ¢,,(X) das n-te Kreisteilungspolynom iiber Q. Zeigen Sie:

(i) Ist p eine Primzahl und ist r eine natiirliche Zahl, so gilt

).

(ii) Hat n € N die Primfaktorzerlegung n = p;* - ... - pi* mit Exponenten
r, € N (oc=1,...,5s), so gilt

r—1

D, (X) = B, (X7

(iii) Fiir ungerades n > 3 gilt
Py, (X) = D, (—X).

4. Fiir eine natiirliche Zahl n sei (,, eine primitive n-te Einheitswurzel iiber Q.
Sei m eine weitere natiirliche Zahl und gelte (m,n) = 1. Zeigen Sie:

Gal (Q(Gmn)/Q) ~ Gal (Q((n)/Q) x Gal (Q(¢)/Q)



