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Übungen zur Analysis I

– Blatt 10 –

Abgabe: Dienstag, den 26.06.2012, 12:00 – 12:10 Uhr, HG 4

Aufgabe 10.1. (12 Punkte)

(i) Es sei f : R → R eine stetige Funktion mit f(R) ⊂ Q. Zeige, dass f bereits eine
konstante Funktion sein muss.

(ii) Seien α, β ∈ R mit α < β gegeben. Zeige, dass es ein x ∈ (α, β) gibt, mit

x2 + 1

x− α
+
x6 + 1

x− β
= 0.

Aufgabe 10.2. (12 Punkte)
Es sei f : R→ R eine stetige Funktion, welche

lim
x→∞

f(x) = lim
x→−∞

f(x) = 0

erfüllt. Zeige, dass es ein ζ ∈ R gibt, so dass für alle x ∈ R die Abschätzung

|f(x)| 6 |f(ζ)|

gilt.

Aufgabe 10.3. (12 Punkte)

(i) Sei X ⊂ R offen und f : X → R gleichmäßig stetig. Zeige: Ist (an)n∈N eine Cauchy-
folge mit an ∈ X für alle n ∈ N, so ist auch die Folge (f(an))n∈N eine Cauchyfolge.

(ii) Sei X ⊂ R eine offene und beschränkte Menge und f : X → R eine gleichmäßig
stetige Funktion. Zeige, dass f auf X beschränkt ist, d.h. dass die Menge f(X) ⊂ R
beschränkt ist.

Aufgabe 10.4. (12 Bonuspunkte)
Bestimme alle reellen Zahlen x ∈ R in denen die Funktion

f(x) =

{
0 falls x ∈ Q
x2 falls x ∈ R \Q

differenzierbar ist und berechne an diesen Stellen die Ableitung f ′(x).


