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Aufgabe 2.1. (12 Punkte)
Sei p ∈ Q mit p > 0 und

√
p 6∈ Q gegeben.

(i) Zeige, dass die Menge Q(
√
p) :=

{
x + y

√
p | x, y ∈ Q

}
⊂ R zusammen mit der von

R eingeschränkten Addition und Multiplikation ein Körper ist.

(ii) Für z = x + y
√
p ∈ Q(

√
p) sei z := x − y

√
p ∈ Q(

√
p) die konjugierte Zahl. Zeige,

dass stets z + w = z + w sowie z · w = z · w gilt.

(iii) Zeige mit Hilfe von (ii), dass der Körper aus (i) auf zwei verschiedene Weisen ange-
ordnet werden kann.

Aufgabe 2.2. (12 Punkte)
Zeige, dass k! > 2k für k > 5 gilt und folgere daraus, dass für alle n ∈ N gilt:

n∑
k=0

1

k!
<

14

5

Hinweis: Behandle den Fall n 6 4 gesondert.

Aufgabe 2.3. (12 Punkte)
Es seien x, a, b ∈ R. Beweise die folgenden Aussagen:

(i) |a| 6= |b| ⇒ a2|b|+ b2|a| < a2|a|+ b2|b|

(ii) x(x− 2a2) > 0⇔ |x− a2| > a2

(iii) max(a, b) = 1
2(a + b + |a− b|)

(iv) min(a, b) = 1
2(a + b− |a− b|)

Aufgabe 2.4.*
Zwei Mengen X und Y heißen gleichmächtig, wenn eine bijektive Abbildung f : X → Y
existiert. In diesem Fall schreibt man X ∼= Y . Zeige:

(i) [0,∞) ∼= [0, 1)

Hinweis: Untersuche die Abbildungsvorschrift x 7→ x
1+x .

(ii) (0, 1] ∼= [0, 1)

(iii) (0,∞) ∼= [0,∞)


