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Aufgabe 4.1. (12 Punkte)
Sei p ∈ N eine Primzahl. Für a ∈ Z \ {0} bezeichne ordp a die größte natürliche Zahl m,
so dass pm in der Primfaktorzerlegung von a auftritt. Für eine rationale Zahl x = a

b ∈ Q∗
sei ordp x = ordp a− ordp b definiert.

(i) Zeige, dass ordp x für x ∈ Q∗ wohldefiniert ist und dass für x1, x2 ∈ Q∗ stets
ordp (x1x2) = ordp x1 + ordp x2 gilt.

(ii) Zeige, dass durch

|x|p =

{
1

pordpx
für x 6= 0

0 für x = 0

auf Q ein Absolutbetrag definiert wird, welcher nichtarchimedisch ist, d.h. für alle
x, y ∈ Q ist |x+ y|p 6 max{|x|p, |y|p} und dass diese Ungleichung für den gewöhnli-
chen Absolutbetrag | · | auf Q falsch ist.

(iii) Betrachte für a ∈ Q und ε > 0 die offene ε-Umgebung Uε(a) = {x ∈ Q | |x−a|p < ε}.
Zeige: Ist b ∈ Uε(a), so gilt bereits Uε(a) = Uε(b).

Aufgabe 4.2. (12 Punkte)
Es sei (an)n∈N eine konvergente Folge reeller Zahlen. Zeige:

(i) Ist τ : N→ N eine bijektive Abbildung, dann ist auch die umgeordnete Folge (bn)n∈N
mit bn := aτ(n) konvergent, mit limn→∞ an = limn→∞ bn.

(ii) Sind für ein M ∈ N reelle Zahlen xn mit n ∈ {1, . . . ,M} gegeben, so konvergiert
auch die Folge (bn)n∈N, wobei

bn =

{
xn für n 6M

an für n > M

gilt, mit limn→∞ an = limn→∞ bn.

Aufgabe 4.3. (12 Punkte)
Untersuche jeweils die Folge (an)n∈N0 sowie die Reihe

∑∞
n=0 an auf Konvergenz und be-

rechne gegebenenfalls die Grenzwerte.

(i) an =
√
n+1−

√
n√

n(n+1)
, a0 := 0

(ii) an = n2+3
n3+n+1

Aufgabe 4.4.*
Es seien (an)n∈N, (bn)n∈N und (cn)n∈N Folgen reeller Zahlen mit an 6 bn 6 cn für alle
n ∈ N. Es gelte

lim
n→∞

an = lim
n→∞

cn = x.

Zeige, dass (bn)n∈N gegen x konvergiert.


