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Aufgabe 5.1. (12 Punkte)
Zeige, dass die durch

an =
n∑

k=1

k2

n3 + k

definierte Folge (an)n∈N gegen 1
3 konvergiert.

Aufgabe 5.2. (12 Punkte)
Die Folge (an)n∈N sei rekursiv definiert durch

a1 = 1, an+1 =
2 + an
1 + an

.

Zeige, dass die Folge konvergiert und berechne den Grenzwert.

Hinweis: Zeige zunächst, dass (an)n∈N eine Cauchy-Folge ist.

Aufgabe 5.3. (12 Punkte)
Zeige:

(i) Die Reihe
∑∞

k=0
1
k! konvergiert gegen eine reelle Zahl e ∈ R.

(ii) Für alle n ∈ N gilt 0 < e−
∑n

k=0
1
k! <

1
n·n! .

(iii) e ist irrational.
Hinweis: Nimm an, dass e = p

q mit p, q ∈ N gilt und führe dies zu einem Widerspruch.

Aufgabe 5.4.*
Sei q ∈ R mit 0 6 q < 1 gegeben und f : R → R eine Funktion, welche für alle x, y ∈ R
der Ungleichung

|f(x)− f(y)| 6 q|x− y|

genügt. Die Folge (an)n∈N sei definiert durch a1 ∈ R und an = f(an−1) für n > 1. Zeige,
dass (an)n∈N gegen einen Fixpunkt von f konvergiert, d.h. gegen ein a ∈ R mit f(a) = a.


