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Aufgabe 7.3.

In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass die beziiglich der euklidischen Norm kiirzeste
Verbindung zwischen zwei Punkten des R™ eine gerade Strecke ist. Seien dazu z,y € R™
mit x # y zwei verschiedene Punkte und

Gzy 1 10,1] = R", t—=z+t(y—2)

die gerade Verbindungsstrecke zwischen x und y. Zeige: Ist f : [a,b] — R™ eine beliebige
stetig differenzierbare Kurve mit f(a) = x und f(b) = y, d.h. mit Anfangspunkt x und
Endpunkt y, dann gilt:

L(f) > L(gmy)

Beweis. Da die Kurve f rektifizierbar ist, gibt es nach Definition zu jedem ¢ > 0 ein § > 0
so dass fiir jede Unterteilung

a=tog<t1 <...<tp=0D

von [a, b] der Feinheit < ¢ gilt:

k
SO = flti)ll2 — L(f)| <&
i=1

Ist nun n € N eine beliebige natiirliche Zahl, dann finden wir also insbesondere eine
Unterteilung
a=ty <t <...<tg, =0b

von [a, b], so dass gilt:
k(n)
1
SOIFE) = FE- Dl = LH| < -
i=1

Denn zu € = % gibt es nach obiger Feststellung ein §(n) > 0, so dass die Aussage fiir
jede Unterteilung einer Feinheit < d(n) gilt. Wir kénnen also einfach eine dquidistante
Unterteilung von [a,b] mit geeignet vielen Zwischenpunkten wihlen, dann besitzt diese
die erforderliche Feinheit.

Nach Konstruktion gilt fiir diese Unterteilungen:

T 215 - Sl | = 20)
i=1

Wir schéitzen nun folgendermaflen mit der Dreiecksungleichung ab, wobei wir ausnutzen,



dass eine Teleskopsumme entsteht:

K(n) k()
YoIFE) = fE Dl > Z 1))
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= Hf k(n)) f(tS)HQ
= [If(6) = fa)ll

= |ly—=l,

L(gwy)

Da diese Abschéitzung fiir alle Glieder aus obigem Grenzprozess richtig ist, erhalten wir
aus der Monotonie der Grenzwertbildung

2

L(gzy) < lim. ZHf ti) = ft)llz | = L(f)

also die gewiinschte Ungleichung. O

Bemerkung:
Dieser Beweis zeigt die Aussage sogar fiir jede rektifizierbare Kurve f — die stetige Diffe-
renzierbarkeit ist nicht erforderlich.



