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Der Satz und das Iterationsverfahren von Picard-Lindelof

Satz (Existenzsatz von Picard!-Lindelsf?, ca. 1890)

Sei G C R x R™ offen, f: G — R™ eine stetige Funktion, die lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt, und (a,c) € G. Dann
existiert ein € > 0 und eine Funktion
v:la—e,a+¢e] — R",

die folgendes Anfangswertproblem erster Ordnung mit n Differentialgleichungen 16st:
v =flz,y), yla)=c
Bemerkungen

e Ein hinreichendes Kriterium dafiir, dass f lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt, ist, dass f bzgl. y stetig partiell
differenzierbar ist.

e Die Losung ¢ des obigen Anfangswertproblems ist auf [a — €, a + €] eindeutig bestimmt.

Iterationsverfahren von Picard-Lindelsf

Unter den obigen Voraussetzungen sei der Operator T' definiert durch

T:{ C(la—e,a+el,R") — C(la—e,a+e],R")

D wit (Tp)(e) =+ [ 1(t.o(0) d

Dann konvergiert die rekursiv definierte Folge

wo(z) = ¢ (konstant), k41 :=Tor, k=20

in (C(la—¢,a+¢€],R"), ||| ) mit der Supremumsnorm ||-|| gegen die Lsung des obigen Anfangswertproblems.

Beispiel
Wir betrachten das folgende Anfangswertproblem zweiter Ordnung;:
n_ y(()) =1

Man erkennt sofort, dass y = cos das Problem 16st. Andererseits erhélt man die Losung auch iiber das Iterationsverfahren von
Picard-Lindelsf. Dazu fithren wir (I) zunéchst auf ein Anfangswertproblem erster Ordnung mit zwei Differentialgleichungen
zuriick. (I) ist dquivalent zu

Yo =1 yo(0) =1 I

yi=-% "’ y1(0) =0 D
Dabei entspricht die Losung y von (I) der Losung yo von (II). Hier ist G = R x R?, a = 0 und ¢ = (1,0)7. Wir erhalten die
folgende Iterationsvorschrift:

Yo

Beginnend mit der konstanten Funktion ¢g(z) = (1,0)7 fithren wir vier Schritte durch:

p1(w) = (é) +/Omf(t,1,o) dt _ (
oae) = (o) + [ sttty a - (5
SN R P
outa) = () + [ (-Gt 5 )=

1Charles Emile Picard (1856-1941), franzésischer Mathematiker
2Ernst Leonard Lindelof (1870-1946), finnischer Mathematiker
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Wir betrachten zur Vereinfachung nur gerade Indizes und vermuten, dass fiir alle n > 0 gilt:

2k

> ho(1)* Gy

n—1 kb a2htl
r—o (= 1" G

@Zn(m) =

Wir beweisen diese Aussage durch Induktion nach n:

INDUKTIONSANFANG: nn = 0:

1) Zk 0( ) 2k)‘
k 2k+1
— Yo (D
INDUKTIONSSCHRITT: n — n + 1: Ein Iterationsschritt liefert

st = (§)+ [t w2 () 3 (S5 - S i

0

—1 2k+1 —1 m2k+2 m Ll?2k

1 # (= 2k2 (D" G 1 — Xm0 (1" Grran k=0 (=" &rn

= 0 + n k 12k dt: 0 + n k L2k+1 = n k p2k+1
0 = 2k=o (=1 " =2 k=0 (—1)" Gy =2 k=0 (—1)" Gy

und ein weiterer Iterationsschritt schliefflich

z x n 2%k n 2k+1
prnrf@) = pana(o) = (o) + [ flepmn) a=(3) + [ f(’”Z(‘l)kék)!"kz_o(‘”k(;fw) a

k=0
n 2k+1 22k+2 n+1 22k
1 z _Zk:O(_l)km 1 Zk 0( )k 2k+2)! k:O(_l)kW
=lo)* k_t%* dt = 0) " ko | T n k_a?kt?
0 — P h=o(— D" — ko= D" Gy =20 (=1)" G
Es ergibt sich der folgende Grenzwert:
0o 22k
lim sy, (z) Zeal " ( “sin )
n—oo 2n - 2k+1 - — si
= o= 1" Gy e
Obwohl der Satz von Picard-Lindelof nur die Losbarkeit auf einem kleinen Intervall [—e, ] garantiert, sind die Funktionen
yo = cos und y; = —sin auf ganz R definiert. Durch Einsetzen verifizieren wir, dass sie tatséchlich das Problem (II) 16sen:
yp=cos’ = —sgin =y yo(0) = cos(0) =1
Yy} = (—sin) = —cos = —yo y1(0) = —sin(0) =0

Damit ist y = yo = cos eine Losung von (I). Alternativ kann man auch (I) direkt verifizieren:

y(0) = cos(0) =
y'(0) cos’(O) = sin(o) —0



