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Der Satz iiber implizite Funktionen

Der Satz iiber implizite Funktionen beschiiftigt sich mit einer Fragestellung, die sich auf verschiedene Arten formulieren l&sst:

e Wir haben ein reelles Gleichungssystem mit mindestens so vielen Unbekannten wie Gleichungen, etwa k+m Unbekannte

L1,y Ty Y1,---,Ym und m Gleichungen

Fi(x1,.. ke, Y1,y Ym) = 0

Fm(xl7"'7xk7y17"'aym> =0
Konnen wir zu gegebenen x1,...,x; € R gewisse y1,...,¥n € R wihlen, so dass (x1,...,2k,41,...,Ym) das Glei-
chungssystem 16st? Falls ja, ist diese Wahl eindeutig? Kénnen die y1, ..., y,, sogar so gewahlt werden, dass sie stetig
(partiell) differenzierbar von den x1, ...,z abhidngen?

e Wir haben eine Funktion F, die von RFt™ = R¥ x R™ in ecinen kleineren Raum R™ abbildet und betrachten ihre
Nullstellenmenge, eine Teilmenge von R¥ x R™. Lisst sich diese als Graph einer stetig (partiell) differenzierbaren
Funktion g : R¥ — R™ darstellen?

Diese beiden Formulierungen driicken offenbar dieselbe Frage aus: Existiert zu einer gegebenen Funktion F' : R¥ x R™ — R™
eine stetig (partiell) differenzierbare Funktion g : R¥ — R™, so dass fiir alle z € R¥ und y € R™ genau dann F(z,y) = 0
gilt, wenn y = g(x) gilt?

Es stellt sich heraus, dass dies unter gewissen Einschrankungen méglich ist:

e Das Problem lisst sich hochstens lokal 16sen, d. h. zu gegebenen a € R¥, b € R™ mit F(a,b) = 0 findet man eine
Umgebung von @ in R* und eine Umgebung von b in R™, in denen man eine Losung des Problems erwarten kann.

e Die gegebene Funktion F' muss stetig (partiell) differenzierbar sein und in dem betrachteten (a,b) € R¥ x R™ eine
gewisse Regularitdtsbedingung erfiillen.

Genaueres sagt der

SATZ UBER IMPLIZITE FUNKTIONEN
Seien U; € R*¥ und Uy ¢ R™ offen und

F= (Fla'~-7Fm) 1 U x Us _)RWL7 (xay) = (‘Tla"'axk7y1a"'7ym) ’—>F($7y)

stetig (partiell) differenzierbar. Sei (a,b) € Uy x Uz mit F(a,b) = 0, so dass die quadratische Matrix %—5 (a,b) invertierbar
ist. Dann existiert eine offene Umgebung Vi C U; von a, eine offene Umgebung Vo C Us von b und eine stetig (partiell)
differenzierbare Funktion g : V7 — V5 mit

F(r,y) =0 <= y=g(2)

fur alle z € V1, y € Vo, d. h.
Graph(g) = F~1({0}) N (Vi x V&)

Ferner ist %—5 (z,9(z)) fiir alle z € V; invertierbar und

% () = — (gj (ar,g(ﬂc))>_1 ((Zi (m,g(x)))

Dabei haben wir folgende Schreibweisen verwendet:

aj o aFZ mxk 8£ . an mxm @ o agi mxk
o an = () | ert Sy (hea) e B () ew

J =1, 'I'CL J 4,j=1,...,m J i=1,..., k

BEMERKUNG: Man sagt, die Funktion g werde durch die Gleichung F(x,y) = 0 implizit definiert.
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BEISPIEL
Gegeben sei die Funktion
F:RZ=RxR —R, (z,y) — a? —y*
F ist stetig (partiell) differenzierbar und es gilt fiir alle (z,y) € R?:
oF
E (z,y) = —4y® invertierbar <= —4y®#£0 <= y#0

Betrachten wir also etwa den Punkt (a,b) = (4,2) € R?, so gilt F(a,b) = 4> — 2% = 0 und wegen b = 2 # 0 ist %—5 (a,b)
invertierbar. Der Satz iiber implizite Funktionen sagt dann, dass eine offene Umgebung V; C R von 4, eine offene Umgebung
V5 C R von 2 und eine stetig differenzierbare Funktion g : V; — V5 existiert mit

Fla,y)=2"—y*'=0 < y=g()
fiir alle z € Vi, y € V,. Die Ableitung von ¢ ist gegeben durch
") = — (—da(2)3) " (22) = —F
7(@) =~ (<)) 20) =

Tatséchlich kénnen wir das Geschehen in dieser einfachen Situation ,zu Ful* nachvollziehen: Wir wéhlen z. B. V; := (0, 00),
Vo := (0,00) und g : Vi — Vo, & — /2. Dann sind V4, V5 C R offen mit 4 € V4 und 2 € V5. ¢ bildet tatséichlich von V;
nach V5 ab und ist stetig differenzierbar mit

1 x T T

9@ = 3 " s AP G

Ferner gilt fiir alle z € V1, y € Vo, also x,y > 0:
Flz,y)=2>—y'=0 —= y'=2> = y:v4x2=\/§=g(x)

In der folgenden Skizze bilden alle vier Aste zusammen die Losungsmenge der Gleichung F (z,y) = 0. Der rechte obere Ast
ist der Graph von g.

Yy

An der Skizze lisst sich auch erkennen, warum die Wahl (a, b) = (0,0) nicht moglich gewesen wéire.



