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Aufgabe 4.1. (10 Punkte)
(i) Es sei X eine Menge, welche nicht endlich ist und
X={U C X|X\U ist endlich} U {0}.

Zeige, dass X C P(X) eine Topologie auf X ist, die Topologie der endlichen Kom-
plemente.

(ii) Bestimme alle Topologien, die es auf einer dreielementigen Menge gibt.

Aufgabe 4.2. (10 Punkte)
Es sei R? mit der von der euklidischen Metrik induzierten Topologie ausgestattet und

()

Bestimme die Mengen A, A° und 9A explizit.
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Aufgabe 4.3. (10 Punkte)
Es sei (X, X) ein topologischer Raum.

(i) Beweise die folgenden Formeln fiir eine Familie (A4;);er von Teilmengen von X:
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Gib Beispiele an, in denen die auftretenden Mengeninklusionen echt sind.

(ii) Zeige dass eine Menge A C X genau dann offen und abgeschlossen ist, wenn A = ()
gilt.

Aufgabe 4.4. (10 Punkte)

In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass nicht jede Topologie von einer Metrik induziert
wird. Dazu sei R mit der von der euklidischen Metrik induzierten Topologie ausgestattet
und X := R U {0}, wobei 0’ ein Objekt ist, welches nicht in R liegt. Fiir ¢ > 0 definieren
wir

B(e) := (—¢,0) U{0'} U (0,¢)
und damit:
X:={UCR|Uoffenin R}U{U C X |0 € U,UNR offen in R, B(e) C U fiir ein € > 0}

(i) Zeige, dass (X, X) ein topologischer Raum ist. Fertige eine Skizze des Raumes und
eine kurze Beschreibung der Topologie an.

(ii) Zeige, dass es keine Metrik d auf X gibt, so dass die beziiglich der Metrik offenen
Teilmengen von X genau die Mengen aus X sind.



