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Aufgabe 5.1. (10 Punkte)

Seien (X,X) und (Y,92)) topologische Rdume. Wir nennen eine Abbildung f : X — Y
stetig im Punkt x € X, falls es fiir jede Umgebung U C Y von f(x) eine Umgebung
V C X von x gibt, so dass f(V) C U gilt.

(i) Zeige, dass eine Abbildung f : X — Y genau dann stetig ist, wenn sie in jedem
Punkt x € X stetig ist.

(ii) Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Rdume und f : X — Y eine Abbildung. Zeige
die Aquivalenz folgender Aussagen:
(a) fistin z € X stetig.

(b) Fiir jedes € > 0 existiert ein d > 0 so dass dy (f(x), f(y)) < € fir alle y € X
mit dx (z,y) < J gilt.

(c) Fiir jede Folge (z,)nen in X die gegen x konvergiert, gilt:
lim f(zn) = f(x)

n—o0

Aufgabe 5.2. (10 Punkte)
Der Vektorraum R™*™ sei mit der von der Norm || - ||2 : R™*" — R,

[(aij)igll2 ==

induzierten Metrik ausgestattet (die Normeigenschaften miissen nicht nachgerechnet wer-
den). Zeige, dass die Menge GL(n,R) C R™*" der invertierbaren Matrizen offen ist.

Hinweis: Verwende die Leibniz-Darstellung der Determinantenfunktion det : R™*"™ — R
um zu zeigen, dass diese stetig ist.

Aufgabe 5.3. (10 Punkte)
Auf dem Vektorraum C!([a, b]) der stetig differenzierbaren Funktionen auf [a, b] definieren
wir:

1= Ch(la, b)) = R, f = If = (1 Flloo + [ Nl
Zeige, dass || - || eine Norm ist und dass die Abbildung

b
C'([a, b)) — R, fr—>/ f(z)da

beziiglich || - || auf C!([a, b]) sowie
C(a,t]) = C'([a, b)), fr f
beziiglich || - || auf C?([a,b]) und || - || auf C*([a,b]) stetig ist. Sind die Abbildungen auch

stetig, wenn || - || jeweils durch die Supremumsnorm || - ||o ersetzt wird?
Bitte wenden!



Aufgabe 5.4. (10 Punkte)
In dieser Aufgabe soll eine Fin-Punkt-Kompaktifizierung von R konstruiert werden. Dazu
betrachten wir den Einheitskreis

St.={v e R?||jv]js =1} C R?

versehen mit der Relativtopologie und definieren eine Abbildung ¢ : R — S\ {(0,1)}
indem wir z € R auf den Schnittpunkt der Geraden durch (x,0) und (0, 1) mit S* abbilden.

(i)

(i)

Berechne eine explizite Formel fiir die Abbildung v und zeige, dass ¥ ein Homomor-
phismus ist.

Bemerkung: Damit kann R vermoge 1 als topologischer Raum mit S\ {(0,1)}
identifiziert, d.h. als Unterraum des kompakten Raums S! betrachtet werden.

Ist f: R — R stetig, mit

lim f(z)= lim f(z)=c

T—00 T——00

fiir eine reelle Zahl ¢ € R, dann ist foy~!: 81\ {(0,1)} — R stetig. Zeige, dass
auch die Fortsetzung

fow t(v) falls v # (0,1)

f:S' SR, v
c falls v = (0,1)

stetig ist und erldutere die Anschauung zu dieser Beobachtung.



