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Aufgabe 11.1. (10 Punkte)
Zeige, dass die Gleichung
242+ zy =1

fiir jeden Punkt (x,y) € R? genau eine reelle Losung z = g(z,y) besitzt und dass die da-
durch gegebene Funktion ¢ : R? — R zweimal stetig partiell differenzierbar ist. Bestimme
die lokalen Extrema von g.

Aufgabe 11.2. (10 Punkte)
Es sei U C R™ offen und f : U — R eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion.
Ein kritischer Punkt z € R™ von f heifit nichtausgeartet, falls

det (Hess f(x)) # 0

gilt. Zeige: Ist x € R™ ein nichtausgearteter kritischer Punkt von f, dann gibt es eine
Umgebung V' C U von z in der es aufler x keine weiteren kritischen Punkte von f gibt.

Aufgabe 11.3. (20 Punkte)

Ein Extremwertproblem

Milch oder Saft wird oft in quaderférmigen Tiiten verkauft. Diese werden aus einem ein-
zigen Stiick Pappe durch Falten und Verkleben hergestellt. Abbildung 1 zeigt das Netz
einer solchen Tiite. Die 9 mm schmalen Rénder dienen zum Verkleben.
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Abbildung 1

(a) Stelle in Abhéngigkeit von = und y eine Funktion f(z,y) auf, die den Materialver-
brauch fiir eine Tiite mit einem Volumen von 1000 cm? (1 Liter) angibt.
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Bitte wenden!



(c) Zeige, dass die Gleichung 423y + 4,522y — 3,62y? + 2000 (z — y) = 0 eine notwendige
Bedingung fiir die Minimierung des Materialverbrauchs darstellt.

(d) Der Graph der Funktion z = f(x,y), eingeschrinkt auf R x Ry, ist eine einfach
zusammenhiingende, gekriimmte Fliche im R3. Bildet man Schnitte durch diesen
Graphen parallel zur z-z-Ebene bzw. parallel zur y-z-Ebene, so erhélt man Kurven,
die sich jeweils als Graphen einer Kurvenschar interpretieren lassen, mit z bzw.
y als Parameter. Abbildung 2 zeigt einige Graphen der Scharen f,(x) (Abb. 2a)
und f,(y) (Abb. 2b) jeweils fiir die Parameterwerte 1, 5, 10, 20 und 50. Erldutere
anschaulich unter Bezugnahme auf den Graphen der Materialfunktion f, wie man
mit Hilfe einer systematischen Variation der Parameter die den Materialverbrauch
minimierenden Werte von x und y beliebig genau approximieren kann. Begriinde,
warum man sich hierbei auf die Variation eines der beiden Parameter beschrinken
kann. Gib aufgrund der in Abbildung 2 dargestellten (kleinen) Auswahl an Kurven
eine moglichst genaue Schiitzung fiir einen Punkt (xg, yo), mit der Eigenschaft, dass
die Materialfunktion f in der Niahe dieses Punktes minimal wird.
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Abbildung 2

(e) Fiir Milchtiiten mit quadratischer Grundfliche ldsst sich das Minimum der Mate-
rialfunktion f mit Mitteln der Schul-Analysis ezakt berechnen. Bestimme die ent-
sprechende Losung unter der Vorgabe, dass die Breite der Kleberdnder 10% der
Kantenlénge der Grundfléiche betrégt.



