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Aufgabe 3.1. (10 Punkte)

(i) Wir betrachten den metrischen Raum (R?, dy), wobei d die French-Railroad-Metrik
aus Aufgabe 2.2. bezeichne. Bestimme die e-Umgebungen von Punkten p € R? ex-
plizit und skizziere die verschiedenen Fille.

(ii) Beschreibe die folgenden Teilmengen des metrischen Raums (R?, dy), wobei dg die
diskrete Metrik aus Aufgabe 2.2. bezeichne, explizit:

(a) Alle e-Umgebungen von Punkten p € R.
(b) Alle Umgebungen von Punkten p € R2.

(c) Alle offenen und abgeschlossenen Mengen.

Aufgabe 3.2. (10 Punkte)

(i) Wir betrachten den metrischen Raum (R", d), wobei d die von der euklidischen Norm
induzierte Metrik sei. Zeige, dass es in jeder e-Umgebung U, (p) mit p € R" und € > 0
ein Element aus Q" gibt, d.h.

Q" NU:(p) # 0.

(ii) Es sei (M,d) ein metrischer Raum. Zeige, dass fiir alle z € M die Menge {x} C M
abgeschlossen ist.

Aufgabe 3.3. (20 Punkte)

Beispiele finden — Standardbeispiele kennenlernen

Beispiele konstruieren zu kénnen und Standardbeispiele zu kennen, sind wichtige Ele-
mente mathematischen Wissens. Gewisse ,, Extrembeispiele* kénnen niitzlich sein, um die
Vorstellungen zum Gehalt mathematischer Begriffe und Sétze zu schirfen.

Finde daher Beispiele fiir Folgen (ay,)nen reeller Zahlen bzw. fiir Funktionen f : [ — R
auf Intervallen I C R, die die im Folgenden angegebenen Figenschaften haben.

1. Folgen und Grenzwerte

(a) eine monotone Folge, die nicht konvergent ist
(b) eine konvergente Folge, die nicht monoton ist
(c) eine beschriankte Folge, die nicht konvergent ist
(d)
)
)

d
(e
(f

eine Folge mit zwei Haufungswerten, die nicht als Folgenglieder vorkommen
eine Folge, die vorgegebene Haufungswerte hi,...,h, € R hat

eine Folge, die genau einen Haufungswert hat, aber nicht konvergent ist

Bitte wenden!



2. Differenzierbarkeit

(a) eine stetige Funktion, die nicht differenzierbar ist

(b) eine differenzierbare Funktion, die nicht stetig differenzierbar ist
Tipp: Untersuchen Sie die stetige Fortsetzung der Funktion = — 2 sin (1 )

T

(c) eine stetig differenzierbare Funktion, die nicht zweimal differenzierbar ist
3. Extrema und Monotonie

(a) eine streng monotone Funktion f, fiir die nicht f’(z) > 0 fiir alle z gilt

(b) eine Funktion f, fir die f'(a) = 0 in einem Punkt a € I gilt, die aber in a kein
Extremum hat

(c) eine Funktion f, die in einem Punkt a € I ein Extremum hat, obwohl f’(a) # 0
ist

(d) eine Funktion f, die in einem Punkt a (der im Inneren von I liegt) ein Minimum
hat, obwohl f”(a) = 0 ist

4. Integrierbarkeit

(a) eine Riemann-integrierbare Funktion, die nicht stetig ist

(b) eine beschrinkte Funktion, die nicht Riemann-integrierbar ist



