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Aufgabe 21: Aquivalenzrelationen (4 Punkte)
Wir betrachten folgende Relation auf der Menge R%:

(a,b) ~ (z,y) <= bl +2?) =y(l+d%.

(i) Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge R? ist.

(ii) Beschreiben Sie die Aquivalenzklassen [(x0,40)] als Teilmengen der Ebene jeweils
geometrisch.

(iii) Zeigen Sie, dass N := [(0,0)] ein Normalteiler in der Gruppe (R?, +) ist.
(iv) Erldutern Sie, ob R?/N = R?/~ gilt, oder ob nicht.

Aufgabe 22: Kongruenzrelationen (6 Punkte)
Im Folgenden ist jeweils eine Gruppe GG und eine Relation ~ auf G gegeben. Priifen Sie,
ob ~ eine Kongruenzrelation auf G ist und geben Sie gegebenenfalls den zugehorigen
Normalteiler N C G an.

(1) G =GL,(R), A~ B :& Spur(A) = Spur(B).
(2) G=GL,(R), A~ B & A= \-Bfiirein A € R\ {0}.

(3) G = {Cauchyfolgen in Q} mit komponentenweiser Addition,
(an)neN ~ (bn)nEN = (an - bn)neN ist Nuuf(ﬂge-

(4) G = M,,(R) mit Addition, A ~ B :< A — B hat keine negativen Eigenwerte.
5) G=S,,0~T1 = o(l) =71(1).
(6) G =R" mit Addition, (x1,...,2,) ~ (Y1,---,Yn) & Tp = Yn.

Aufgabe 23: Faktorgruppen (4 Punkte)
Fiir reelle Zahlen a,b € R sei t,, : R — R definiert durch t,,(x) = ax + b. Es sei
G :={tap|a,b € R a #0}. Zeigen Sie:

(i) Die Menge G bildet mit der Komposition von Abbildungen eine Gruppe.
(ii) Esist N := {t15|b € R} ein Normalteiler in G.
(iii) Es ist G/N isomorph zu (R \ {0},-).

Hinweis: Konnen Sie einen Homomorphismus angeben, dessen Kern N ist?

Bitte wenden!



Aufgabe 24: Universelle Eigenschaft der Faktorgruppe (2 Punkte)
Faktorisiert die kanonische Restklassenabbildung ¢ : Z — Zj;, welche durch g(k) = [k]
definiert ist, durch Zo, d.h. gibt es einen Gruppenhomomorphismus f : Z;g — Zs, so
dass das Diagramm

77— 7,

\/

kommutiert?



