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Aufgabe 25: Isomorphiesitze (4 Punkte)
Sei (G, -) eine Gruppe, X # () eine Menge und Y eine Teilmenge von X.

(i) Zeigen Sie, dass die Menge Abb(X, G) aller Abbildungen von X nach G zusammen
mit der punktweisen Verkniipfung f - g := (x — f(z) - g(x)) eine Gruppe ist.

(ii) Wir setzen
Iyvix == {f € Abb(X,G) | f(y) = 1¢ fiir alle y € Y'}.

Zeigen Sie, dass Iy|x ein Normalteiler in Abb(X,G) ist und dass Abb(X,G)/Iy|x
isomorph zu Abb(Y, G) ist.

(iii) Sei Z eine Teilmenge von Y. Zeigen Sie, dass gilt

(Abb(X, G)/Iy|x) /(1 . ):Abb(Z,G).
Z|1X /1Y |X

Aufgabe 26: Untergruppen und Normalteiler (4 Punkte)
Sei (G, -) eine endliche Gruppe, V' C G ein Normalteiler und U C G eine Untergruppe.
Zeigen Sie mit Hilfe des ersten [somorphiesatzes sowie des Satzes von Lagrange:

(i) Esist [U-V : V] ein Teiler von |U].
(ii) Esist [U -V : V] ein Teiler von [G : V].
(iii) Aus ggT(|U|,[G : V]) =1 folgt stets U C V.

Aufgabe 27: Zyklische Gruppen (4 Punkte)
Es sei (G, ) eine Gruppe mit |G| > 2, welche nur die trivialen Untergruppen G und {e}
besitzt. Zeigen Sie, dass es eine Primzahl p gibt, so dass G zur zyklischen Gruppe Z,
isomorph ist.

Hinweis: Betrachten Sie die von einem Element a # e aus G erzeugte Untergruppe (a).

Aufgabe 28: Eulersche p-Funktion (4 Punkte)
Zeigen Sie, dass fiir jede natiirliche Zahl n € N gilt:

Z o(d) =n.

d>1
d|n

Hinweis: Untersuchen Sie in der zyklischen Gruppe Z, fiir 1 < d < n die Teilmengen
M, = {a € Z, | ord(a) = d} der Elemente der Ordnung d.



