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Abstract

We discuss conditions for a multivariate symbol m(w) with mask (hk) to define a
scaling function ¢ by ¢ = Hfil m(B71-) . We show especially that (hx-In||k|]) €
1*(Z") is sufficient, but (hx) € [*(Z™) is not sufficient for the convergence of
the infinite product. For a finite mask (hk) we give two different methods for
estimating the support of ¢ , the second one leads to a very natural and at least
for generalized Haar functions best possible result.

1 Einleitung

Die zentralen Eigenschaften einer Skalierungsfunktion ¢, wie Regularitit, Riesz-
Basis oder orthogonale Basis der Translatierten und die Interpolationseigenschaft
korrespondieren unmittelbar mit entsprechenden Eigenschaften des Symbols m, vgl.
z.B. Cohen [2], Daubechies [4], Dahlke et al. [3], Gromes/Samannshausen [7] und
viele andere, der Ausgangspunkt fiir die Konstruktion von geeigneten Skalierungs-
funktionen ist demnach fast immer die Konstruktion eines entsprechenden Symbols
m = ,czn hie—i . Aus der Skalierungsgleichung

¢=a) hyd(A-—k) (S)

erhilt man durch Fouriertransformation formal

~ ~

3 =m(B ) 3B (5)

und daraus durch Iteration wiederum zunichst formal
5 =[[mB . 1)
Jj=1

In diesem Artikel werden die Konvergenzeigenschaften dieses unendlichen Produktes
und die Eigenschaften von ¢ , die sich aus der Produktdarstellung ergeben, unter-
sucht.

Wir legen zuniichst einige Bezeichnungen und Standardvoraussetzungen fest: Es sei

e m : R" — C eine Z"—periodische, messbare und beschrinkte Funktion mit
m(0) = 1, das Symbol,

e ¢ :R"—C, w— > der k-te Charakter, wobei < klw >= Y""_, kjw; fiir
ke Z" und w € R" (oder w € C™ ) sei,

e h = (hg) sei die Folge der Fourierkoeffizienten von m, die Maske von m, und
supp h := {k € Z" | hy # 0} der Tréger der Maske,



o A€ Z™" sei eine Dilatationsmatrix, d.h. alle (komplexen) Eigenwerte von A
sind betragsmifig groBer als 1 , B die Transponierte von A und a := |det A| .

BEMERKUNG (a) Wegen m € L?([0,1]") gilt m = Y, 7n hie_x in L?([0,1]™).

(b) Da A eine Dilatationsmatrix ist, gilt fiir den Spektralradius p(A~1) < 1 , und
nach einer einfachen Folgerung aus der Jordan-Normalform existiert fiir alle r €
]1,1/p(A7Y)[ eine Norm ||| auf dem R™ mit der Matrixnorm ||[B71|| < 1/r . Ist A
diagonalisierbar, so kann r = 1/p(A™!) gewihlt werden.

Nach Knopp [12] nennen wir ein unendliches Produkt [}Z; w; von komplexen Zahlen
eigentlich konvergent, wenn das Produkt konvergiert, d.h. lim, .. H;=1 w; existiert
und es ein jo > 0 gibt mit [[72, w; # 0.

Fiir das folgende Lemma siehe Rudin [15] und Knopp [12]

LEMMA 1 Sei (w;) ein Folge in C , u; :=w; — 1.

(a) Ist 3772, |ug| konvergent, so ist [[;2, w; eigentlich konvergent und

(b) Istu; >0 oder u; <0 fir alle j > jo , so ist Z;’il u; genau dann konvergent,
wenn H;’il w; eigentlich konvergiert.

(¢c) Ist (w;) ein Folge von beschrinkten komplexwertigen Funktionen auf einer
Menge Q2 und uj := w; —1, so gilt: Konvergiert Z;’il |u;| gleichmafig auf Q und ist
dort beschrinkt, so konvergiert [ [72; w; ebenfalls gleichmdpig (und eigentlich) auf (2
und ist dort auch beschrinkt.

Im néchsten Abschnitt werden Abschiitzungen fiir 5 hergeleitet und das Konver-
genzverhalten des Produktes (1) untersucht, insbesondere wird gezeigt, dass aus
(hg - In||k||) € 1}(Z™) die kompakte Konvergenz des Produktes folgt, wihrend fiir
(hi) € 11(Z") das Produkt fast iiberall divergieren kann. Im letzten Teil werden zwei
verschiedene Methoden zur Abschitzung des Trigers von ¢ fiir eine endliche Maske
(hg) , d.h fiir ein trigonometrisches Polynom m angegeben. Die erste Methode ist ei-
ne Verallgemeinerung der von Daubechies [4] im eindimensionalen Fall angewandten
Technik, die zweite Methode ist eine (distributive) Version des Kaskadenalgorith-
mus, vgl. z.B Deslauriers et al. [5] und Daubechies [4], man erhilt damit die direkte
Verallgemeinerung der Formel fiir die Haar-Funktionen in Grochenig/Madych [6]

supp ¢ C Z A7 (supph) .
J=1
Das Resultat wird durch Beispiele und Bemerkungen illustriert.

Herrn Safimannshausen danke ich fiir zahlreiche kritische Anmerkungen sowie den
Literaturhinweis zum Beispiel 1 .



2 Konvergenzeigenschaften des Produkts

Im folgenden Satz wird zunichst die Existenz einer Skalierungsfunktion unter sehr
allgemeinen Voraussetzungen bewiesen. Die Beweismethode stammt im eindimen-
sionalen Fall von Daubechies [4], der mehrdimensionale ist von Hampel [9] behandelt
worden.

SATZ 1 Gilt

Hm(B‘j-) konvergiert punktweise und ist beschrankt auf Kompakta des R™ |
i=1

(2)
so folgt fiir qAb = []2, m(B™7")

(a) Fiir alle r €]1,1/p(A™Y)[ und jede Norm auf dem R™ ezistiert eine Konstante
C >0 mit

Inj|m |l
Inr

) (3)

Ist A diagonalisierbar, so kann r = 1/p(A™Y) gewdhit werden.

9| <ca+ii

~ ~ AN
(b) ¢ €8 und ¢ erfillt die Skalierungsgleichung (S) .

Beweis: a) Wegen der Aquivalenz der Normen kann nach der obigen Bemerkung
eine Norm |-|| auf dem R™ gewihlt werden mit ||B7Y| < 1/r (bzw. |B7Y|| =
1/p(A~1) im diagonalisierbaren Fall). Sei

Hm(B’jw)

Jj=1

C = sup

lwl<r

und fiir (festes) w € R”
Juo = min{j € N | [Jw]| <77}
Da nach Definition von j,
[B7w]| <r 7wl <r
folgt

Jw

Hm(B‘jw)

J=1

Jw

Hm(B_jw)

J=1

: < ¢ (4

[[m(B~(B7w))
j=1

Ist j, > 0, so folgt aus [jw]| > r’«

In [lw]
w



Wegen ||m|| > 1 erhélt man damit aus (4)

¢w)| < |mlg-C

‘/\ ‘ Injlw]|

In ||w
= ¢ o=l ) 5)
= C ||w|| Inr
Ist j, = 0, so ist das erste Produkt in (4) leer, hat also den Wert 1 und demnach ist
‘?q;(w)‘ < C'. Also gilt (a) .

b) a ist als punktweiser Limes messbarer Funktionen messbar und gAzﬁ ist nach (3)
polynomial beschrinkt, also ist ¢ € S’ und nach Definition von ¢ gilt die Skalie-
A

rungsgleichung (5) . o

Im folgenden Lemma werden Kriterien fiir die Voraussetzung (2) von Satz 1 ange-
geben. Die Aussage in (a) ist eine Standardbedingung, vgl. Louis et al. [14] im
eindimensionalen und Hampel [9] (fiir 6 = 1) im mehrdimensionalen Fall.

LEMMA 2 Gilt zusdtzlich zu den allgemeinen Voraussetzungen an m eine der
folgenden Bedingungen:

(a) m ist hélderstetig in Null: Es gibt C > 0 und 6 > 0 mit
m(w) = 1] < C w]®

in einer Umgebung U der Null,
oder

(b) D kezmqoy [l - I [[K| ist konvergent,

s0 ist H;’il m(B™-) gleichmdfiig konvergent auf Kompakta des R™ , dort beschrinkt
und [[;2, m(B7-) konvergiert auch in S' gegen 5 .

Beweis: Es sei wieder die Norm aus dem Beweis von Satz 1 mit ||[B~Y] < 1/r < 1
gewiihlt.

a) Es sei (B (vgl. (4) ) w € R® mit B~/ (w) € U fiir alle j > 0 . Dafiir gilt dann

1
ré —1

D m(Bw) =1 <CY (W)’ =C lw]® .
j=1 j=1

Mit u; = m(B~7-) — 1 folgen die ersten beiden Behauptungen aus Lemma 1 (c).
b) Sei 1 < s <. Da fiir @ € R

|6ia o 1‘ — ‘61’04/2 _e—ia/Z‘ = |2$1HOZ/2’ S |(l{|



folgt mit m(0) = 1 und der Aquivalenz obiger Norm zur euklidischen Norm

Im(BYw) —1] = | hilex(B7w) — 1)
kezn
< 21 Yl [(RIBTw) 4+ ) |k - 2
Ikl <si ||K||>s7
< Crfwll D Il -kl +2 D |l
|kl <sd ||k||>s
:aj—i—bj

mit einer nur von der Norm abhéingenden Konstanten C' . Fiir die beiden Teilsum-
men erhilt man

a; < Cr ||l s - ||y

und somit
D a; < -
j=1
Da
. In ||k
k) > s <= § < Al
Ins
ist
ib S D ET) I L ey
J Ins

k70 j Inllk| k#0

Damit folgen die ersten Behauptungen wieder aus Lemma 1 (c).

Wegen der kompakten Konvergenz ist H;;l m(B77-) gleichméBig beschrénkt auf

{||lw|| < r} , nach (5) demnach gleichmifiig polynomial beschréinkt, also auch in &’
konvergent. o

BEMERKUNG Die Aussage in (a) gilt ebenso fiir komplexe Argumente.

Eine natiirliche Voraussetzung fiir das Symbol m ist

m = Z hre_j mit m(0) = 1 und (hy) € I1(Z") . (6)

Damit ist m stetig, unter den Voraussetzungen von Lemma 1 (c) ist dann 5 eben-

A
falls stetig und die fouriertransformierte Skalierungsgleichung () ist dquivalent zur
Skalierungsgleichung (S) , vgl. Hampel [9], Lemma 3.20 . Die Voraussetzung (6)
ist jedoch weder notwendig noch hinreichend fiir die Konvergenz des Produktes
[[;2,m(B77-) , wie an den folgenden Beispielen gezeigt wird.

Die Grundidee des ersten Beispiels, welches zeigt, dass die Voraussetzung (hy) €



I* fiir die Konvergenz des Produktes nicht hinreichend ist, stammt aus N. K. Bari
[1] Vol.II, p.178/179.

BEISPIEL 1 Essein=1, A=2und

2z:—cos (2 2 ).
o

Die Reihe ist absolut konvergent, also ist die Folge (ay) der Fourierkoeffizienten in
I* und es gilt m(0) =1 . Da

6 1 2
akzﬁ'ﬁ falls k = 2

und ai = 0 sonst, ist

1
ak~1nk:%-ﬁln2l’2:%-ln2 fallsk:2”2,
™ ™

und demnach ist Y .-, a - Ink divergent.
Wir zeigen, dass (bzgl. des Lebesgue-Mafles) gilt

Hm(Z_jw) = 0 fiir fast alle w € R . (7)
j=1
Da m(w) = m(—w) geniigt es dazu (vgl (4) ) w € [0,1] zu betrachten. Wegen
m(0) = 1 gibt es jo > 0 mit
0 < m(277w) <1 fiir alle j > jo und w € [0,1] . (8)
Demnach ist [[2; m(277w) fiir alle w € [0, 1] konvergent mit 0 < [[72, m(277w) <

1. Wegen Lemma 1 (b) und (8) sind demnach folgende Aussagen fiir w € [0, 1]
dquivalent:

ﬁ m(277w) > 0

H m(29w) konvergiert eigentlich,

J=jo

Z(m(?fjw) — 1) ist konvergent.

J=1
Also ist (7) dquivalent dazu, dass Y72, (m(27w)—1) fiir fast allew € [0, 1] divergiert.
Fiir j € N* sei v; € N die eindeutige Zahl mit (v; —1)? < j < y . Aus

v; < /j+1<2y/j fiir alle j € N*



und

_ 6 1 cos(2m 2 j W) 6 1 cos(2m 2"]2‘_%1)
m(27w) < — ;—2 =1+—(—V—§+ .

folgt

;(1 —m(277w)) > % ; <1 - COS(Z 2”]“%1)) , (9)

Mit dieser Abschitzung lisst sich einfach die Divergenz von > 22, (1 —m(277w)) fiir

einzelne w nachweisen. Ist z.B. w = 1/3 | so folgt 2577 - 1 3€{3,5} +N* (da 2v5
nicht durch 3 teilbar ist), damit gilt fiir alle j

1 1 9
cos(2m 2459 . §> = cos(2m - §> (= cos(27 - §> ) # 1

und somit sind die Reihen in (9) bestimmt divergent gegen oo .

Fiir das allgemeine Resultat benotigen wir einen Satz iiber normale Zahlen, vgl
Kuipers/Niederreiter [13]:

SATZ Fuast jede Zahl in [0,1] ist normal bzgl. der Basis 2 .

Dabei heiit w € [0,1[ normal, wenn folgendes gilt: Ist w = Y °2 w, 27" mit w, €
{0,1} und w, < 1 fiir unendlich viele v ,

By, = (b1, b2, ..., by,
ein Block von Ziffern aus {0, 1} der Lénge k sowie A(w, Bg, N) = A(w1,ws, ..., wn; Bg)

die Anzahl des Auftretens von By, in der Ziffernfolge wq,wy, ...,wy , so gilt

1
lim NA(w, By, N)=27".

N—oo

Sei nun w =Y 02 w,27 € [0, 1] normal und B einer der Blocke (0,1) oder (1,0) ,
so existiert ein Ny > 0 mit

A(Cdz,...,LUN+2;B) >N (10)

o | —

fir alle N > Ny . Fiir alle 1 € N mit (wy+1,w,+2) = (0,1) gilt

m
My > Zwﬂ’“” +op ¥ — ] 4 i
v=1

fir ein l € N, und fiir (wy+1,w,+2) = (1,0) folgt

o [es)
1 3
e P LTI

v=1 v=p+3



mit I’ € N . Fiir N > Ny erhélt man also aus (10)

#{1 < p < N| dist(2*w, Z) > i} > g . (11)

Ist (k—1)> <p < k?,soist v, =k ,und da k?* — (k — 1)> — 1 = 2k — 2 folgt aus
(9) und (11)

;(1 ~m(27w) > Qiz ; <1 - COS(Q;T gvij>>

e 2
3 i 1 — cos(2m 2K ~#y)
I

2k—2

3 1
> — -_— 1— 21 2¥
Z 52 Z RS Z( cos(2m 2'w))
2k—2>No v=0
3 1 1 1
> = > (2k —1)=(1 — cos(27>))
2 _ 2
e (=12 41 8 4
3 3 1 2k—1
2 e 8k =12 41

BEMERKUNG Fiir das Symbol

6 o= 1 2
m=2-— Zﬁcos(27r2 )

71-2
v=1

erhiilt man mit der gleichen Rechnung, dass 3 72, (1 —m(279w)) fiir alle normalen
w € [0,1] divergiert, da m(w) > 1 folgt in diesem Fall

e}

Hm(Q’jw) = oo fast iiberall.

Das zweite Beispiel ist elementar:

BEISPIEL 2  Sei

Dann ist (vgl. z.B. N. Bari [1] Vol.I, p.118))
m(w) =1+ w fiir |w| <1/2,

also gelten die Voraussetzungen von Lemma 2 (a) und die Fourierkoeffizienten sind
nicht in {* .

BEMERKUNG  Aus der Abschétzung (3) von ¢ im Satz 1 erhélt man in ein-
facher Weise die ”Brite-Force-Abschétzungen” von ¢ , vgl. Daubechies [4] und



Hampel [9] : Sei fiir v € N*

v

M, = Hm(Bj_l-) )

Jj=1

so erfiillt M, die Voraussetzungen von Satz 1 mit der Dilatationmatrix A4, := A" .
Da

6, = [[M.(B,") =9
i=1

und p(A;1Y) = p(A7Y) folgt aus (3): Fir r €]1,1/p(A7 Y] (bzw. r = p(A7!) im
diagonalisierbaren Fall) gilt

In|| My ||

9 <ca+ . (12)

Da die Exponenten in (12) stets nichtnegativ sind, ist die Abschiitzung (12) nur
niitzlich, wenn m geeignet faktorisiert werden kann. Beipiele dazu finden sich in
Daubechies [4] und Dahlke et al. [3].

3 Der Trager der Skalierungsfunktion

Im den folgenden Siétzen werden Aussagen iiber den Triger von ¢ fiir Symbole mit
endlicher Maske gemacht. Zur Vorbereitung dient das néchste einfache Lemma,
mit dem sich der Ansatz des Beweises von Daubechies [4], Lemma 6.2.2 auf den
mehrdimensionalen Fall iibertragen lésst.

Fiir p € Z™ sei

My 1= €p M = g hiep—i = g hi+pe—i

keZm kezn

hy = (hg+p)rez» sei die Maske zu m, und ¢ := Z]o';l A7Ip .

LEMMA 3 Gilt fiir m die Voraussetzung (2) von Satz 1, so erfiillt m, ebenfalls
diese Voraussetzung und fiir die von m und m, erzeugten Skalierungsfunktionen ¢
und ¢, gilt

b, =d(+q) .

Beweis: Nach Lemma 2 (a) ist [];2, e,(B~7-) konvergent und

Hep(B_jw) = exp (Z 2mi <p]B_jw>> = exp (2m’ <Z A_jp]w>> =eq(w) .

j=1



Also gelten auch fiir m,, die Voraussetzungen von Satz 1 und aus

H m(B~ 7 )= €q 5
=1
folgt die Behauptung. o
Im Weiteren sei
m = Z hre_ mit m(0) =1 und (hy) endlich (13)

kezn

und

K, —ZA I(supp h) : {ZA Tk | kj Esupph} (14)

Jj=1 Jj=1

LEMMA 4 Mit den Bezeichnungen aus Lemma 3 gilt

(a) Kp, ist kompakt,
(b) th:—q—l—Kh.

Beweis a) Sei ||-|| eine Norm mit |47 < 1/r <1 und
supph C Bg(0) .

K}, ist beschrinkt, da fiir x € K}, gilt

el < >[4 R<>r =
=1 =1

demnach liegt K} in der Kugel B 1_ r(0) .

1R’

K}, ist abgeschlossen: Sei z¥ = Z;’il A‘jk;f € Ky mit ¥ — x € R™. Da supph
endlich, hat (k7) eine konstante Teilfolge (k7*) , (k3*) eine konstante Teilfolge (k3?)
und induktiv fiir alle j € N* (k;”"*) eine konstante Teilfolge (k) . Sei k; jeweils
der Wert der Teilfolge (k;”) und y := > 2 A7k, so gilt fiir alle 7 € N*

S A~ k)

j—i+1

< Z r. 2R—

J=i+1

||y — Ly,

R

Alsoist y=z € K}, .
b) Da

supph, ={k|k+p € supph} = —p+supph

10



folgt

Ky, = ZA‘j(—p+ supph) = —q + ZA_j(SUPP h)=—q+ Kj . (15)

=1 J=1

[}

BEMERKUNG In den folgenden beiden Siétzen wird K} zur Abschitzung des
Triigers von ¢ benutzt. Mengen der Form Zjil ATTM NZ" mit M C Z™ endlich
sind auch in anderem Zusammenhang in der Wavelet-Theorie wohlbekannt, ndmlich
als zuléssige Mengen in den Subdivision-Schemes bzw. beim Transfer-Operator T,,,
vgl. z.B. Han/Jia [10] und Gromes/Safimannshausen [8] . In der ersten Arbeit ist
auch auf andere Weise die Abgeschlossenheit von Z;’il A7 M gezeigt worden.

SATZ 2 Gelten die Voraussetzungen in (13), so ist
¢ = []m(B7)

Jj=1

eine ganze Funktion, in 8" und ¢ hat kompakten Trager. Genauer gilt: Ist K C R™
konvex, kompakt mit K, C K , so ist supp ¢ C K .

Beweis Nach Voraussetzung ist m eine ganze Funktion, aus dem Mittelwertsatz
folgt insbesondere

Im(z) —m(0)] < C ||z|| fiir z € C" mit ||z]] <1.

Nach der Bemerkung zu Lemma 2 konvergiert H;’;’l m(B77+) gleichmiBig auf Kom-
pakta des C™ und somit ist 5 ganz.

a) Man kann (E 0 € supp h voraussetzten: Andernfalls gilt mit obigen Bezeichnungen
fiir p € supph :

0 € supp h, und ist K C R™ konvex, kompakt mit K} C K , so ist nach (15)
Ky, C —q+ K = K,

und K, ist konvex und kompakt. Gilt die Satzaussage fiir ¢, , ist also supp ¢, C K,
so folgt aus Lemma 3

supp ¢ = q +supp¢, C K .

b) Sei 0 € supp h und sei wie im Satz 1 eine Norm ||-|| auf C" gewhlt mit ||B~Y|| <
1/r <1, sei

e}

C := sup H

llzlI<r

m(B™2)

j=1
und fiir (festes) z € C

j. :=min{j € N| ||z]| <71} .

11



Ferner sei K wie in der Satzformulierung gegeben und

Ix :R" = R, ( — sup (z|()
zeK

die Indikatorfunktion von K .
Fiir j, > 0 wird zuniichst eine Abschiitzung von m(B™7z) benotigt:
Mit ¢ = Im z ist

le_k(B772)| = expRe(—2mi { A7k|z)) = exp(2r (A7k|()) ,
und somit

m(B7z)| < > || exp(2r (ATEC))

< |[lly exp2m (A7 Ks¢ )

fir ein k; € supph .
Wie in (5) folgt damit fiir j, > 0

9)] < €l TTex@r (A7Rs1C))
=1
< ¢ ||Z|||n—|‘n‘—h_1.rH - exp (27T<i:z4jkj|€ >> _
j=1

Da 0 € supp h und k; € supp h gilt
Jz ‘ 00 ‘
ZA’jkj € ZA*j(Supp h)C K,
j=1 j=1

und damit folgt

InflAll1

9()] < 2l - exp 2wl €)

Ist j, =0,s0ist ||z]| <7, und da Ix(¢) > 0 gilt dann
‘5(2)‘ <C < Cexp2mlk(C) .

Aus dem Satz von Paley-Wiener in der Version von Hérmander [11], Vol. I, Th.
7.3.1 folgt somit supp¢ C K . o

BEMERKUNG Istn=1, A=2und N; = infsupph , N, = supsupph , so
folgt, indem man z.B. das Intervall [N, N;| auf das Einheitsintervall [0, 1] transfor-
miert

Ky =[Ny, N, .

Das Resultat supp ¢ C [Ny, N,] findet sich bereits bei Daubechies [4], Lemma 6.22,

12



es lésst sich im allgemeinen auch nicht verbessern: Fiir

1
m = Ee,Nl + Ee,N2

mit Ny < N, erhélt man durch direktes Nachpriifen, indem man = € [Ny, W[

und z € [233%2 N, [ betrachtet, dass

o= ———1
- N2 . Nl [N1,N2[

die Skalierungsgleichung (S) erfiillt und demnach die eindeutige (vgl. Hampel [9])
Skalierungsfunktion mit kompaktem Triger zu m ist.

Die Menge K, ist im allgemeinen jedoch nicht konvex, ein Beispiel dazu ist der
Twin-Dragon, der sich fiir n = 2, die Maske hpg = 1/2 , hgo = 1/2 und A =

1 -1

1 1
[6], Deslauriers et al. [5] und der "Kaskadenalgorithmus” (vgl. Daubechies [4], Sec.
6.5) deuten darauf hin, dass in Satz 2 die schéirfere Aussage supp(¢) C K, gilt.
Dies wird im nichsten Satz gezeigt, die Beweismethode ist eine Ubertragung des
Kaskadenalgorithmus.

ergibt, vgl. z.B. Hampel [9], Abs. 2.C. Resultate von Grichenig/Madych

SATZ 3 Unter den Vorausetzungen in (13) gilt

supp(¢) C K, .

Beweis: Es sei wieder (E 0 € supp h und sei g/b: = [l=ym(B~).
Mit (k| B w) = (A77k |w) folgt

;b: = Z hu, exp(—2mi ( Aty |)) < oo+ g, exp(—2mi (A7"k, |- >)

k1,....,kuESUPP A

= Y byl exp <_2m<i: A_jkj|.>> |

k1,...,kv€ESUPP h j=1

Da 6; = e_, erhilt man daraus

, = Z Py« v+ P, - O52r_ A (16)

k1,....,k,€supp h

und wegen 0 € supp h folgt

supp ¢,, C Z A7 (supph) C K, .

J=1

Nach Lemma 2 konvergiert g/b: gegen a , also auch ¢, gegen ¢ in &’ | also gilt fiir
€S mit suppeNKy, =10

(p) =lima,(p) =0,

13



und damit die Behauptung. e

BEMERKUNG Ist R = {ko, ..., Ka—1} €in Repriisentanten-System von Z"/AZ"
und hy, = 1/a fiir k € R und Null sonst, so ist 372, AR die "Radix-Darstellung”
von K, und ¢ = 1k, ist die zugehorige Skalierungsfunktion, vgl Gréchenig/Madych
[6], insbesondere ist supp ¢ = K, .

Das folgende Beispiel zeigt andererseits, dass auch fiir n = 1 der Triiger von ¢ nicht
konvex sein muss. Es widerlegt nach der Bemerkung zu Satz 2 damit die zunéchst
naheliegende Vermutung, dass stets supp ¢ = K}, gilt.

BEISPIEL 3 Sein=1, A =2, so ist

1
¢:=3 (Loar + 123+ Lasy)

Skalierungsfunktion zur Maske

1 1
ho:h1:h4:h5:§, h2:h3:—§, thO sonst.

Die Maske erfiillt die Bedingungen in (13) und aus
Laeaf(2 - —k) = Lpe poay =t Ly

folgt

2 Z hed(2- —k) =

1o+ 1o+ 14) 4+ [11 + 13+ 15] — [12 + 14 + 1g]
—[13+ 15+ 17] + [1a + 16 + 1g] + [15 + 17 + 1¢]

1
3
3 (o4 1]+ [La + 18] +[1g + 18]) = .

BEMERKUNG Setzt man

E/:: Z hklhku s

kb €20, 32y Av=ik;=l

¢, = Z Py = oo hy, - 6A’”(Z;=1 Av=ik;) = Z b6 a-v1 (17)

k}l ..... kyEZ" lEZ"
und mit der Substitution Ak + k,+1 = [ erhélt man

bpr1 = > Py oo ey = Py = O a—0mmyaqsy_y Av—ikg)vb,an)
k1,...,kv,ky+1€Z™

D D D SR ROy

ky+1€Z™ keZn

= Z Z by - hu—ak - 0 g~y -

kezZn leZn

14



Also gilt
byt = b huax -
kezn

Dies ist fiir n = 1 bis auf einen Normierungsfaktor genau die Koeffizientenformel
aus dem Kaskadenalgorithmus bei Daubechies [4], (6.5.7), sie findet sich auch im
Zusammenhang mit den Subdivision Schemes, vgl. z.B. Deslauriers et al. [5] und
den Filterschemata beim Mallat-Algorithmus: Die Folge b) entsteht gerade durch
sukzessive Anwendung des Filters Hy : ¢ — Y, . ¢ - h._a, auf die Anfangsfolge

(c°) = (Bo) -
Aus der Darstellung in (17) erhélt man auch eine weitere Verbesserung der Abschiit-
zung von supp ¢ . Definiert man @} als Abschluss von

{x €e A7"Z" | b}, # 0 fiir v > vo}
so gilt nach (16) und (17)
supp¢ C Qn C K, .

Eine elementare Rechnung zeigt, dass im Beispiel 4 gerade supp ¢ = @}, gilt.
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