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Abstract
We present a systematic study of the transfer operator 7T, for a non-

negative in general multivariate and nonseparable symbol m with positive
Strang-Fix order L. The main result is that the spectrum of T},, separates
in an algebraic part, where the eigenvalues are powers of the eigenvalues
of the dilation matrix A and the eigenfunctions have zero order smaller
than L. The other part contains a positive, algebraicially simple eigenva-
lue with a eigenfunction interior to K7y, the positive cone. Several examples
are given, where the necessary conditions for m are fulfilled.
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1 EINLEITUNG 2

1 Einleitung

Der enge Zusammenhang zwischen dem Ubergangsoperator T}, eines Symbols m
und der von m erzeugten Skalierungsfunktion ® bzgl. einer Dilationsmatrix A
ist in mehreren Arbeiten, z.B von Cohen et al. [4], Cohen/Daubechies [3], Jia
[12], Lawton et al. [14] untersucht worden, weitere Literaturhinweise finden sich
in diesen Arbeiten.

Zentral sind dabei die Spektraleigenschaften von 7}, insbesondere der Eigenraum
zum Eigenwert 1 und der Spektralradius von T, |g, auf geeigneten invarianten
Unterrdumen E7, aus dem sich sich der Sobolevexponent von ® ergibt, vgl. Cohen
et al. [4], Theorem 3.1, Theorem 3.2.

In dieser Arbeit untersuchen wir systematisch das Spektrum von T, fiir ein
nichtnegatives, im Allgemeinen multidimensionales und nichtisotropes Symbol
m € Z(T"). Nichtnegative Symbole treten bei vielen konkreten Konstuktionen
auf, vgl. Kapitel 8, sie eréffnen die Anwendung der Theorie positiver Operatoren,
die schon in Cohen/Daubechies [3] benutzt werden. Die Resultate enthalten in
direkter Weise entsprechende Ergebnisse iiber nicht notwendig positive Symbole,
vgl. Bemerkung 2.12.

Ausgangspunkt der Arbeit ist die Ubertragung und teilweise Verallgemeinerung
von Resultaten aus Cohen et al. [4] auf den Fall m > 0 und damit die L'-Theorie:

~

Ist m > 0 und @(®P) die Periodisierung von ®, so ist dquivalent (vgl Satz 2.9)
1. & € L' mit &(®) > 0.
2. & € L' und m erfiillt das Cohen-Kriterium.

3. 1 ist algebraisch einfacher Eigenwert von 7}, mit Eigenfunktion f; > 0,

~

wobei man f; = @(®) wihlen kann, falls eine der obigen Bedingung gilt. Das
Resultat wird in den Kapiteln 6 und 7 fiir Symbole mit Strang-Fix-Ordnung L
in zwei Richtungen verallgemeinert:

Ist £y ein T},-invarianter Unterraum der Nullstellenordnung L, so gilt unter ge-
eigneten Voraussetzungen an Ep und m, dal T,,|g, stark positiv ist und somit
der Spektralradius pp, vom T,,|g, wieder ein algebraisch einfacher Eigenwert mit
einer Figenfunktion im Inneren des zugehorigen Positivititskegels ist.

In Kapitel 7 wird gezeigt, dafl die Eigenwerte zu Eigenfunktionen mit Nullstel-
lenordnung kleiner als L Potenzen der Eigenwerte von A sind, und daf fiir hin-
reichend regulidres ® zugehorige Eigenfunktionen existieren, die eine konkrete
Darstellung dhnlich der in 3. haben.

Die Kapitel 3 bis 5 dienen im wesentlichen der Vorbereitung des Kapitels 6. In
Kapitel 3 werden Regularititsaussagen fiir ® hergeleitet und daraus gefolgert,
wann der Spektralradius unabhéngig von Ej, ist. In Kapitel 4 werden Struktur
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und Dimension 7;,-invarianter Unterrdume trigonometrischer Polynome unter-
sucht, Kapitel 5 stellt die wesentlichen Sétze iiber positve Operatoren auf geord-
neten Banachrdumen bereit. Im letzten Kapitel werden Standardbeispiele posi-
tiver Symbole diskutiert und nachgewiesen, dafl dafiir stets die Voraussetzungen
aus Kapitel 6 erfiillt sind.

Fiir das folgende legen wir noch einige Bezeichnungen fest:

Es seien fiir k € Z"

e R = C, w s e2mi<klw>

die Charaktere, Z(T") sei der Raum der trigonometrischen Polynome auf dem
R*. m = >, cpnhre—ry € Z(T") mit m(0) = 1 das Symbol, A € Z"*" die
Dilationsmatrix, d.h. alle Eigenwerte von A haben Betrag grofier als 1, B :=
At Lpy = 0,...,p, 1} ein vollstindiges Reprisentantensystem von Z"/pz» und
® die Skalierungsfunktion bzgl. m und A, wobei ® := || ) m(B77-) ist. Bei
der Integration wird der Torus T" mit dem Einheitsquadrat 1" = [—1/2,1/2|"
identifiziert. |-| bezeichne die 1-Norm auf dem R".

2 Der Eigenwert 1 des Ubergangsoperators

Definition 2.1.
a—1
Tw: P(T")3 [ =Y (mf)(B'(-+p))
i=0
heiBt der Ubergangsoperator bzgl. m.

Der folgende Satz stellt die grundlegende Eigenschaften des Ubergangsoperators
zusammen; zum Beweis vgl. z.B.Hampel [10], Satz 3.66.

Satz 2.2. Es seien f, g € P(T") mit f =), cpncre—r. Dann gilt:

1. T,.f ist wiederum ein trigonometrisches Polynom, genauer gilt:

Tof = az ( Z h,kcAl_k>e_l.

lez™  kezm

2. Fiir alle j € N gilt

<1flg>mi= [ 115 = | ([T 0) F5 gt

Tn BiIn =1

Lemma 2.3. Fir & € L' ist ©(®) € 2(T") und &(®) ist eine Eigenfunktion

A

von T, zum Eigenwert 1. Zudem gilt ©(®)(0) = 1.
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Bemerkung 2.4. @(®) ist fiir ® € L' zuniichst nur ein Element aus L'(T").
Die Aussage, daB w(®) ein trigonometrisches Polynom ist, bedeutet, daf w(®)
einen Reprisentanten besitzt, der ein trigonometrische Polynom ist (wobei im
Allgemeinen ZkeZ"(i)(' — k) fast iiberall gegen diesen Représentanten konver-

giert). Analog sind Aussagen wie @(®) ist stetig, @(®) > 0 oder @(®)(0) = 1 zu
verstehen.

Beweis: Nach Lemma 3.17 aus Hampel [10] ist @(®) fiir & € L' ein trigono-
metrisches Polynom mit &(®) = Y kezn ®(k)e_i. Damit folgt mit Satz 2.2 1. und
der Skalierungseigenschaft von &

T (@) = T (S @(k)ey) =a Y ( S b (Al - k))e_l

kezn lezn kezn (21)

=Y o(l)e =w (D).

lezn

Nach Hampel [10], Folgerung 3.28, gilt ®(k) = &g fiir alle k € Z". Aus der
Poisson-Formel folgt also

D B(-—k) =Y B(k)er() =1 fast iiberall. (2.2)

Wegen ® € ¢, konvergiert ), .. ®(- — k) sogar punktweise iiberall und ist als
lokal-endliche Summe stetiger Funktionen selbst stetig. Also gilt (2.2) sogar fiir
alle x € R", insbesondere auch fiir x = 0. Somit folgt

B(®)(0) =Y d(k)e_r(0) =D B(—k) =1.

kezZ™ kezZ™

Also ist @(®) # 0 nach (2.1) demnach eine Eigenfunktion von T}, zum Eigenwert
1. U

Lemma 2.5. Es sei m > 0, & € L' und w(®) > 0. Dann gilt fir alle f,
ge 2(T):

bw)
2(9)(Bw)

Bemerkung 2.6. Da nach Lemma 2.3}?}(@)) ein trigonometrisches Polynom ist,
gilt @(P) > 0 genau dann, wenn infw(P) > 0 ist.

< T3 flg Spe= / F(B7w)g(w)dw.

Rn

Beweis: Nach Voraussetzung und der obigen Bemerkung gilt w := ®/&(®) € L!
und nach Definition der Periodisierung ist @(w) = 1. Aus Satz 2.2 folgt also fiir
alle f, g € 2(T")

< T flg >pa= / > — B]Z_]w (Hm ) (B Yw)§(w)dw.

BiIn kEZ" i=1
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Wegen m > 0 ist auch P > 0 und demnach ist

fir alle N € N. Somit erhdlt man mit dem Satz von Lebesgue und der Z"-
Periodizitit von m, f, g und o(®)

keZanln w Q)(Bijw i=1
= (i)(Bijw) : —i Y
= ol @(é)(BJw)(gm(B w))f(B )g(w)d

O

Die folgende Definition liefert fﬁI‘Ai) € L' und m > 0 ein notwendiges und hinrei-
chendes Kriterium dafiir, dafl w(®) > 0 erfiillt ist.

Definition 2.7 (Cohen-Kriterium). Das Symbol m erfiillt das Cohen-Kriterium
(bzgl. A), falls ein Kompaktum K C R™ existiert, so daf gilt:

1. K enthilt eine Umgebung des Ursprungs.
2. K ist Z"-Kachel, d.h. es gilt

i) R* = Ukezn(k + K).
ii) (k+ K)N K ist eine Nullmenge fiir alle k& # 0.

3. m(w) # 0 fiir alle w € U2, B7K.

Bemerkung 2.8. 1. Die Z™-Kachel Eigenschaft von K besagt eigentlich nur, dafl
Ukezn(k + K) mit R" bis auf eine Menge vom Maf§ Null iibereinstimmt, vgl. z.B
Grochenig/Madych [8]. Ist K jedoch kompakt, so gilt sogar Gleichheit iiberall: Es
sei dazu w € R™ und (w;) C R* \ {w} eine Folge mit w; — w und w; = [; + k; mit
[; € Z™ und k; € K. Eine solche Folge existiert, da K nach Voraussetzung eine
Z™-Kachel ist. Wegen der Kompaktheit von K existiert eine konvergente Teilfolge
(k;) mit k; — & € K. Somit muf auch (l;;) gegen ein [ € Z" konvergieren.
Insgesamt folgt
w=limw;, =l+rkel+K,

j—)OO

dh. w € Upegn(k + K).
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2. Besitzt m z.B. nur Nullstellen in den Punkten B 'p, +Z",i=1,...,a—1, so
erfiillt 7 die Cohen-Bedingung mit K = I™ = [—3, £]". Die Bedingungen 1. und
2. aus Definition 2.7 sind trivialerweise erfiillt. Nach Voraussetzung hat m zudem
in der Null keine Nullstelle. Zum Nachweis von 3. betrachte man also w € K\ {0}
und 5 € N*. In diesem Fall ist w nicht aus Z" und insbesondere kein Element von
Bi~1p; + BZ" fiir i # 0. Folglich ist B/w & B 'p; +Z" fiir allei = 1,...,a— 1.
Es gilt also m(B7w) # 0 und somit auch 3. aus Definition 2.7.

Satz 2.9. Esseim > 0 und E C Z(T") ein endlich-dimensionler, T,,-invarianter
Unterraum, der alle Figenfunktionen vom T, zum Figenwert 1 enthdlt, die tri-
gonometrische Polynome sind. Dann ist dquivalent:

1. & € L' mit w(®) > 0.
2. & € L' und m erfillt das Cohen-Kriterium.

3. 1 ist Eigenwert von T,,|g der algebraischen Vielfachheit 1 und es existiert
eine Eigenfunktion f; > 0 zum Eigenwert 1.

~

Gilt eine der obigen dquivalenten Bedingungen, so kann man f; = w(®) wdihlen.

Beweis: Fiir 1. < 2. vgl. Gromes/Saimannshausen [9] und die dort angegebene
Literatur.
3. = 2.: Es sei 0.E. f1(0)=1. Setzt man fiir j € N

J

<i>j = H m(B~")1gim fi(B77-),

=1

S0 ist @j > 0 und <i>j € L'. Es sei ein w € R" vorgegeben. Da der Spektralradius
o(B™") > 1 ist, gilt B~7w — 0, insbesondere existiert ein J(w) mit w € B/I" fiir
j > J(w). Damit folgt

bj(w) = [[m(B 'w) /i(B w) = &(w) f1(0) = d(w) fiir j — oo,

=1

d.h <i>j konvergiert punktweise gegen ®. AuBerdem gilt nach Voraussetzung und
Satz 2.2 2.

< A1 Spem< TV il Smem /(i)j(w)dw — B5 0.
Rn

Da $ > 0 ist, erhiilt man mit dem Lemma von Fatou insgesamt & € L' und
|| =< fi|]l >n. A
Nach Lemma 2.3 und da m > 0 ist @(®) eine nichtnegative Eigenfunktion zum

A ~

Eigenwert 1 mit w(®)(0) = 1. Nach 3. folgt also w(®) = f; > 0.
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2. = 1.: Nach Lemma 2.3 ist f, := w(®) Eigenfunktion zum Eigenwert 1 mit
w(®)(0) = 1. Damit gilt fiir alle f, g € Z(T") und j — oo

B3 . -

fA(i),q)g — f(0)®g € L' punktweise.

w(®)(B~:)

Nach 1. ist f(B77-)§/@(®)(B~7-) beschriinkt, da ® € L' folgt mit dem Satz von
Lebesgue und Lemma 2.5 fiir alle f, g € Z(T")

hm <T’ flg >pn = hm /T—B)]w)f(B_jw)g(w)dw

— £(0) / & (1)7(w)dow (2.3)

R

= £(0) < &(®)lg >1n,

letzteres mit dem Satz von Beppo Levi nach Definition der Periodisierung von
®. Es folgt also f = f(0)w(®) fiir alle f € E mit T,,f = f, d.h. die geometrische
Vielfachheit des Eigenwerts 1 von T, ist 1.

Ist die algebraische Vielfachheit r des Eigenwerts 1 grofler als 1, so existiert
eine Basis {fi,..., f;} des Hauptraumes H(1,T,) mit T,,fx = fp + fr1 fiir
k=2,...,r, 0E. sei fi = w(®). Demnach ist T4 f, = fo + jfi fiir alle j, also
auch

< T2 fol fr >1n=< fo|f1 >t +7 < filf1 > .

Wegen < fi|f1 >pa# 0 ist limjoo|< T2 fo|fi >1n| = oo. Dies ist jedoch ein
Widerspruch zu (2.3), da

jlirg|< T fol fr >1e| = [£2(0)] |< folfr >1n| < 00.
U

Korollar 2.10. Es sei m > 0. Dann ist ® genau dann in L', falls ein nichtne-
gatives f1 € P(T") mit T, f1 = f1 und f1(0) # 0 existiert.

Beweis: Ist & € L', so ist f; := (I)((i)) nach Lemma 2.3 und wegen m > 0
nichtnegative Eigenfunktion von T, zum Eigenwert 1 mit f;(0) = 1. Existiert
umgekehrt ein solches f;, so folgt & e L' direkt aus dem ersten Teil des Beweises
von Satz 2.9.

Korollar 2.11. Es sei m > 0 und ® € L' mit o(®) > 0. Ist f € P(T") eine
FEigenfunktion von T,, zum Eigenwert X\, so gilt entweder f(0) # 0 und A = 1
oder f(0) =0 und |A| < 1.
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Beweis: Nach Voraussetzung gilt < 77 flg >to= N < flg >« fiir alle g €
Z(T"). Da ein g existiert mit < f|g >r-# 0, konvergiert nach (2.3) die Folge
(M)jen fiir j — oo gegen eine reelle Zahl c. Man hat also entweder |A\| < 1 und
c¢=0oder A =1 und ¢ = 1. Aulerdem gilt fiir alle ¢ € Z(T")

¢ < flg >re=lim N < flg >o= lim < T flg >mo= f(0) < @(®)|g >1» .

Es folgt f(0)w(®) = ¢f und damit wegen w(®) > 0 und f # 0 die Behauptung.
U

Bemerkung 2.12. 1. Ist my € &(T") ein Symbol mit zugehoriger Skalierungs-
funktion ®, und hat m := |my|?> die Skalierungsfunktion ®, so gilt & = |®,|2.
Der Satz 2.9 bzw. die Korollare 2.10 und 2.11 gelten also auch dann, wenn man
in ihrer Formulierung ® durch &, und L' durch L? ersetzt. Dies ist der Inhalt
des Theorems 3.1 bzw. der daran anschliefenden Korollare aus Cohen et al. [4].
Satz 2.9 und sein Beweis ist eine direkte Ubertragung dieses Ergebnisses auf die
L'-Situation und stellt insofern eine Verallgemeinerung dar, da aus ihm direkt
die Ergebnisse aus [4] folgen.

2. Die Grundvoraussetzung & € L' ist nur in Spezialfillen direkt am Symbol m
ablesbar: Ist m > 0 interpolierend, d.h. gilt Y% m(- + B 'p;)) = 1, so folgt
daraus ® € L' (vgl. z.B. Hampel [10]). Der Beweis zeigt, daB auch die Bedingung
S m(-+ B 'p;)) < 1 dafiir hinreichend ist. Letzteres ist z.B auch fiir die
Symbole mY, N € N, erfiillt, wenn m > 0 interpolierend ist.

3 Regularitit

In diesem Kapitel wird ein weiterer fiir das Verhalten von ® wichtiger Eigenwert
von T, der Spektralradius op von T,,|z untersucht. Unter geeigneten Vorausset-
zungen liefert pr den exakten Sobolevexponenten von ®, vgl. Folgerung 3.6.

Bezeichnung 3.1. Es sei o4 der Spektralradius der Dilatationsmatrix und og
fiir einen endlich-dimensionalen 7,,-invarianten Unterraum der Spektralradius
von Ty, |-

Satz 3.2 (Regularitit nach Littlewood-Paley). Seim > 0 und E C Z(T")
ein endlich-dimensionaler, T,,-invarianter Unterraum. FEs existiere ein nichine-
gatives f € E mit f > 0 in einer punktierten Umgebung des Nullpunkts. Dann
qgilt:

In op

noa
Beweis: Siehe Hampel [10], Satz 3.69. Der Satz ist dort fiir den speziellen
endlich-dimensionalen T},-invarianten Unterraum

E; :=span{T? f : j € N}

op <1 unds < — = O(14 || el
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(mit f wie in Satz 3.2) formuliert, vgl. auch Abschnitt 4. Der Beweis iibertrigt
sich aber wortwortlich auf die Situation in Satz 3.2. O

Definition 3.3. 1. f € Z(T") besitzt in w € R eine Nullstelle der Ordnung L,
falls
(0°f)(w) = 0 fiir alle @ € N* mit |a| < L.

Es sei N,(f) die Nullstellenordnung von f € Z(T") in w € R”,
N(f) == max{L € N: (0°f)(w) =0 fiir alle |a| < L}.

Fiir w = 0 sei N(f) = Ny(f). Ein Unterraum E von Z(T") habe die Nullstellen-
ordnung L, falls fiir alle f € E gilt N(f) > L.

2. m € P(T") erfiillt die Strang-Fiz-Bedingungen der Ordnung L, falls m fiir
i=1,...,a—11in B !p; eine Nullstelle der Ordnung L besitzt, d.h es gilt

(0°m)(B'p;) =0 fiir || < Lund i =1,...,a— 1.

SF(m) sei die Strang-Fix-Ordnung von m,

SF(m) := min { Ny-1,,(m) .

=1
Der folgende Satz gibt eine teilweise Umkehrung von Satz 3.2.
Satz 3.4. Es seim > 0, ®(1+ |-|)* € L' fir ein s > 0, ferner sei @(®) > 0 und

A isotrop, d.h A ist komplex diagonalisierbar und alle Eigenwerte von A haben
den gleichen Betrag. Dann gilt:

1. m erfillt die Strang-Fiz-Bedingungen der Ordnung [s|+1, d.h es gilt SF'(m) >
[s] + 1.

2. Ist E;, ein endlich-dimensionaler Tm[—invam'anter Unterraum der Nullstel-

lenordnung L > [s] + 1, so ist s < — Tnggif'

Beweis: 1. Siehe Hampel [10], Satz 3.80. Die Aussage von Satz 3.4 1. ist ge-

~

ringfiigig allgemeiner als die bei Hampel. Dort wird w(®) = 1 vorausgesetzt. Eine
Analyse des Beweises zeigt jedoch, da lediglich @(®) > 0 verwendet wird.

2. Nach Voraussetzung gibt es C', D € C**", D diagonal, mit B = A' = CDC~!.
Man definiere eine Norm |[|-|| auf dem R® durch [|-|| := |C~":|. Dann gilt fiir alle

weRund £ = Ctw
|Bw|| = |C™'Bw| = |DC"'w| = |D¢| = 0al¢] = oallw|| (3.1)

In der von dieser Norm erzeugten Matrixnorm gilt ||B™!|| = 1/04 < 1. Es sei nun
g € Ey, eine Eigenfunktion zum Eigenwert A mit |A\| = pg,. Nach Voraussetzung
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hat g in Null eine Nullstelle der Ordnung L > [s] + 1, d.h insbesondere gilt
g(w) = o(||-||*). Damit ist die durch

g(w)
o) = o ©7 0
0 w=20

definierte Funktion ¢ stetig auf R® und wegen g € Z(T") dort auch beschrinkt.
Mit Lemma 2.5 und (3.1) folgt fiir j > 1

~

%)

— 7 _g(B7w)g(w)dw
B

¥ [P ) =< Tiglg >m |
TTL

Rn

= [ sl NB el

J a(@)(B )
=0 [ Sy (Bl
< ¢ 07" |lglloo / & (w) ]*lg] (B ) do.

Insgesamt gilt also mit einer Konstanten ¢’

()\QSA)j < c'/(i)(w)||w||s|q|(B_jw)dw fiir j > 1. (3.2)
Rn

Da ¢ stetig und beschrinkt ist, gilt fiir alle j
O[|-°lg/(B-) < "®|-||" € L*

und wegen der punktweisen Konvergenz von B~/w gegen Null gilt fiir alle w € R”
und 7 — o0 R . X
@(w)wl*lgl(B™w) = @(w)l|wl|*|g[(0) = 0.

Aus (3.2) folgt somit aus dem Satz von Lebesgue (\o% )7 — 0. Also ist |A\o%] < 1
und damit folgt die Behauptung. O

Die Zusammenfassung der Sitze 3.2 und 3.4 ergibt die exakte Charakterisierung
der Regularitétsordnung von ® durch den Spektralradius von T,|g; .

Satz 3.5. Es seim > 0 und ® € L' mit o(®) > 0. Zusdtzlich sei A isotrop. Ey, sei
ein endlich-dimensionaler T, -invarianter Unterraum der Nullstellenordnung L >
SF(m). Es existiere ein nichtnegatives f € Ey, mit f > 0 in einer punktierten
Umgebung des Nullpunkts. Dann gilt:

_Inog,

1+ ell & s< .
Inos
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Beweis: Essei ®(14|-|)* € L'. Mit Satz 3.4 erhiilt man L > SF(m) > [s]+1 und
folglich s < —1In g, /In p4. Fiir die Umkehrung dieser Aussage ist noch gp, <1
zu zeigen, den Rest liefert dann Satz 3.2. Aus & € L! folgt nach Satz 3.4, daf
m die Strang-Fix-Bedingungen der Ordnung 1 erfiillt, d.h L > SF(m) > 1. Ist
f € E;, nun eine Eigenfunktion zum Eigenwert A\, so gilt f(0) = 0 und damit
nach Korollar 2.11 auch |A| < 1. Der Spektralradius von T,,|z, muf} also ebenfalls
kleiner Eins sein. O

Folgerung 3.6. Definiert man den Sobolev-Exponenten von ® durch
s1(P) := Sup{sZO:(i)(1+|-|)sEL1}, (3.3)
so gilt unter den Voraussetzungen von Satz 3.5

1. 51(®) = —Inog, /In 04, wobei das Supremum in (3.3) nicht durch das Ma-
rimum ersetzt werden kann.

(®)

2. Der Spektralradius op, = 0,°*"" ist unabhingig von ET,.

4 Endlich-dimensionale 7;,-invariante Unterrdume
mit vorgegeben Nullstellenordnung

In den beiden vorangegangenen Abschnitten war das Spektrum des Ubergangs-
operators auf geeigneten endlich-dimensionalen Unterrdumen von Interesse. In
diesem Kapitel wird die Struktur solcher Unterrdume untersucht. Wir betrachten
zunichst Unterrdume ohne Nullstellenbedingungen, vgl. Satz 2.9.

Bezeichnung 4.1. Es sei soweit nichts anderes gesagt wird, [|-|| eine Norm auf
R", so daB fiir die zugehérige Matrixnorm ||A~t|| < 1 gilt, vgl. Bemerkung 4.2.
Fiir f =3, cpncke—r € Z(T") sei dann

Sf::{kEZ”:ckgéO}
der Tréger der Fourierkoeffizienten von f und
Ry = mask]
Ferner sei
E; = span {Tﬂ,;f 1J € N}
und fiir R >0

ER = {f e P(T): Ry < R}.
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Bemerkung 4.2. Nach Zeidler [18], p.795, existiert zu jedem e > 0 eine Norm
|| - ||e auf dem R", so daB fiir die zugehorige Matrixnorm gilt

p(ATH) < [[ATH]c < p(A7h) +e

Wegen p(A~') < 1 existiert also insbesndere eine Norm auf dem R", so daf fiir
die zugehorige Matrixnorm [[A™!| < 1 gilt.

Ahnliche Fassungen des nachfolgenden Satz finden sich auch bei Cohen et al. [4]
und Lawton et al. [14].

Satz 4.3. Sei f = 3 pnche_x € P(T%) und Ry = Ry, A1)/ (1 = | A~Y]),
so gilt fir alle j > 1

1. 8y, € (L, A7) S, + A8,
2. RTg;lf < max(RA,Rf)
3. Ist f € P(T") Eigenfunktion von T,, zum Eigenwert X\ # 0, so ist f € E®4

Beweis: 1. Nach Satz 2.2 1. ist g := TS 'f = Y, ,ngke_, wiederum ein
trigonometrisches Polynom und es gilt mit m = ZkeZ" hre_g

Tog=0aY (> hrga—r)et.

leZ™ kezn

Zu l € Sy, gibt es zumindest ein k € Z" mit hxgax— # 0, es gilt also k € S,,
und Al —k € Spyj-1. Aus [ = A7k + (Al — k)) erhilt man demnach fiir j > 1

STTJ'”f C A’I(Sm + STTJ'[lf)

und induktiv die Aussage 1.
2. Nach 1. ist

J
Ry, < ZHA_IHZRm + (| A7 Ry
i=1

A A (1)
- A ) R+ AR
A ) /

= (=AM ) Ra+ | AP Ry

Daraus folgt 2.
3. Da f =T/ f/N fiir alle j € N, ist nach (4.1)

Ry = RTrjnf < Rj+ ||A71||ij

und damit gilt 3. O



4 Ty-INVARIANTE UNTERRAUME 13

Bemerkung 4.4. Aus Satz 4.3 2. folgt, dal Ef endlich-dimensional (und nach
Definition 7},-invariant) ist, und da8 fiir R > R, auch E® Tj,-invariant ist. Nach
4. kann T, auf einen endlich-dimensionalen Unterraum eingeschrinkt werden,
ohne Informationen iiber das Spektrum zu verlieren.

Im weiteren werden Unterrdume mit Nullstellenbedingungen untersucht. Dazu
zunéchst

Bezeichnung 4.5. Fiir f € €°(R",C?), w, £ € R und p € N sei

i) = 30 e =37 57 H e

laf<p 3=0 |al=j

der p-Jet oder das p-te Taylorpolynom von f in &.

Fiir den p-Jet gelten folgende Rechenregeln, die im nichsten Lemma zusammen-
gefafit sind.

Lemma 4.6. Fir f, g € C*(R*,C), h € C*(R",R") und C € R*™*", £, b e R"
gilt:

1. GO 4 Aag) = MJE(f) + At (g) fiir i, Ao € R.
2. j2(f9) = BHGE(NE(9))

3. GE(f o h) = ji (e f o (GEh — h(w))).

4 GE(fo(C-4b)) = (jegisf) o C.

5. Ist Ne(f) > p und Ne(g) >/, so gilt

T (fg) =

1 , 1 1 /
DP-HD — _Dp _Dp .
prpie U9 =Pl e

Beweis: Zum Beweis von 1.-3. vgl. Brocker [1] Abschnitt 3.2.

4. ergibt sich als Spezialfall von 3. (oder durch direktes Nachrechnen). In diesem
Falle ist j{h —h(£) = C, und der p-Jet eines p-ten Taylorpolynoms ist wieder das
Taylorpolynom.

5. Aus Ne(f) > p und Ng(g) > p’ folgt, daB fg in £ eine Nullstelle der Ordnung
p + p' besitzt. Somit gilt

e (f9) = DI (fg)

(p+p)!
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und nach 3.
JE (fg) = G5 GE () (9))

Das Taylorpolynom ]p+p (]§+p (f)]gﬂ’( )) hat nur dann Koeffizienten ungleich

Null, wenn f p-fach und ¢ p'-fach differenziert wird, d.h.

j(’i'“"(jé’*p'(f)j?“"(g))—JS’”( ”f Dz 9),

pl

und letzteres stimmt als Taylorpolynom vom Grad p + p’ eines Polynoms vom
gleichen Grad mit diesem iiberein, also folgt

1 (f0) = o D (f0) = DL D g

Bezeichnung 4.7. Fiir R > 0 und L € N sei

B = BRI = {f = 3 e N = L},

Ik[I<R
P(T), = {f e P(T") : N(f) > L}.

Lemma 4.8. Sei f € 2(T")., so gilt fir p < min (L, SF(m))

. 1

Jo (T f)(w) = HDngf(w)

1 —1
= HDpf Z f(B™'p;)D _m(Bflw).

Insbesondere gilt also

1. Ist L < SF(m), so ist Z2(T")y, invariant unter Tp,.

2. Ist L < SF(m), so ist

1
JET) (@) = L DEA(B ).
Beweis: Nach Lemma 4.6 1. und 4. gilt
a—1
jg(Tmf)(w):ng(mf(B -+ pi) Z]B Lo (mf)(B™'w)
i=0
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Da N(f) > L > p und SF(m) = min!~ Ng-1,.(m) > p folgt aus Lemma 4.6 5.
mit p’ = 0 und wegen m(0) =1

a—1

(Tl (w) = ;wgﬂB-Iw) + 5 S (B DY m(B W),

Ti=1
Jo (T, f) ist also ein Polynom, in dem keine Terme der Ordnung kleiner als p
vorkommen. Es gilt also

, 1

Jo(Tnf) = EDg(Tmf)'
Fiir L < SF(m) folgt insbesondere N(7,,f) > L und damit T, f € Z(T"),. Fiir
L < SF(m) ist Dé_lpim =0firi=1,...,a—1, d.h. es gilt 2. O

Fiir konkrete Rechnungen (vgl. Kapitel 8) ist es niitzlich, die Dimension (und
eine Basis) von T),-invarianten Unterrdumen einer gegebenen Nullstellenordnung
zu kennen. Eine allgemeine Aussage iiber die Rdume E ist nicht mdglich, Satz
4.3 liefert lediglich eine Abschétzung der Dimension des Raumes Ey. Dagegen ist
fir E® zu vorgegebenen L und dazu passendem R eine exakte Dimensionsaussage
moglich. Dazu zuerst zwei vorbereitende Lemmata:

Lemma 4.9. Firn, N € N* qilt
N
p(N) =p(n,N) := #{a € N* : || < N} = (”; )
Beweis durch Induktion nach n:

Firn =1 ist
1+ N
p(l,N):N+1:<jZ )

fiir alle N € N. Es gelte die Aussage nun fiir n € N. Es gilt fiir alle N € N

N
p(n+1,N) = Z#{QEN”H' 1=N —qund Z%‘SQ}
=2 (4.2)
B n+q\ (n+1+N
=3 (") = (1)

Es folgt also die Aussage fiir n+1, wobei sich die letzte Gleichung in (4.2) induktiv
aus
n+ N n+ N n+ N n+ N
+ = +
n+1 N n+1 n

B n+1+ N
N n—+1

ergibt. O
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Lemma 4.10. Fir beliebiges L € N* ist die Matriz Ay, = ((—2mik)*)aene ja|<L
keEN™ |k|<L
invertierbar.

Beweis: Aj entsteht aus der Matrix A; := (k%) aenn jaj<r durch Multiplikation
keN™ |k|<L

der Zeilen mit Zahlen # 0. Es geniigt also A, zu betrachten. Definiert man die

Matrix By, := (bak)achn a|<z, durch
keEN™ |k|<L

n Oéjfl

bak = H H (kl — Z),

j=1 =0
so erhalt man durch Ausmultiplizieren des Produktes

bak = k“ + Z Cﬁk’g.

0<pi<a
B

Wegen |5| < L fiir alle in der obigen Summe vorkommenden Indizes entsteht
Bj also aus A 7, durch elementare Zeilentransformationen. Demnach ist A 1, genau
dann invertierbar, wenn Bj, invertierbar ist. Es sei nun N" lexikographisch geord-
net, insbesondere folgt dann fiir o, 5 € N* aus a < 3, daBl ein ¢ € {1,...,n} mit
a; < f; existiert. Es gilt also in dieser Ordnung

0 a <k,
bak:
#0 a=k.

Damit ist By, also auch flL invertierbar. O

Satz 4.11. Es sei || - || eine beliebige Norm auf R* und L € N*, R > 0, so dajfs
|k| < L = ||k|| < R fir alle k € Z". (4.3)

Dann gilt
dim Ef = dim E® — p(L — 1). (4.4)

Setzt man fir j =1,...,dim EF

¢ = Z Crje—k € Ef und ¢ = (Ckg)m1< s
IIk[|<R

so gilt
{(pj j=1,... ,dimEf} ist Basis von E}
& (4.5)
{cj 1 =1,... ,dimEf} st Basis von Kern M,

wobei My, = ((=27mik)*) aen ja|<L -
keZ™|k||<R
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Beweis: Nach (4.3) ist A, eine Untermatrix von M, € CP(E-DxdimBE® pj
gleicher Zeilenzahl, da Ay nach Lemma 4.10 invertierbar ist, folgt mit Lemma
(4.9)

Rang M, = Rang A, = p(L — 1).

Also ist wegen der linearen Unabhéngigkeit der Charaktere ey
dim Kern M, = dim E® — p(L — 1). (4.6)
Fiir ¢ := ZHngRcke—k gilt

p € Eff & 0%p(0) = Z cr0%(e_g)(0) = Z cp(—2mik)® = 0 fiir |a] < L,

k|| <R k|| <R

also ist

peEf o c= (ck)jk)<r € Kern M.
Die lineare Abbildung

S:KermnM;, >c— Z cré | € Ef
|klI<R

ist demnach surjektiv. Wegen der linearen Unabhéngigkeit von {e_j : ||k|| < R}
ist S auch injektiv, also insgesamt ein Isomorphismus. Aus (4.6) folgt damit (4.4)
und mit S¢/ = ¢’ auch (4.5). O

Bemerkung 4.12. Zur Konstruktion eines 7;,-invarianten Unterraums mit vor-
gegebener Nullstellenordnung L < SF(m) und bekannter Dimension ist also zu
einer Norm mit ||A™'|| < 1 ein R > R4 zu wiihlen, so dafi sowohl die Vorausset-
zungen aus Bemerkung 4.4 als auch die aus Satz 4.11 erfiillt sind.

Bemerkung 4.13. Explizite Formeln fiir die Dimension von £, also die Anzahl
der Gitterpunkte in der Normkugel vom Radius R, sind nur fiir spezielle Normen
bekannt. Fiir die 1-Norm erhilt man induktiv, &hnlich zu Lemma 4.9

ke zsi <8} = Y7ol ),

Ahnlich strukturierte asymptotische Formeln sind fiir allgemeine Normen von
Ewald [7] aufgestellt worden.

Im weiteren sei fiir einen Unterraum E von Z(T") der reelle Raum E(R) iiber

ER):={f€E: f(w)eRfiralleweR"}
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definiert. Um die Resultate der Spektraltheorie positiver Operatoren auf geordne-
ten Banachrdumen anwenden zu konnen, die fiir reelle Banachrdume bzw. deren
Komplexifizierung formuliert sind, vgl. Kapitel 5, bentigt man in Kapitel 6 Un-
terrdume E von Z(T"), die die Komplexifizierung der reellen Rdume E(R) sind.
Fiir Fy ist dies trivialerweise erfiillt, falls f selbst reellwertig ist. Fiir Teilraiime
von Z(T"), die durch den Tréger der diskreten Fouriertransformation ihrer Ele-
mente definiert sind, wie z.B. EF, gilt:

Lemma 4.14. Fir M C Z" sei
Ey:={f€PT"): S C M}.
Dann ist Ey genau dann die Komplezifizierung von Ey (R), d.h. es gilt
Ey = Ey(R) + iEy(R),
wenn M = —M.

Beweis: Fiir das weitere sei
cosg 1= cos 21 < k|- >= Re(ey), sing := sin 27 < k|- >= Im(ey).
Es gilt
er € Ey(R) +iEy(R) < cosg, sing € Ey(R). (4.7)

Es sei zunéchst E); die Komplexifizierung von Ey;(R) und & € M. Nach (4.7) ist
cosy € Ey(R). Es gilt
€_r = 2co8g +ep € By
und somit —k € M, also folgt M = —M.
Fir M = —M ist

1 . 1
coS = §(ek +e ), sing = 2—2_(6]c —e ) € Ey(R)

fir alle £ € M. Nach (4.7) ist also e, € Ey(R) +iEy(R) fiir alle £ € M. Die
Komplexifizierung von Ej;(R) ist ein komplexer Vektorraum, also folgt

> crer € Ey(R) +iEy(R).
keM

Somit erhélt man Ey C Ey(R) + iEy(R). Ey(R) +iEy(R) C Ey gilt trivia-
lerweise, also ist Eyy = Ep(R) + iEy(R). O
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5 Geordnete Banachriume und Spektraltheorie
positiver Operatoren

In diesem Kapitel werden die fiir die Anwendung auf 7}, wichtigen Eigenschaften
positiver Operatoren zusammengestellt.

Definition 5.1. Es sei E ein Vektorraum iiber R, der mit einer Ordnungsstruk-
tur R versehen ist, die von einer reflexiven, transitiven und anti-symmetrischen
bindren Relation < erzeugt wird. Man nennt E einen geordneten Vektorraum
iiber R, falls fiir f, g, h € E und A > 0 gilt

1. Aus f < gfolgt f+h < g+ h.
2. Aus f < g folgt \f < Ag.
Die Mengen
K:={feE:f>0}und K':={ne€ E :n(f) >0 firalle f € K}

bezeichnet man als positiven bzw. als dualen positiven Kegel des geordneten Vek-
torraums E und die Elemente aus K bzw. K’ als positiv. Gilt sogar n(f) > 0 fiir
alle f € K\ {0}, so heifit n € E' streng positiv.

Ist E ein reeller topologischer Vektorraum und gilt zusétzlich zu 1., 2.
3. K ist abgeschlossen,

so nennt man E einen geordneten topologischen Vektorraum. Weiterhin heifit die
Menge [f,g]:={h € E: f < h < g} das Ordnungsintervall von f, g € E.

Beispiel 5.2. Fs sei X # 0 und E ein Unterraum von
B(X) = {f: X = R |[f]loe < 0}.
Definiert man auf E die Relation < tber
f<g:& flw) <g(w) fir alew € X,
so ist E ein geordneter normierter Raum.

Definition 5.3. 1. Eine Teilmenge F' des topologischen Vektorraums E heif}t
erzeugend (bzw. total), wenn span F' = E (bzw. wenn der span F' dicht in F
liegt).

2. Ein Element f > 0 des geordneten topologischen Vektorraums E heifit quasi-
innerer Punkt des positiven Kegels K, falls das Ordnungsintervall [0, f] total ist.
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Bemerkung 5.4. Der positive Kegel K ist z.B dann total, wenn ein quasi-
innerer Punkt f von K existiert. Nach Definition ist dann [0, f] C K und damit
insbesondere auch K selbst total. Besitzt K ein nichtleeres Inneres int(K), so gilt
E = int(K) —int(K), vgl. Krein/Rutman [13]. Letzteres ist dazu dquivalent, daf
int(K') erzeugend ist, somit ist in diesem Fall K ebenfalls erzeugend.

Definition 5.5. F sei ein geordneter Banachraum mit positiven Kegel K # {0}
1. T € Z(F) heiit positiv, falls T den positiven Kegel invariant 1&8t, d.h aus
f >0 folgt stets T'f > 0.

2. T € Z(FE) heit stark positiv, falls T positiv ist und fiir alle f > 0 mit f # 0
ein j = j(f) existiert, so dal T f ein innerer Punkt von K ist.

3. T € Z(E) heifit irreduzibel, falls T positiv ist und fiir alle f > 0 mit f # 0
und A > o(7T)

TRA(T)f = fj AT f
j=1

ein quasi-innerer Punkt von K ist. Dabei ist R)(T") die Resolvente von T im
Punkt A.

Bemerkung 5.6. 1. Existiert fiir einen geordneten Banachraum F mit positiven
Kegel K ein irreduzibler Operator, so ist nach Bemerkung 5.4 K notwendigerweise
total.

2. Fiir einen geordneten topologischen Vektorraum, dessen positiver Kegel K
ein nichtleeres Inneres int(K) besitzt, ist f € K nach Schifer [16] genau dann
ein innerer Punkt von K, wenn f ein quasi-innerer Punkt von K ist, d.h falls
int(K) # 0 liegt TR\(T)f fiir irreduzibles T und A > o(7) im Inneren von K.
Auflerdem ist in diesem Fall jeder stark positive Operator auch irreduzibel.

Satz 5.7. Es sei E ein geordneter Banachraum mit totalem positiven Kegel K
und T ein kompakter positiver Operator mit o(T) > 0. Dann ist o(T) ein Fi-
genwert von T und es existieren zu o(T') positive Figenvektoren von T und vom
dualen Operator T".

Beweis: siehe Krein/Rutman [13].

Satz 5.8. Fs sei E ein geordneter Banachraum mit positiven Kegel K, dessen
Inneres nichtleer ist. T sei ein kompakter stark positiver Operator. Dann gilt

1. T besitzt einen Eigenvektor im Inneren von K. Dieser ist (bis auf Multi-
plikation mit einer Konstanten) der einzige Eigenvektor von T in K. Der
zugehorige Eigenwert ist o(T) und ist positiv und algebraisch einfach.

2. T' besitzt einen streng positiven Figenvektor. Dieser ist (bis auf Multipli-
kation mit einer Konstanten) der einzige Eigenvektor von T' in K'. Der
zugehorige Eigenwert ist o(T) und dieser ist algebraisch einfach.
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3. Fir alle X € C aus dem Spektrum von T mit X # o(T) gilt |\| < o(T).

Erfillt umgekehrt ein kompakter positiver Operator die Bedingungen 1. — 3., so
st er stark positiv.

Beweis: siehe Krein/Rutman [13].

Die Voraussetzungen unter denen die Bedingungen 1., 2. gelten, kénnen abge-
schwicht werden. Es gilt ndmlich

Satz 5.9. FEs sei E ein geordneter Banachraum mit positiven Kegel K und T
ein irreduzibler Operator, dessen Spektralradius o(T) ein Pol der Resolvente ist.
Dann gilt

1. o(T) > 0 und o(T) ist ein Pol erster Ordnung.

2. Zu o(T) existieren positive Eigenvektoren von T bzw. T'. Jeder positive
Figenvektor von T zu o(T) ist ein quasi-innerer Punkt von K und jeder
positive Eigenvektor von T' ist eine streng positive Linearform.

3. Gilt entweder int(K) # 0 oder ist die Vielfachheit von o(T) endlich, dann
ist die Vielfachheit von o(T) gleich 1.

Beweis: siehe Schifer [16] bzw. [17].

Bemerkung 5.10. 1. In der Formulierung von Satz 5.9 3. muf} nicht zwischen
geometrischer und algebraischer Vielfachheit von o(7") unterschieden werden, weil
fiir einen einfachen Pol der Resolvente Eigenraum und Hauptraum iibereinstim-
men, siehe z.B. Satz 101.2 aus Heuser [11].

2. Ist int(K) # 0, so kann nach Bemerkung 5.6 in Satz 5.9 2. quasi-innerer Punkt
durch innerer Punkt ersetzt werden,

Korollar 5.11. Es sei E ein geordneter Banachraum mit positivem Kegel K,
dessen Inneres nichtleer ist. T sei ein kompakter irreduzibler Operator mit o(T) >
0. Dann ist o(T) ein algebraisch einfacher Eigenwert von T und von T'. Die
zugehdrigen Figenvektoren liegen im Innern von K bzw. sind streng positiv.

Beweis: Nach Satz 5.7 ist o(7) ein Eigenwert des kompakten Operators T', also
insbesondere ein Pol der Resolvente von 7. Satz 5.9 kann also angewandt werden.
Unter Beachtung von Bemerkung 5.10 folgt die Behauptung. O

Bemerkung 5.12. Mit dhnlichen Argumenten wie im Beweis von Satz 5.8 in
Krein/Rutman [13] kann man zeigen, dafl unter den Voraussetzungen von Korol-
lar 5.11 sogar die Aussagen 1., 2. aus Satz 5.8 gelten, d.h. fiir einen kompakten
positiven Operator T mit o(T") # 0 gilt:

T ist stark positiv < T ist irreduzibel und es gilt 3. aus Satz 5.8.
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6 Spektraleigenschaften des Ubergangsoperators

Die abstrakten Sitze aus Kapitel 5 werden in diesem Kapitel auf T,,| Er(R) an-
gewandt. Dazu wird zunéchst das Innere des Positivitéitskegels K, C Ep(R)
charakterisiert und dann Kriterien fiir die Positivitéitseigenschaften von T, EL(R)
hergeleitet. Zentral ist der Satz 6.19, in dem einfach nachzupriifende Bedingun-
gen an m angegeben werden (vgl. auch Kapitel 8), so daf T, |p, (r) stark positiv
ist.

Im weiteren sei das Symbol m > 0 mit m(0) = 1 und E}, ein T,,-invarianter
endlich-dimensionaler Unterraum von Z(T") der Nullstellenordnung L, der die
Komplexifizierung des reellen Raumes

EL(R) :={f € EL: f(w) ER fiir allew e R* }

ist, und sei ||-|| eine beliebige Norm auf dem R". Nach Beispiel 5.2 ist Ey (R) bzgl.
der kanonischen Ordnung und der Supremumsnorm ein geordneter normierter
Raum mit abgeschlossenem positiven Kegel

Kp:={f€E/(R):f>0}

Als endlich-dimensionaler Raum ist £ (R) ein Banachraum und da m reellwertig
ist genau dann T},-invariant, wenn E;, T),-invariant ist. Als Operator mit endlich-
dimensionalem Definitionsbereich ist T, B (r) trivialerweise kompakt und wegen
m > 0 ist fiir f € K, auch

a—1
Tnf =Y mf(B™'(-+p)) € K,
=0

Tl g, my ist also positiv. Wegen m(0) = 1 existiert zudem eine Umgebung U der
Null mit m(w) > 0 fiir alle w € U. Fiir alle f > 0 mit T,,,f = 0 folgt aus

a—1

T f(Bw) =Y mf(-+ B p;) > m(w) f(w) >0

1=0

stets f(w) = 0 fiir alle w € U. Nach dem Identitéitssatz fiir holomorphe Funk-
tionen mehrerer Verdnderlicher mufl f = 0 gelten. T}, bildet somit K, \ {0} auf
K \ {0} ab. Fiir alle f € K, \ {0} und fiir alle j € N gilt damit 77 f # 0. Fiir
Ky, # {0} ist Tpn|p, () folglich nicht nilpotent, der Spektralradius

0r;, = 0(Tm|e,(®))
ist also nicht Null. Zusammenfassend gilt

Lemma 6.1. Fir m > 0 ist Tm|EL(R) ein kompakter positiver Operator. Ist
zusatzlich Ky, # {0}, so gilt og, > 0.
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Bezeichnung 6.2. Eine homogenes Polynom @ : R" +— C heifit positiv (se-
mi)definit, falls Q(w) > 0 (> 0) fir alle w € R* \ {0} gilt. @ heifit negativ
(semi)definit, falls —@Q) positiv (semi)definit ist.

Bemerkung 6.3. 1. Da DgLf ein homogenes Polynom vom Grad L ist und da
S1(0) :={w e R" : ||w]| =1}
kompakt ist, ist DgL f genau dann positiv definit, wenn eine Konstante c¢ existiert
mit
D{ f(w) > ¢ > 0 fiir alle w € € + 51(0).

2. f € €°(R",C) habe in £ € R™ eine Nullstelle der Ordnung L. Dann gilt: Ist
f > 0 in einer Umgebung von &, so ist DgLf positiv semidefinit.

Die zweite Aussage folgt analog zum bekannten Fall L = 2, vgl. z.B. Brocker [1],
aus 1. und der Taylorformel

F(€+w) = 2 DEF() + ollw]]").

Um die Sdtze aus Abschnitt 6 anwenden zu kénnen, ist eine Charakterisierung
des Inneren int(K ;) von K, notig. Dies liefert der folgende Satz.

Satz 6.4. Sei
Pp={feP(T"): >0 auf R"\Z" und D{ f positiv definit}, (6.1)
so gilt
PL N EL C mt(KL)
[stPLﬂEL 7£(Z), 50 st
PL N EL = 1nt(KL)

Beweis: Es sei f € Pp N Ep. Nach Bemerkung 6.3 existiert eine Konstante ¢
mit

DE f(w) > ¢ > 0 fiir alle w € S,(0).

EL(R) ist nach Voraussetzung endlich-dimensional, insbesondere ist die lineare
Abbildung
Er(R) > g+ Dygls)

stetig. Es gibt also ein § > 0, so daB fiir g € Er(R) mit ||g]/s < ¢ gilt

c c
D) < Dyg(w) < B

Fiir w € S1(0) folgt demnach

fiir alle w € S1(0).

DE(f + g)(w) = DEf(w) + DEg(w) > ¢ — g = g >0, (6.2)
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d.h nach Bemerkung 6.3 ist D& (f + g) ebenfalls positiv definit.
Nach der Taylorformel gilt fiir alle w € R

(f + 9)(w) — ~DE(f + g)(w)]| <

Ll i sup (D (f+g)(@)] (6.3)

1
Da EL(R) endlich-dimensional, ist die lineare Abbildung
0% : B — 2(T7)

fiir alle & € N stetig. Ferner ist ||w||e < ¢||w]|, somit 148t sich die rechte Seite
von (6.3) wie folgt abschitzen

1., .
T DS+ 9)(w)] = sup | |a§;+laa (f +9)(€)w|

1
<P Y =10 + g)llsollw] 7

|a|]=L+1
< (|| Flloo + Nglloo) llo[ 1=

Es gibt also ein r > 0, so daf fiir alle ||w|| < r und fiir ||g|| < 0 gilt

|(f +9)(w) - %DL(f + )W) < " ([1£lloo + llglloo) ]+
< ([ flloo + 0|

< el

Mit (6.2) folgt
(f+g)(w)——DL(f+ 2l ”)||w||L (LI’DL(wa 9)(w) = (f+9)(w))
> 2 (5= ol = 1 llellr > 0

fiir alle 0 < [|w]] < r und ||g|l < &, wobei verwendet wurde, da§ DL (f + g) ein
homogenes Polynom vom Grad L ist.
Nach Voraussetzung ist f(w) > 0 fiir w ¢ Z". Es existiert also ein 0 < ¢’ < ¢ mit
f(w) > ¢ fiir alle w € I"™ mit ||w|| > 7. Somit gilt fiir ||g||ec < ¢ und w € I"™ mit
Jw]] = r

(f +9)(w) = f(w) =6 >0.
Wegen der Z"-Periodizitit folgt damit insgesamt f + g > 0 auf R* \ Z™. Also ist
[+ g fir g € EL(R) mit ||g|lc <" in K, d.h f € int(K}).
Fiir die zweite Behauptung sei nun h € P, N E},.
Hat f eine Nullstelle wy auBerhalb von Z™, so ist (f — €h)(wp) < O fiir alle € > 0,
d.h f—eh ¢ K, fiir alle € > 0.
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Ist DEf nicht positiv definit, so gibt es ein w € S;(0) mit D§ f(we) < 0. Also
folgt fiir alle e > 0

D¢ (f — €h)(wo) < —eDgh(wp) < 0,

d.h D§(f — €h) ist nicht positiv semidefinit. Nach Bemerkung 6.3 2. gilt auch in
diesem Fall f — eh ¢ K, fiir alle € > 0.
In beiden Féllen kann f also nicht in Inneren von K, liegen. 0

Bemerkung 6.5. Fiir die Riume E7, = F aus Bezeichnung 4.7 gilt
int(K;) = PN Ep und int(Kp) # () < L gerade,

vgl. Saimannshausen [15]. Enthélt jedoch Ej, keine trignometrische Polynome
der Nullstellenordnung L, so kann Pp, = (), aber int(Kp) # () gelten.

Satz 6.4 zeigt insbesondere, dafl das Innere von K7, nichtleer ist, falls PLNEy, # ().
In diesem Fall besteht K nicht nur aus der Null und ist nach Bemerkung 5.4
erzeugend. Damit sind nach Lemma 6.1 alle Voraussetzungen von Satz 5.7 erfiillt.
Es gilt also

Satz 6.6. Es seim > 0 und P, N E; # (. Dann ist or, ein positiver Eigenwert
von Tp, und es existieren positive Eigenfunktionen von Ty |, wy und (T g, ®))'.

Es sollen nun Kriterien fiir die starke Positivitat bzw. die Irreduzibilitit von
T| g, () hergeleitet werden.

Lemma 6.7. Es seim > 0 und K C R* eine kompakte Z"-Kachel mit m(B~'w) >
0 firwe K. Ist L < SF(m), so ist T,,(P) C Py, insbesondere bildet T, das
Innere von Kp auf sich selbst ab, falls Pp, N Ey # ().

Beweis: Es sei f € Pr. Da K kompakte Z-Kachel, gibt es fiir alle w € R” ein
w' € K und ein k € Z"™ mit w = w' — k, siehe Definition 2.7. Zudem besitzt k& die
Darstellung k& = p' + Bl mit p' € {po,...,pe_1} und [ € Z". Damit folgt mit der
Z™-Periodizitdat von m

m(B ™ (w+p)) =m(B~'W - 1) =m(B~'w) >0

und somit

)
|
—

m(B~ (w + p;)) > 0 fiir alle w € R™. (6.4)

Il
o

Ist B~ (w+ p;) = k € Z", so ist auch w = Bk — p; € Z", d.h fir w ¢ Z"
ist auch B~ (w + p;) ¢ Z". Es gilt also f(B™'(w + p;)) > 0 fiir alle w ¢ Z",
i €{0,...,a— 1} und folglich nach (6.4)

a—1

Tonf(w) =Y _mf(B™ (w+ p;)) > 0 fiir alle w ¢ Z". (6.5)

1=0
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Nach Lemma 4.8 gilt zudem fiir alle w € R"

a—1

Dy (T f)(Bw) = D5 f(w) + Y f(B™'pi) D1, m(w). (6.6)

=1

D[ f ist nach Voraussetzung positiv definit. Der rechte Summand aus (6.6) ist
nach Bemerkung 6.3 2. wegen m, f > 0 positiv semidefinit. Damit ist D{ (T}, f)oB
positiv definit. Wegen der Invertierbarkeit von B ist dies dquivalent dazu, dafl
DE(T,, f) positiv definit ist. Zusammen mit (6.5) folgt T,,, f € Pr. Ist PLNE;, # 0,
so bildet T, also nach Satz 6.4 das Innere von K, auf sich selbst ab. ]

Bemerkung 6.8. Die Voraussetzung m(B 'w) > 0 fiir alle w € K ist eine
schwache Version des Cohen-Kriterium, vgl. Definition 2.7.

Lemma 6.9. Es sei p < min(L, SF(m)) und f € Er. Dann gilt fiur alle j € N

und w € R
. ) j—1 a—1 |
DYTR)w) = DEf(BTw) + 3 3 T f (B pi) Dpos (BT ™00)
v=0 i=1

Beweis: (durch vollstéindige Induktion)
Fiir j = 1 gilt die Behauptung nach Lemma 4.8. Aus der Behauptung fiir 7 € N*
folgt wieder mit Lemma 4.8

a—1
Dy (T (T3,1))(w) = Dy(T5,f) (B~ w) + . (T3, /)(B™ pi) Dy, (B~ w)
i l1:1a 1
= Db f(B~0 )+ Y N 1Y f(BT o) DY, m(BTUTI )
v=0 i=1

a—1

+ > (T5)(B™ i) DYy, m(B™'w)

=1

Dpf J+1 _|_ Z TV B pl (B*(j+1)+l/w)
O

Satz 6.10. Es sei m > 0, L = SF(m) und K # {0}. Zudem gebe es eine
kompakte Z"-Kachel K mit m(B~'w) > 0 fiir alle w € K und

a—1 a—1

Dé(z m(-+ B p)) = ZD,LB,lpim sei positiv definit. (6.7)

=1 =1
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Zu f € Ki \ {0} ezistiere ein j = j(f) mit T3 f > 0 auf R* \ Z". Dann ist
TiH f € PpNEL = int(Kp).
Gibt es fir alle f € K, \ {0} ein solches j(f), so ist Tiy|p,w) also stark positiv.

Bemerkung 6.11. Es sei m > 0 und L = SF(m).

1. Nach Bemerkung 6.3, 2. ist D% 1, fiir alle i # 0 positiv semidefinit. > ;" ! DL |
ist also genau dann positiv deﬁnlt falls fiir jedes w # 0 ein p € {p1,..., pa_ 1}
mit Dy, m(B~'w) > 0 existiert.

2. Fir n = 1 mul L gerade sein und ein p € {pi,...,p,_1} existieren mit
m")(B~1p) > 0. Es gilt also

a—1

a—1
ZDé_lpim(w) = Zm(L)(B_lpi)wL > mP (B~ p)w > 0.
i=1

i=1
Fiir L = 0 gibt es ein p € {p1,- .., pa_1} mit m((B~'p) > 0. Somit folgt

a—1

a—1
ZDng,lmm(w) = Zm(B’lpz-) >m(B 'p) > 0.
i=1

i=1
In beiden Féllen folgt die Bedingung (6.7) also schon allein aus der Voraussetzung

m > 0.
3. Es gilt

a—1
Dy (Tnl(B) —m) = Dy(> m(-+ B 'p;)) =Y Dp,m

i=1 i=1
Fiir interpolierendes m, d.h. fiir T,,1 =1, ist > ;" ! D%_, ,, M genau dann positiv

definit, wenn D{(1 — m) positiv definit ist, also genau dann wenn DFm negativ
definit ist (da (1 —m)(0) = 0, ist in diesem Fall L > 0).

Beweis: Sei f € K \ {0} mit T f > 0 auf R* \ Z". Nach dem Beweis von
Lemma 6.7 gilt, vgl. (6.5)

TIH f =T,,(T2 f) > 0 auf R* \ Z". (6.8)

Mit Bemerkung 6.3, 2. folgt aus f, m > 0 und der Invertierbarkeit von B+,
daB (DL f) o B~U+Y und (Dlg,lpim) o B Ut fir0<v<jund0<i<a-—1
positiv semidefinit sind. Zu w # 0 wihle man ein p geméfl Bemerkung 6.11. Aus
T f(B~'p;) > 0 erhélt man also mit Lemma 6.9 und (6.8) (und da B~'p ¢ Z")

DY(TE ) (w) = DY f(B~UHDw +ZZT” (B™'pi) Djys,,m(B=UFDH )
v=0 i=1

> TJ f(B~ )Délm(B Lw) > 0 fiir w # 0.
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DE(TIFLf) ist also positiv definit. Zusammen mit (6.8) erhilt man
T/ f e PLNEyL.

Satz 6.4 ergibt dann T2t f € int(K7p). O

Eine Abschwichung der Voraussetzungen aus Satz 6.10 liefert

Satz 6.12. Es seim > 0, und es gelte Kj, # {0} und (6.7) fir L = SF(m). Zu
f € K\ {0} existiere fiir jedes w & Z™ ein j = j(w, f) mit T2 f(w) > 0. Dann
181 -
ToRa(Tw)f =Y A PTLf € PLN Ep = int(Kp)
p=1
fiir alle A > op, .

Gibt es fir alle f € K, \ {0} undw ¢ Z"™ ein solches j(w, f), so ist Tp|p, w) also
irreduzibel.

Beweis: Fiir alle A > gp, und w ¢ Z" folgt mit j = j(w, f) aus der Neumann-
Reihe o
TR\ (T f(w) > AT f(w) > 0. (6.9)

E;(R) ist endlich-dimensional, also ist die lineare Abbildung Df|p, &) stetig,
somit folgt

D (TnBA(Tw) [)(w) = 3 A" DG (TH ) ().
p=1
DE(TP f) ist nach Bemerkung 6.3 2. fiir alle p € N positiv semidefinit ist. Insbe-
sondere gilt fiir alle p € N

DY (T BA(T,) ) (w) > A~ PFUDE (TP f) (w).

Wihlt man zu w # 0 ein p gemifl Bemerkung 6.11, so folgt analog wie im Beweis
von Satz 6.10

Jj a—1
DY ) (@) = DEFB™0 ) + 37 S T f(B™ i) D, m(BUH0)
v=0 =1
> Tg;f(B’lp)Dngflpm(B’lw) >0
und somit insgesamt
Dy (T BA(T) f) (w) > 0

fiir alle w # 0 und A > og, . DY(T,, Rx(T,,) f) ist also positiv definit fiir A > op, .
Zusammen mit (6.9) erhilt man also T,,R\(T,,)f € P, N Ey, fiir A > g, . Nach
Satz 6.4 liegt damit T,,,R)(7,,)f im Inneren von K, fiir alle A > g, . O

Die nachfolgenden Hilfssétze dienen der Vorbereitung des Satzes 6.19, in dem ein
direkt nachpriifbares Kriterium fiir die starke Positivitit von 7;, angegeben wird.
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Lemma 6.13. Fir alle g € Z2(T") \ {0} gibt es ein jo € N, so daf gilt: Fir alle
j > jO gat €S Piy € {pOa' .- 7pa—1}; b= ]-7' . 7j; S0 daﬁ

g(B(w+pi, +--+ B py)) #£0
fiir alle w € I".

Beweis: Da g € 22(T") \ {0}, existiert w’' € R* mit g(w') # 0 und € > 0 mit
g(w) # 0 fiir alle w € U (w'). I"™ ist Z"-Kachel, es gibt also fiir alle j € N* ein
w; € I" und ein k; € Z" mit Biw' = w; +k;. Da ||B7||Y/7 — p(B~1), vgl. Zeidler
[18] p.795, und somit ||B~7|| — 0, gibt es ein jy = jy(€), so daf

2||B’j|| max||w|| < €
wellN

fiir alle j > jo. Fiir w € I™ gilt
I1B7(w +kj) = o'|| < |B7w|| + | B k; — /|
<IB7llwll + 1B~ [lIk; — B«
= 1B [|(llw]l + llw;l)
< 2||B77| max]|w||.
wel™
und folglich .
GBI (w+ k) £0 (6.10)
fiir alle 7 > jo und w € I"™.
Da {py, ..., pa_1} ein Reprisentantensystem von 2"/pz. ist, gibt es fiir alle j € N*
ein [; € Z" und p;, € {po,..-,pa—1},p=1,...,7, so daB
kj = pi, + Bly = pi, + B(pi, + Bly) = pi, + Bpi, + B%l
— ...:pil _|_...+Bj71pz.j _|_B.7l]
Somit gilt wegen der Z"-Periodizitéit von g und nach (6.10)
9B w+pi+- -+ B py)) = g(B (W pi + -+ By + BUL))
=g9(B~ J(w+kj)) #0
fiir alle j > jo und w € I™. O

Lemma 6.14. Es sei f € Z(T™). Dann gilt fir alle j € N* und w € R”

—1
Z M;,,.. ,Z] )f(B™(w+ piy + Bpiy + -+ + Bj_lpij))

@

mait

J
M,y (w) = [[m(B (@ + pi + Bpiy + -+ B" 1p1,)).
v=1
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Beweis: (durch vollstéindige Induktion)
Fiir j = 1 gilt die Behauptung nach Definition von 7},. Aus der Induktionsvor-
aussetzung fiir j € N* folgt

T3 f(w) = T3 (T f) (W)

a—1
= D My (@) (Tnf)(B (W piy + Bpi + -+ B 'pyy)).

11425 =0
Mit
BB (w+py ++B )+ i) = BT W+ iy 4+ Blpg,)

und

M, i (W) = My, i, (w)m(Bf(jH)(w + piy e+ ijijﬂ))

folgt also
a—1
nglf(w) = Z Mil,---,ij+1 (w)f(B_(]—H)(w + Piy + Bpi2 +e+ B]pij+l))
il,...,i]‘+1:0

und somit die Behauptung. O

Lemma 6.15. Fir m > 0 gelte eine der folgenden Bedingungen:
1. n =1 und m erfille das Cohen-Kriterium.
2. m(w) #0 fir allew ¢ B 'p;+Z", i=1,...,a— 1.
Dann gibt es fir jedes g € 22(T")\ {0}, g >0, ein j = j(g) mit
T7 g(w) > 0 fiir alle w ¢ 7"

Beweis: T/ g ist Z"-periodisch fiir alle j € N*. Deshalb sei 0.E. w € I", w # 0.
Es gelte zunéchst 1. In diesem Fall gilt 0.E. A = B = a und somit nach Lemma,
6.14 und da m Z"-periodisch
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alle ganzen Zahlen zwischen 0 und a’ — 1 eindeutig darstellen lassen, folgt

al—1 j

ZHm “(wHk))gla™ (w+k)).

k=0 v=1

Wegen der Z-Periodizitdt von m bzw. g gilt

al —1 J
Z Hm Y(wH+k))gla™ (w+k)) Z Hm Y(wH+k))gla™ (w+k))
ai—1(a—1) k=—ai—lv=1

und damit insgesamt

aJl

(a—1)—
Tiglw)= > Hm Y(w =+ k))g(a™ (w+ k).

k=—ai—1 v=1

Da m > 0 und erfiillt das Cohen-Kriterium erfiillt, existiert eine kompakte Z-
Kachel K, die eine Nullumgebung enthilt, und eine positive Konstante cx mit

m(a™") > cxlg
fiir alle v € N. Damit folgt

a’=1(a—1)—-1

Tigw)> > clg(w+k)gla (w+k)). (6.11)

k=—ai—1

Da K eine Z-Kachel ist, existiert zu jedem w ein @(w) € K und ein k(w) € Z"
mit

w+ k(w) = 0(w),
und da [ und K beschriankt sind, ist

ko := sup |k(w)| < oco.
wel™

Fiir j > jo := [log, ko] + 2 gilt k(w) € [/, @’ (a — 1) — 1] fiir alle w € T und

folglich nach (6.11) . , ,
T} g(w) > chgla™w(w)).

Da die Nullstellen der ganzen Funktion g nach dem Identitédtssatz isoliert sind,
existiert eine Umgebung U des Nullpunkts mit g[in oy > 0. Somit existiert ein
J1 € N mit

g(a™7w) > 0 fiir alle j > 7, und @ € K \ {0}.

Mit w € I\ {0} ist auch w(w) # 0. Fiir j > max(jy, j1) gilt also insgesamt

17 g(w) > 0.
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Es gelte nun 2. Nach Lemma 6.13 und wegen g > 0 gibt es ein j € N* und
Pi, € {Pos--sPa=1}, p=1,...,7 mit

9B (w+pi, + Bpi, + -4+ B 1p;)) > 0
Wire fiir ein v < j
B (w+pi, + Bpi, +--+ B 'pi,) = B lpy + k
mit ¢/ € {1,...,a— 1}, k € I", so wire
w= Bk —p;, — Bpi, —+-— B 'p;, + B" " py € Z".
Da m nur Nullstellen in B~!p; + Z" besitzt, ist also
m(B™"(w+ pi, + Bpiy + -+ B""'p;,)) #0

fiir alle » < j und somit ist

Mit Lemma 6.14 erhilt man

Tig(w) > M;, ;. (w)g(B~(w+ pi, + Bps, +- -+ B "'p;)) > 0.

..... 7

Bemerkung 6.16. Fiir SF(m) = 0 gilt die Aussage von Lemma 6.15 nach
Bemerkung 6.11 sogar fiir alle w € R*. Im Falle n = 1 ist dies im wesentlichen
die Aussage von Lemma 4.5 aus Cohen/Daubechies [3], wobei dort j auch von w
abhéingt.

Definition 6.17. Es sei P;, # (). Das Symbol m > 0 heifit stark positiv (bzgl.
B), falls fiir L = SF(m) gilt:

1. m hat nur Nullstellen in B p; +Z", i =1,...,a — 1.

2. Yo} Dj_,m ist positiv definit.

Bemerkung 6.18. m > 0 ist genau dann stark positiv, falls fiir L = SF(m)

a—1

T,1(B-) —m = Zm( + B 'p;) € P

=1

Ist m interpolierend, d.h T,,1 = 1, so ist m also genau dann stark positiv, falls
1 —m € Pr. Letzteres ist dazu dquivalent, daf} gilt

1. m(w) =1 genau fiir w € Z".
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2. Dfm ist negativ definit.

Allgemeine Konstruktionen von stark positiven Symbolen und konkrete Beispiele
werden in Kapitel 8 behandelt.

Satz 6.19. Fiir m > 0 gelte eine der folgenden Bedingungen:
1. n =1 und m erfille das Cohen-Kriterium.
2. m sei stark positiv.

Dann ist T, | g, w)y stark positiv.

Beweis: Es sind lediglich die Voraussetzungen aus Satz 6.10 nachzuweisen. Nach
Lemma 6.15 existiert fiir alle f € K7\ {0} ein j mit 77 f(w) > 0 fiir alle w ¢ Z".
Da nach Bemerkung 6.11 fiir n = 1 die Bedingung (6.7) stets erfiillt ist, folgt in
diesem Falle daraus sofort die Behauptung. Im zweiten Falle kann man K = "
als kompakte Z"-Kachel wihlen, da wegen p; ¢ I"™ trivialerweise m(B~'w) > 0
fiir alle w € K gilt. Die noch fehlende Voraussetzung (6.7) aus Satz 6.10 ist nach
Definition 6.17 erfiillt. O

Bemerkung 6.20. In Cohen/Daubechies [3] wird fiir n = 1, Symbole m € €' (T")
mit SF(m) = 0 und einer ['-Maske sowie einen speziellen unendlichdimensiona-
len T),-invarianten Unterraum FE der Nullstellenordnung 0 nachgewiesen, daf}
T|E irreduzibel ist, falls m das Cohen-Kriterium erfiillt. In unserer endlich-
dimensionaler Situation ist Satz 6.19 auch fiir n = 1 eine Verschirfung von
Lemma 4.6 aus Cohen/Daubechies [3]. Dort wird allerdings in einem separa-
ten Beweisschritt gezeigt, dal der kompakte Operator T,|z auf dem Spektral-
kreis keinen weiteren Eigenwert besitzt. Ubertrigt man dieses Ergebnis auf die
endlich-dimensionale Situation, so ist nach Bemerkung 5.12 damit auch implizit
gezeigt worden, dafl T),,|p stark positiv ist.

Fiir n > 1 ist nicht klar, ob 7;,| g, ) auch dann stark positiv (oder zumindest irre-
duzibel) ist, wenn man die Bedingung 2. aus Definition 6.17 durch eine schwéchere
Nullstellenbedingung an m ersetzt. Gegenbeispiele zeigen jedoch, dafl anders als
im Falle n = 1 im allgemeinen das Cohen-Kriterium allein nicht ausreicht.

Man betrachte das positive Symbol

m(w) = m(wi,wsy) = cos® Tw; cos® Twsy

bzgl. der Dilatationsmatrix A = 2F. m erfiillt das Cohen-Kriterium mit dem
Kompaktum K = I? und hat die Strang-Fix Ordnung 2. Der zugehorige Trans-
feroperator T, besitzt eingeschrinkt auf den Raum Fy = EJ(||||) als Spek-
tralradius den zweifachen Eigenwert 1/2. Somit kann T,,,|g, nicht irreduzibel und
damit auch nicht stark positiv sein.
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Unter den Voraussetzungen von Satz 6.19 ist Ty, |p, r) stark positiv, somit kann
man Satz 5.8 anwenden. Damit erhélt man die ersten drei Aussagen der

Folgerung 6.21. Es gelten die Voraussetzungen aus Satz 6.19. Dann gilt

1. Tm|EL(R) besitzt einen Figenvektor im Inneren von K. Dieser ist (bis auf
Multiplikation mit einer Konstanten) der einzige Eigenvektor von Tp,|p, (w)
in K. Der zugehirige Eigenwert ist og, und ist algebraisch einfach.

2. (Tim|E,(r)) besitzt einen streng positiven Eigenvektor. Dieser ist (bis auf
Multiplikation mit einer Konstanten) der einzige Eigenvektor von (T | g, w))’
in K} . Der zugehorige Eigenwert ist og, und ist algebraisch einfach.

3. Fir alle komplexen X aus dem Spektrum von Tp,|g ) mit X # og, gilt
|)\| < QE; -

4. Ist o4 der Spektralradius von A, so gilt op, > 03" und op, > |\ fir
jeden reellen Figenwert X\ von A. Ist A (komplex) diagonalisierbar, so gilt
sogar og, > Q;L.

Beweis: Es ist nur noch 4. zu zeigen: Zu € > 0 sei ||-|| eine Norm auf dem R",
so daf} fiir die zugehorige Matrixnorm gilt:

|B|| < 05 +€ =04 +e.
Dann gilt || Bw|| < (04 + €)||w|| und damit
1B~ w]| > (04 + €)' [|w]

fiir alle w € R™.

Nach 1. ist pp, Eigenwert von T,,,|p, und es existiert eine zugehorige Eigenfunk-
tion f € int(Kp), insbesondere gilt f(w) > 0 fiir alle w ¢ Z™. Aus Lemma 4.8
folgt

0, Dy f(w) = Dg (T f) ()

a—1
=D{f(B™'w)+ > f(B ' pi)Dp1,m(B ). (6.12)

=1

Da Zf:ll D]g_lpim positiv definit ist, folgt also fiir ||w| =1

0r, Dy f(w) > Dy f(B™'w)

B lw )
1B~ "wl|
B~ 'w )
1B~ wl|”

= [|B™ w[|"Dg f(

> (04 +€)7"Dyg f(
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wobei benutzt wurde, dal D§ f ein homogenes Polynom vom Grad L in w ist.
Fiir ¢ := max, -1 D§ f(w) folgt

op.Cr > (04 + 6)_ch- (6.13)
Da D} f positiv definit ist, ist ¢; # 0. Man erhélt also
0m, > 04"
Ist A diagonalisierbar, so existiert eine Norm ||-|| auf dem R" mit
1B~ wll = o' lwll

fiir alle w € R™. In diesem Fall gilt die Gleichung (6.13) mit € = 0 und somit ist

0m, > 04"
Da A und A reell sind, existiert ein reller Eigenvektor £ zu A\. Aus (6.12) und der
Homogenitédt der L-ten Ableitungen folgt

08, D5 (&) = 1Dy T f (€)]

= \H(DEF(©) + 3 F(B p) Dy ml©))]|

a—1
=T (D5 £ + D F(B™ pi) Dr,,m(6))
i=1
> |ATEDy f(8).
Aus Dl f(€) > 0 folgt also op, > |A7%. O

Bemerkung 6.22. Es sei SF(m) = L.

1. Fiir die Abschitzung op, > 0" geniigt nach (6.13) die Existenz einer Eigen-
funktion f € Ky, zu o, mit N(f) = L.

2. Zusitzlich zu den Voraussetzungen aus Satz 6.19 sei d € L' und A isotrop.
Nach Bemerkung 2.8, 2. erfiillt m das Cohen-Kriterium. Somit sind nach Satz 2.9
alle Voraussetzungen von Folgerung 3.6 erfiillt und es gilt

—s1(P _
O, = QASI( ) > QAL.

Man erhilt also SF(m) > s;(®). Dies ist eine Verschirfung des Satzes 3.4.

7 Algebraische Eigenwerte und Eigenfunktionen

Die Resultate aus Kapitel 6 sind im wesentlichen auf T, |g, beschrénkt, wobei
L die Strang-Fix-Ordnung von m ist. Ist 0 < L' < L und Fj ein endlich-
dimensionaler, T},-invarianter Unterraum, der ein f € Ky \ {0} mit DY f =0
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enthilt (dies ist z.B bei geeigneter Wahl von R fiir die Riume EF aus Bezeichnung
4.7 erfiillt), so ist T, pr, nicht irreduzibel und damit nicht stark positiv: Nach
Lemma 4.8 gilt ndmlich

DETI = DY f(B77.) fiir alle j € N.

Ist also f € Ep mit f > 0, f # 0und DY f = 0, so ist auch D} (T, Rx(Ty) f) = 0.
Die Theorie der positiven Operatoren liefert also nur im Falle L' = L substantielle
Resultate.

In diesem Kapitel werden Formeln hergeleitet, die die Eigenwerte und teilweise
auch die Eigenfunktionen beschreiben, welche bei T, gegeniiber T},|g, zusitzlich
auftreten.

Bezeichnung 7.1. Fiir f € ¢7(C*,C) und 2/ € C*, j =1,...,p, sei

axl,...,:vpf = f(p)(')(xlv - ,xp)

n

— 1 P 9. .
= E T .. .:cjpaﬁ .05 f,

dabei sei f®)(z) die p-te Fréchet-Ableitung von f in z, die man wie iiblich als
stetige p-Linearform auffa3t. Ferner sei

Dot or (W) = (2mi)P Z x}l .. .x?pwjl W,

2. Fiir p = 1 ist 0, f die Richtungsableitung von f in Richtung z.
Der néichste Satz liefert eine Verallgemeinerung von Lemma 2.3.

Satz 7.3. Es sei ® € €7 und fiir j = 1,...,p sei 2/ Eigenvektor von A™' zum
Eigenwert \j. Ist pg1 g0 # 0, s0 ist

keZm
Eigenfunktion von T,, zum Figenwert H?Zl Aj. Ist zusitzlich py, @ € LY, so
qilt
a)(pxl,...,xl’q)) = Z (a:vl,...,xp(l)) (k)e—k' (71)

kezn

@(pxl,___,xpcf) ist also insbesondere ein trigonometrisches Polynom.
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Beweis: Die Skalierungsfunktion ® erfiillt die Zwei-Skalen-Relation

@zaZh@A —

leznr

Nach der Kettenregel fiir die Fréchet-Ableitung gilt

(@) =a) m@P(Az —1)(A.,... A).

lezn
Mit Az? = 1/)\;27 folgt
O (1) (!, . —aZhl J(Az — 1)(Az?, ..., AxP)
lezn

H%Z P Az —1)(zh, ..., 2P).

Somit erfiillt 0,1 _,»® die Zwei-Skalen-Relation

.....

Il mmpq) =a hl 1 n_wp(I) =1). 7.2
- H > (0, ) (7.2)

Der Triger von ® und damit von 0,1 ,»® ist kompakt, somit ist

Tmfml ..... w = a Z Z hl xl,..., wp(I) Ak - l)

.....

(pml ..... mpci))A:(awl ..... mpq))(_') (73)

und der Poisson-Formel.

Man nehme nun an, es sei fy1 _» = 0 oder gleichbedeutend, da8 0,1 _,»®(k) =0
fiir alle k£ € Z" gilt. Da 0,1 _»® die Zwei-Skalenrelation (7.2) erfiillt, folgt daraus
induktiv auch

.....

Opt, . ow®(A7k) =0 fiir alle j €N, k € Z".
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Fiir jedes x € R" existiert ein k € Z" mit A’z — k € I". Es gilt also
lo = A7E[| < |A7[|A72 — k|| < A7,

wobei die Konstante ¢ nur von der gewéhlten Norm abhiingt. ||A~/|| konvergiert
gegen Null fiir j — oo, vgl. den Beweis von Lemma 6.13. Somit ist die Menge
{A7k :j €N, k € Z"} dicht in R*. 0,1,_,»® ist also eine stetige Funktion, die
auf einer dichten Menge verschwindet. Somit mufl 0,1 ,»® und damit nach (7.3)
auch pxl,___,xpé auf ganz R identisch Null sein. Es gibt aber wegen ®(0) = 1 eine
Umgebung U der Null, in der & nicht verschwindet. Es folgt also py1,. ol = 0.
Dies ist nach dem Identitatssatz fiir holomorphe Funktionen mehrerer Verdnder-
licher ein Widerspruch zu p,1  .» # 0. O

Es sei im weiteren A = (Ay,...,\,) € C" der Vektor, der als Eintrige die mit
ihrer algebraischen Vielfachheit geziihlten Eigenwerte von A~! bzw. B~! besitzt.
Die Eigenwerte aus Satz 7.3 haben alle die Form

A% = A0,

Es zeigt sich, daf} fiir eine Eigenfunktion von 7;,, deren Nullstellenordnung in
Null echt kleiner als die Strang-Fix-Ordnung von m ist, der zugehdorige Eigenwert
ebenfalls von dieser Form ist.

Lemma 7.4. Es sei D,, = (dy,) € C**" in Jordan-Normalform,

Ap q=D,
dpg = epe{oal} q=p+1,
0 sonst,

und pr, = Z\a|:L atd® ein homogenes Polynom vom Grad L. Dann gilt p,(D,,-) =
> ajes, baid® mit

b, = A%, + Z CaBag,

|B|1=L
B>a

wober N* mit der lexikographischen Ordnung versehen sei.

Beweis: Zuerst soll durch vollstindige Induktion nach n gezeigt werden, dafl
fiir alle @ € N* gilt

(Dpw)® = A*w® + Z Cpaw’”

1B]=lal
B<a

Fiir n = 1 gilt trivialerweise (Dyjw)® = A®w®. Es gelte die Behauptung fiir n — 1.
Mit a = (ay,@) € Nx N*! und w = (wy,0) € R x R*! gilt
(an)a = ()\1(,01 + 61(,{)2)6“ (anla))d
= (A\T'wi” + p(wi, wo)) (Do),
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wobei p ein homogenes Polynom in w; und ws der Ordnung a4 ist (oder p ist das
Nullpolynom), dessen hichste vorkommende Potenz in w; kleiner als «; ist. Nach
Induktionsvoraussetzung gilt

Somit folgt

und

AP (Dpea@) = A% + X0 Y e

|8|=lal

pLa

= A%W* + Z caaw”
181=lcx|
Bi=au
B<a

Insgesamt erhélt man

(Dpw)® = A%w™ + E Cpow® + E Cpaw®
18|=|cl 18]=|a|
Bézal Br<ai
6]

= A%W* + Z 05aw6.
B|=lal
B<a

Es gilt also

pr(Daw) = Y aa(Duw)® = 3 aq (AW + D cpaw”)

lee|=L loe|=L 1B]=lex|
B<a
= aog AW + Z ( Z aacﬁa)wﬂ
lee|=L [B]1=L  |a|=|8]
a>f3
— Z (Aaaa —+ Z cagaﬁ)w“.
lee|=L |8|=L
B>a

Wegen der linearen Unabhéngigheit der Monome id®, |«| = L folgt die Behaup-
tung. ]
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Satz 7.5. Es sei f € Z(T") eine Eigenfunktion von T,, zum Eigenwert X mit
N(f) < SF(m). Dann gilt X = A* mit |a] = N(f).

Beweis: Aus T,,f = Af folgt nach Lemma 4.8 fiir L = N(f)
Dg f(B™") = Dy(Tnf) = ADy f. (7.4)

Sei B~! = CDC~!, wobei D eine Jordan-Normalform von B~ sei. Definiert man
das homogene Polynom p; vom Grad L durch

pL =Y aqid® = Df f(C"),

|a|=L
so ergibt sich aus (7.4)
po(D+) = Dg f(CD-) = Dy f(B~'C-) = ADg f(C") = Aps. (7.5)

Nach Lemma 7.4 erhilt man fiir p,(D-) = >, _1, baid®

b, = A%, + Z CaBQB-

|8|=L
B>a
Somit folgt aus (7.5) fiir alle |a| = L
(A = Naa+ Y _ cagas =0. (7.6)
|8|=L
B>a
Ist ay < -+ < ay die lexikographische Ordnung der o € N* mit |o| = L,

so liegt a := (a,;) € CV \ {0} also im Kern einer oberen Dreiecksmatrix, deren
Diagonalelemente A% — \ sind. Demnach existiert ein «, || = L, mit A = A% O

Bemerkung 7.6. Dimensionsbetrachtungen und numerische Experimente lassen
vermuten, da} beim Ubergang von Tm|E§ zu Ty |gr nur Eigenwerte und Eigen-
funktionen gemé&f Satz 7.5 auftreten. Ein Beweis dieser Aussage steht noch aus.

8 Beispiele

Fiir n = 1 geniigt das einfache Kriterium aus Satz 6.19 fiir die starke Positivitit
von T,,. Dies ist z.B fiir die klassischen Symbole zu den Burt-Adelson-Filtern
erfiillt, vgl. z.B Daubechies [6] p.278. Im folgenden wird deshalb konkret der Fall
n = 2 betrachtet.

Ausgehend von einem vorgegebenen stark positiven Symbol kann man mit Hil-
fe des folgenden Lemmas stark positive Symbole héherer Strang-Fix-Ordnung
konstruieren.
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Lemma 8.1. Seien mq, my € P(T"). my sei stark positiv und ms > 0. Dann
ist fiir N € N das Symbol m¥my stark positiv mit SF(m¥msy) = N - SF(my).

Beweis: Sei L = SF( ). Mit m, besitzt auch m{m, genau die Nullstellen
Blp;+7Z" i=1,...,a—1 mit der Ordnung Np-1,,(m¥ms) = Ng-1,,(m;) - N,
also gilt auch

SF(mYmy) = SF(my)-N=L-N.

Mehrfache Anwendung von Lemma 4.6 5. liefert fiiri =1,...,a — 1
L DI (mNmy) = (DN, Ny,
(LN)! 7B e 20 A (LN B e I

= (mDé(q;l)m{V—l)(;DL )My (8.1)

1
(L’D )Nm2

Da my nach Voraussetzung stark positiv mit Strang-Fix-Ordnung L ist, existiert
nach Bemerkung 6.11 zu jedem w # 0 ein p € {p1,..., po_1} mit

D1 ymy (B~ w) > 0.

Aus (8.1) folgt somit DEY, (m{'ms)(B~'w) > 0. O

Bemerkung 8.2. Ist m stark positiv, so ist also insbesondere m” stark positiv.
Fiir das N-te Bezout-Polynom
N-1
j=0

J

gilt Py(w) > 1 fiir w € [0, 1]. Ist also zusitzlich 1 —m > 0, z.B wenn m interpo-
lierend ist, so ist

m®™ = mNPy(1 —m)(= m" Py o (1 —m))

ebenfalls stark positiv. Fiir eine Dilatationsmatrix A mit det A = 2 ist m®¥)
interpolierend, falls m interpolierend ist, vgl. Hampel [10], Kapitel 3.6.4.

Im weiteren beschranken wir uns auf die Dilatationsmatrizen

R::(i ﬁ) und s::(i _i) (8.2)

R7? = S7? = R'7?

fiir die
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das Quincunx-Gitter ist. Auflerdem gilt det R = | det S| = 2. Somit bildet

{Po = (8)4’1 = ((1))}

ein Reprisentantensystem sowohl von Z*/giz2 als auch von %/gz2. Zudem gilt

- 1 1/1 1 _
R' 191 = §RP1 = 3 <1) = 55/)1 =S lph

d.h. m € Z(T") ist genau dann bzgl. B = R! stark positiv (interpolierend), falls
m bzgl. B = S(= S') stark positiv (interpolierend) ist.
Es sei das n-dimensionale Laplace-Symbol my ,, durch

1 1 11 1 ¢
Mo (W) = B + ™ |kz:1 er(w) = B + o ;COS 2mw; = - ;COSQ TWj

definiert und mg 1= myp2, My =My 1.

Im weiteren soll nachgewiesen werden, dafl die nachfolgenden Symbole stark po-
sitiv bzgl. B = R! bzw. B = S sind.

1. m{Y, die von Cohen/Daubechies [2] untersuchten Symbole. Diese sind nur
fiir N =1 interpolierend.

2. Die interpolierenden Symbole m(()N) :=m{ Py (1 —my), vgl Bemerkung 8.2.

3. Die interpolierenden Symbole m ;) aus Dahlke et al. [5]. Diese sind durch
1 1
mry(w) = 5T §u(w1 + wo)u(w; — wa)

definiert, wobei u := 2m{"™ (-/2) — 1 = 2mEP(1 — m.)(-/2) — 1.

Bemerkung 8.3. Fiir L = 1 stimmen sowohl m ;) als auch m(()l) mit dem Laplace-

Symbol myg iiberein. Fiir L = 2 ist my) # méz), ebenso ist fiir m = m((f) auch
m(()4) # m*Py(1 — m), obwohl, wie noch gezeigt wird, die Symbole jeweils die
gleiche SF-Ordnung haben und stark positiv sind, s.u.

Zu 1., 2.: Eine elementare Rechnung zeigt, dal N(1 — mg) = 2 und
Dg(1 = mo) = 27 ]|-[[5.

DZ(1—my) ist also positiv definit. Ferner ist mg > 0 und es gilt mo(w) = 1 genau
dann, wenn cos 27w, = cos 2rwy = 1. Dies ist genau fiir w € Z? der Fall. Somit
ist (1 —mg) € P». Da myg interpolierend ist, ist my nach Bemerkung 6.18 stark
positiv mit SF(mg) = 2.
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Nach Lemma 8.1 und Bemerkung 8.2 sind m)) bzw. méN) also stark positiv und

es gilt
SF(mY) = SF(m{™) = SF(me)N = 2N.

Zu 3.: Da m, interpolierend, ist

PO+ 3) = mEO+ 5)Pol(1 = ma) (A + 3)

L—-1 .

= (1= m.(\)"P(m. (X)) = sin® 72 ) (L a 1 ﬂ) cos? 7\
: J
J=0

_ (ﬂ_)\)ZL + O()\ZLJrZ).
Mit miP(\) = 1 — mP (A + 1/2) folgt weiter
omPI(N) —1=1—=2(xN>* +0(\L?)

und damit

W1 — Wsy

)—1)

1— m(L)(w) =

Es gilt also N(1 — myy,

D1 = my)() = (3)7 [fon + w2 + 1 — )]

D34 (1 — myy)) ist positiv semidefinit und genau dann in w gleich Null, wenn
Sw = 0 ist. Letzteres ist wegen det S = 2 genau fiir w = 0 erfiillt. D" (1 — my,))
ist also positiv definit. Es gilt wegen |u| < 1 genau dann m;)(w) = 1, wenn

W1 — W2

m (82 ) =1 (8.3)
2 2
d
oder (L) (.U1+CU2 (L) (.UI_CL)Q
(T2 = mD(22) —, (8.4)

Die Gleichungen in (8.3) sind genau fiir w € SZ? erfiillt, die Gleichungen in (8.4)
genau fiir w € (§) + SZ? Insgesamt ist also genau dann m(z)(w) = 1, wenn
w € Z2. Somit ist 1 — mry € Por. Da m(g) interpolierend ist, ist mz) wiederum
nach Bemerkung 6.18 stark positiv mit SF(m()) = 2L.

In der nachfolgenden Tabelle sind fiir die Symbole unter 1.-3. die Gréflen R = R4
aus Satz 4.3, die Dimensionen der zugehdrigen invarianten Unterriiume E® (vgl.
Bemerkung 4.4) und E¥ (vgl. Bezeichnung 4.7, Bemerkung 4.12) berechnet. Da
A normal ist, kann hier als Norm, die zur Definition des Raumes E¥ benutzt



LITERATUR 44

<=

"”00 >
SRS ” OS>
‘é‘\‘\\\\l\ e’ Q?‘Q' W =

05

-05 -05 05 -05

Abbildung 1: Die Eigenfunktion des Ubergangsoperators T}, zum Eigenwert 0E,
im Fall a) m = mg bzw. b) m = m(,). Man erkennt die theoretisch begriindeten
Eigenschaften: Beide Eigenfunktionen liegen im Inneren des positiven Kegels K7,
wobei in a) L =2, in b) L = 4 ist.

wird, die euklidische Norm gewihlt werden. Die letzten beiden Spalten geben
den Spektralradius von 77, gz und den zugehdrigen Sobolevexponenten s;(®) an
(vgl. Folgerung 3.6). Alle Grofen sind fiir A = R bzw. A = S jeweils gleich, vgl.
(8.2) und Cohen/Daubechies [2].

Symbol | SF-Ordnung | R=R, |dimE? | dim EE | op, | s1(®)

my 2 14++2 21 18 | 0.8090 | 0.6115

me 4 200+v2) | 69 59 | 0.3350 | 3.1553

m? 4 3(14+v2) | 169 159 | 0.6246 | 1.3581

m 4 3(1+v2)| 169 159 | 0.5914 | 1.5156
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