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Logiken fur Kripke Strukturen

Logiken, die nicht nur Zustandseigenschaften, sondern auch das dynamische
Verhalten beschreiben kénnen.

Magliche logische Sprachen fiir Kripke-Strukturen unterscheiden sich beziiglich
- Ausdrucksstdrke: welche interessierenden Eigenschaften sind ausdriickbar

- Trennschdrfe: wann lassen sich zwei Zustdnde durch eine Formel unterscheiden ?

Wir werden drei Sprachen untersuchen: LTL, CTL und CTL*.

LTL und CTL haben zwar vieles gemeinsam, dennoch gibt es in jeder Sprache (LTL und CTL)
einen Ausdruck, der in der jeweils anderen nicht ausdriickbar ist. CTL* umfaBt LTL und CTL.
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ogiken fur Kripke Strukturen

Einbeziehen des dynamischen
Verhaltens

gegeben durch Relation R

LTL - lineare temporale Logik
Aussagen lber Spuren

welche Eigenschaften gelten fiir alle
Spuren

CTL - Computation Tree Logic

Aussagen lber Berechnungen und
Zustdnde

welche Optionen bestehen in einem
Zustand

CTL* - beinhaltet LTL und CTL
allerdings schwieriger zu handhaben

Model Checking

P P Y
E;r 4 X

Die Berechnungen, die in den rot
markierten Punkte beginnen, sind
anhand ihrer Spuren nicht
unterscheidbar.

Die Option, einen Zustand mit q oder r
zu erreichen bleibt in dem rechten
System ldnger offen.
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Notation fur Folgen

m  Seic =(Sy Sy, Sy, --- ) eine unendliche Folge,
o: N -S.

m i-tes Glied:
s(i) = s..

04

m Restfolge ab i-tem Glied : c(0) o(1)

6'1= (S}, Sivqs Sjapy - ) 1 1 P A

O-O-O-O-0-0-60— ..

Formal: ci(n) = o(i+n)

m i-ter Prdfix :
o, = ( Sy Sys Sy, -ovs Siq)

m S®:=[N->§]
Menge aller unendlichen Folgen in S

m S*

Menge aller endlichen Folgen I 1 1 1 1 1 1 >
Zeit t
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Ein Prozess startet in einem Zustand s, und durchlduft Reihe von
Folgezustdnden

So. S1. Sp, -ov -

Wir betrachten nur nicht-terminierende Prozesse.

Berechnung (Pfad)
Die unendliche Folge s = (s, s;, S,, ... ) der durchlaufenen Zustdnde.

Zustand eines Prozesses ist nie direkt beobachtbar (siehe
Digitaluhr), sondern nur gewisse Eigenschaften (z.B.: Display)

Spur (einer Berechnung)
Die Folge der beobachteten Eigenschaften

Eine Spur ist also ein beobachtbares Verhalten des Systems.
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" Berechnung und Spur in Kripke-Struktur

Berechnung: Unendliche Folge von Zustdnden
G = (S(,51,S5,...) € S®

mit

VieN. (si,si4q)e R.

Menge aller in s startenden unendlichen Pfade:
Paths(s) :={c € S®| c(0)=s A V keN. o(k) R o(k+1) }

Spur (engl. trace) der Berechnung ¢ = (s,S4,S,,...) :
T = trace(o) = (L(sp), L(s4), L(S5), .. )

Menge aller in s startenden Spuren:
Traces(s) := { trace(o) | o € Paths(s) }

Beispiel einer Berechnung zugehdrige Spur:
G = ( a’ a’ C’ b’ b’ b’ ) T = ({p’q}’ {p’q}’ {q}’ {p’r’t}’ {p’r’t} ’ {p’r’t} ) = )

Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg



Spur-Aquivalenz

Zustand eines Prozesses ist nie direkt beobachtbar ist, sondern nur
dessen Eigenschaften.

Spur-Aquivalenz: Pfade heiBen spur-dquivalent, wenn ihre Spuren
gleich sind, d.h ihr beobachtbares Verhalten ist gleich.

Zwei Pfade o und o heiBen spur-dquivalent, falls
trace(c) = trace(c’).

Beispiel: Zu jeder Berechnung in einem
System gibt es eine spur-dquivalente
Berechnung im anderen.

i -
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“ Temporale Deutung

Berechnung ist Pfad s =(sg ,S1 ,S2, ... ). mitsyel, s; €S firalleie N

N kann als Zeitverlauf gedeutet werden:
S; . Zustand zur Zeit t
L(s;) : Eigenschaften des Systems zur Zeit 1.

Zeitmodell ist

im Gegensatz zu kontinuierlich

Zu jedem Zeitpunkt gibt es genau
einen ndchsten Zeitpunkt

Es gibt einen Anfangszeitpunkt

LELE

ineare Temporale Logik :

Sprache und Kalkil um Eigenschaften von Zustandsfolgen auszudriicken,

ohne die Zeit explizit zu erwdhnen.
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initp - Am Anfang gilt p

‘—O—O—O—O—O—O— . ‘ Zustand, in dem p gilt
O p - sometimes p

O-0-0-0O-0-0-0O— -

‘ Zustand, in dem q gilt

Op - always p

Op - nexttime p

O-@-0-0-0-0-O- T gy,

pUg - puntilqg }Eﬁ =
5

0-0-0-0 000 - Qs
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" LTL - die Logik der Berechnungen

Wir definieren nun eine Sprache, in der wir Aussagen uber Folgen von Zustdnden

formulieren kénnen. Diese Sprache heifit (P)

TProp ::=init Prop
| X TProp
| F TProp

o G TPro
BNF Definition I TProp STProp

von temporalen | TProp W TProp
Aussagen: | TProp A TProp
| TProp v TProp
| TProp = TProp
| TProp < TProp

| = TProp
| true

| false

| ( TProp)

(propositional) linear temporal logic.

Sprechweisen:

anfangs
next, danach, O

irgendwann, sometimes eventually, ¢

immer, always, forever, [
bis, until
weak until, unless, waits for

Das Schliisselwort init wird meist unterschlagen, es ergibt sich stets aus dem Kontext.

Model Checking
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eispiele

O—O0——_1—O —O0—<o—1

Hier gehen wir von einer Menge AP = { braun, blau, schwarz, weiB, rund,quadratisch, karo } aus.

Einige Eigenschaften, die oben gelten: Eigenschaften, die oben noch gelten konnen:

init (braun A rund) GF braun
F(schwarz) FG braun

X (blau) FG schwarz U weil}
XX quadratisch G — rot

X (rund = X braun)
braun U blau

rund W quadratisch Was bedeuten wohl folgende Eigenschaften :
F ( karo W schwarz ) (F braun’) U rot
(braun U blau) U braun
G rot U weil}
Einige Eigenschaften, die oben gelten: G — G rot
G (braun A rund)
G X (blau)

G (braun U blau)
braun U G blau
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Formale Semantik von LTL

(S, AP, L) Kontext iiber AP ,also F, < S xAP mit sk p:< pel(s)

P Menge aller aus AP gebildeten zusammengesetzten Aussagen, P = B(AP).
So die Menge aller Zustandsfolgen (iiber S).

Fiir eine beliebige Folge c €S® und ein beliebiges ¢ aus TProp miissen wir

o £ ¢ | definieren, also | Ec Sox TProp

ckFinitp & pel(sy)

TProp :=initP kX o ok
| X TProp
ng-ir%% cFoUy <= FJkeNat.ckFy A Vi<k. ok .
| TProp U TProp
| TProp W TProp Die librigen temporalen Operatoren verstehen wir als Abkiirzungen :
| TProp A TProp - -
| .. etc. .. Fo .Abkurzung fur true U ¢

Go .Abklrzung fir —F— ¢
oWy Abkirzungfiar Gov (U vy)

Model Checking Die Semantik der Booleschen Junktoren definieren wir, wie yarher,
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Model Checking

— rund U rot
A
—
] o—O—H
—~_ —

F (—rund U rot)

(blau v braun) U (-rund U rot)
F rot U (grin U weil})

F (schwarz A X weil})

(rund U braun) U (—=braun U rot)
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eispiele - moglicherweise

O—O—[1—0O—MH o—O—1
F (schwarz A rund) - moglicherweise
G F rot - moglicherweise
F G rot - moglicherweise
—pink U dreieckig - moglicherweise
—grun U pink - nein
rund U rot - nein
G —pink - Widerlegung durch endliche Folge, Verifikation durch unendliche
G F rot - Widerlegung und Verifikation durch unendliche Folge

—pink U dreieckig -

Model Checking

Widerlegung und Verifikation durch endliche oder unendliche Folge
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Strukturen und Modelle der LTL
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Linear temporaleStruktur : Paar (C, o) mit C=(S,AP,L) Kontext und o € S°.

(C,0) heiBt Modell vonp € PLTL , falls o F_ .

¢ heifit
- erfiillbar, falls es ein Modell von o gibt.

- widerspriichlich, falls ¢ nicht erfillbar ist
- allgemeingtiltig , falls jede linear temporale Struktur ein Modell von ¢ ist.

Temporallogische Aussagen ¢ und y heilen semantisch dquivalent, (¢ = ), wenn fir
jede linear temporale Struktur gilt :

FL gdw. FL

Beispiele : Mit rot, gelb,griin € P gilt :

rot = G ( rot = (— griin A — gelb)) ist erfillbar, aber nicht allgemeingiiltig
Grota F(griinU—rot) ist widersprichlich
(griin W ff ) = G griin ist allgemeingiiltig und

(ttU griin) =, F griin (semantische Aquivalenz)




Wichtige Aquivalenzen

m Dualitdt T
~Go _ Fd m Distributivitat X
~Fo — G—o XFo = FXo
- Xd = X=d) XGo = GX¢
X(oUy) = X¢ U Xy
Id t
Bl SY o s Distributivitdt U
~FF¢ _ F—d
dUOUy = oU vy dU(wvy) =@Uw)v(doUy)

AUy =(@Ux)A(yUy)
m Absorption

FGF¢ = GF¢ m Spezialfdlle
GFG¢ = FGo Flovwy) = Fo v Fy
Glory) = Fo A Fy
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Fixpunktgleichungen

Fixpunkte
FO  =dvXFo
Go =pAXGo

Uy =yvipAaX(oUy)
Fixpunktgleichungen legen rekursive Definition nahe:
Fo:= ¢ V XFo
« wo ist der Rekursionsanfang ?

Losung nicht eindeutig:
« true = ¢ Vv Xtrue
- Fo =d Vv XFo

Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg



~ Approximation von unten

m Fixpunktgleichung: f= yV (¢ AXT))
m Eine Losung:

bUy = yVOAX(HOUvy))

m  Approximation von unten :

P, = false,
P, = vV (A Xfalse) =y
P, = Y V(oA Xy)
P, = YV I(OAX(yv(0AXy)))
= YV OAXY)V(OAXOAXXy)
allgemein:

Py =wVv(oAX(P))

dbUy=P,vVP, V..

Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg
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Approximation von oben

m  Fixpunktgleichung: f= yVv (¢ AXf))

m  Andere L&sung:

OWwy = yv(dAaX(OWy))

m  Approximation von oben :

P0
1

P

P2
P3
P

allgemein:

oWy =

true,
vV(dAXtrue)=wy Vo
vV (oA X(y Vo))

YV (OAX(yV(OAX(yV))))
UVOAXY)VOAXOAXXy V)

= YV (OAXY)V .. V(OAXOAXXOA ... AX (V)

PoAP, A ...

Model Checking
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m F6 = oVXFo
= oV X (0VXF d)
= QVXOVXXF o=
= dVXdVXX(0VXF )
= bVXOVXXOVXXXF o=

m  Approximation von unten :
P, = false,
P,=¢Vv Xfalse = ¢
P,=¢VvX¢VvXXfalse=¢pV Xo
P,=¢VXoVXX0

allgemein:
P.i=¢VXP
Fo =P,v P, V...

Beweis: c E F¢ <dneN.o"F ¢
< 3dneN.c EX"¢
&3IneN.c EP.

Model Checking

m Gd = oAXGo
= 0AX(OAXG 9)
= GAXOAXXG o=
= GAXOAXX (0 AXGC o)
= GAXOAXXOAXXXG ¢ =

m  Approximation von oben:
Q, = true,
Q, =¢ A Xtrue
Q,=dAXdAXtrue
Q=0 AXOAXXPAXtrue
allgemein:
Q. =9 A XQ
Gdp =Q,ANQ, A ...

Beweis: 6 E G ¢ <V neN.o"F ¢
<V neN.c EX"¢
&V neN.o FQ,.
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" Releases

-G = F-d » Idee: Neuer Operator R mit
-Fp = G—¢ » ¢Rwy = ~(-0U —vy)
- Xo = X—
—(¢ V y)= =0 Ay Dann gelten
(O Ay)= ¢V y
aber: » (U y)=-0R —y
(U y)= -7~y » (0Ry)=—-¢ U~y
Semantik:
cFOR vy & = (dkeN.o* E =y AV j<k.ckE —¢)

S VkeN.(okEwy VvV Idj<k.clE )

wahle r

S VKkeN.(ckFy )V IreN. (c'Fd AVi<r.oF y) m:[lgpgld)

Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg
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“Releases

cFORy & VkeN.(o*Fwy)VvIdreN.(c'EdAVi<r.oF vy)

o—O0—-_1—0—1 o——1H

m quadratisch R braun
m —(blau R braun)
m  braun R braun

Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg



“Rekursionsgleichungen

Die folgenden Aquivalenzen kannen verwendet werden, um ausgehend von X alle
anderen temporalen Operatoren (rekursiv) zu definieren :

|FEVXFI |GE/\XGI

Es gilt ndmlich :
1. Fo ist die stdrkste Eigenschaft E, die die Gleichung

= ¢ v XE erfullt
2. Go ist die schwdchste Eigenschaft E, die die Gleichung E = ¢ A XE erfiillt
Es giH' weiterhin : Uvu=wyv(oAX(oUuy)
Wu=uyv(oaAaX(oWy))
Daher wird die Gleichung E = v (0 A XE ) sowohl durch E= ¢ Uy, als auch durch E=o W

geldst. Inwieweit wird einer der Operatoren (U bzw. W ) durch die Gleichung definiert ?

Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg
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Ausdrucksstarke

Mit Hilfe der temporalen Logik lassen sich viele wichtige Eigenschaften von Systemverldufen

ausdriicken:
unendlich oft ; GF (man schreibt auch F* fiir G F)
ab irgendwann o : FG (man schreibt auch G~ fiir F G)
Wichtig sind auch , die ausdriicken, dass jede Transition, die oft genug

bereit ist, auch oft genug ausgefiihrt wird. Seien n Transitionen gegeben, dann driicken
wir fir k= 1,..,n aus

. Transition k ist bereit

: Transition k wird ausgefiihrt.

Unbedingte Fairness : N\ (GF )
Schwache Fairness : N\ (FG =GF )
Starke Fairness : A\ (GF =GF )

Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg
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Spezifikationsmuster
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m  Gewisse Muster tauchen in Spezifikationen immer wieder auf.
Sie lassen sich in LTL formulieren

http://patterns.projects.cis.ksu.edu/documentation/patterns/Itl.shtmi

m  Wir benutzen hier W (weak until, unless ) mit der Definition
pWq = (Gp)vipUa).

Universalitat p gilt immer... Existenz p gilt irgendwann ...
Gp Fp
... vor jedem r Fr=(pUr) ..vordemerstenr | -rW (p A -r)
... ab erstem g G(q= Gp) .. nach einem q G-q vV F(QAFp)
..zwischen qund r | G((q A —r A Fr) =(p U 1)) ..zwischenqundr | G (q A=r =(=rW (p A —r))

¢ O o

q p r

Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg



Spezifikationsmuster

m Wichtig sind Prdzedenz und Response-Eigenschaften

Prazedenz svorp ... Response S reagiertaufp ...
... immer -pWs ... immer G(p=Fs)
...vorr Fr= (-pU(svVvr)) ...vorr Fr=(p=(-rU(sA-r))Ur
... hach q G-qV E(q A (=p W s)) ... hach q G (q= G(p = Fs))
.zwischenqundr | G ((Q A —=r A Fr) .zwischenqundr [ G((QA-rAFT)

= (-pU(svVvr))) =pP=(rU(sA-r))Ur)

¢ O -
q S p r

Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg



LTL fur Spezifikationen

Viele Eigenschaften lassen sich leicht durch LTL-Formeln beschreiben,
man kann aber auch undurchsichtige Formeln bauen.

Unhandlich wird es, wenn die Zeitdauer mitkodiert werden soll:
Nach héchstens k Schritten gilt ...

Es existieren Spracherweiterungen in denen man haufige Muster bequem
formulieren kann. Diese werden dann nach LTL compiliert.

Alternative Kalkiile - z.B. kommen mit einer Teilsprache von LTL aus. Hier
kann man temporale Operatoren nicht schachteln. Mit Zustandseigenschaften

und q verwendet man

nur die Konnektoren init, unless und leadsTo :

leadsTo g : G(p=Fq)

unless g : G(p=pWq)

Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg



LTL fur Zustande und Systeme

m LTL-Formeln gelten fiir Pfade o:

GF ¢

m Fir Kripke-Struktur K mit Zustand s € S definiere

K,s FA) | & Voe Paths(s). 6 F ¢

m und falls IC S die Menge der Anfangszustdnde ist:

KE ¢ = Vsel. KskEAd

In NuSMV: LTLSPEC ¢

Vorsicht: Es kann sein, dass weder K,s E Ad noch K,s £ A—d

gilt, bzw weder KE ¢ noch KE —¢ !

Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg



Sei K = (S,R,L) eine Kripke-Struktur uber P. Wie genau kénnen wir Zustdnde s durch

LTL-Formeln spezifizieren ?

sFEFAQ

Zustdnde s, und s heilen LTL-dquivalent, falls fir jede LTL-Formel ¢ gilt:

sEAp < s'FAp

Sind s und s' LTL-dquivalent ?

Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg



s und s' sind offensichtlich
spur-daquivalent

Da die Giiltigkeit von LTL-Formeln iiber die Spuren definiert ist, folgt sofort:

Sind s und s’ spur-dquivalent, dann sind sie LTL-dquivalent

Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg



“Anfangsstucke von Berechnungen

m  SeiL(s) endlich fiir jedes s € S. Die Spur einer Berechnung ldsst sich bis zu jedem
beliebigen endlichen Zeitpunkt eindeutig durch eine LTL-Formel festlegen:

m Fir einen Zustand s setze
As)= /Nl oeLs)t A A{~¢| ¢ e L(s)}

m fiir eine Folge o = (S0,51,--,51,Sne1,-) Und k € N setze
A (o) = A(sg) A XA(S4) A ... A XKA(S)).
m  Fir einen beliebigen Pfad t gilt dann:

1F A(o) & trace(r)., = trace(o).

m  Folgerung: Sind s und t LTL-dquivalent, so gibt es zu jedem keN und
zu Jedem o< Paths(s) ein t € Paths(t) mit trace(c). = trace(t) .

m Beweis: Sei e Paths(s). Dann gilt s ¥ —A (o), also t ¥ —A(c). Also muss ein Pfad t €
Paths(t) existieren mit t F —A, (o).

Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg



LTL und Spur-Aquivalenz

Satz: Sei K eine bild-endliche Kripke-Struktur. Genau dann sind s und t+ LTL-dquivalent, 1

wenn sie spur-dquivalent sind.

Seien s und t LTL-dquivalent und o € Paths(s). Zu jedem ke N
es eine Ber'echnung T mit trace(o). = trace(t). . Wir bauen O s o t=3(0)
nun aus den 7, einen gemeinsamen Pfad &, der Spur-dquivalent
ZU o ist.

- Wir beginnen mit 3(0)=t. o
- Angenommen, (5(0),...,8(i)) ist bereits konstruiert. Dann gilt
trace(5(0),...,8(i)) = trace(o). ; = trace(t)-; fir alle k > i. Fir
unendlich viele der 7, gilt also trace(r,).; = trace((0),...,5(i)).

O 8(|) Snclilich
- Da &(i) nur endlich viele Nachfolger hat, kénnen wir einen . Nachfolger
davon auswdhlen, durch den immer noch unendlich viele der T, 5(|+1) /
gehen. Dieser wird unser 5(i+1). (,'5 0
\

Auf diese Weise konstruieren wir einen unendlichen Pfad & = / \
(8(0),5(1),...,8(n),...) so dass fir jedesic N gilt:

trace(d). ; = trace(ty) ; fir unendlich viele k. Te1  unendlichviele Tgz Ty
Es folgt, dass trace(s). ; = trace(o); fiir alle i gilt, also p durch einen

trace(8) = trace(o).

Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg



Ist Lineare Aquivalenz adaquat ?

m Inden folgenden Systemen sind s und s’ linear-daquivalent.

m  Andererseits:
kein Nachfolger von s ist linear-dquivalent zu einem Nachfolger von
also doch ein merklicher Unterschied ...

m  Das erste System erscheint irgendwie .niitzlicher"
die Entscheidung, in welchen Ast man absteigt, kann aufgeschoben werden.
aber ... diesen Unterschied kann man in LTL offensichtlich nicht ausdriicken,

W, =AX(A(XrV Xs)) W,=AX(AXrV AXs))

Weder w; noch w, sind LTL-Formeln. Wenn man aber beliebige Schachtelung

der Pfad-Quantoren A und E zuldaBt, dann trennt w, den Zustand s vom Zustand s'.
Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg
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Sei ¢ eine Zustandsfolge und ke Nat. Die Folge &' mit o'(n) = (if n<k then o(n) else o(n-1))
entsteht aus o durch Einfligung eines Stotterschrittes. Zwei Folgen o und 1 sind
stotter-dquivalent (in Zeichen o ~ t), wenn sie durch Einfligung endlich vieler Stotter-
schritte in die gleiche Folge iiberfiihrt werden konnen.

1. a) Zeigen Sie: Sind ¢ = t, dann gilt fir alle temporal-logischen Ausdriicke ¢ , in denen
X nicht vorkommt: o |= 0 gdw. t|=
b) Gilt auch die Umkehrung ?

2. Offensichtlich lassen sich F und & mithilfe von X und U ausdriicken.
a) Zeigen Sie, daf sich G(¢ U ) ohne Zuhilfenahme von U (oder W) ausdriicken laft.
b)* LaBt sich ¢ U v ohne Zuhilfenahme von U (oder W) ausdriicken ?

3. a) Ist es maglich, mit Hilfe von X, F, 6, U einen temporal-logischen Ausdruck anzugeben,
der besagt, dal p zu allen geraden Zeitpunkten wahr ist?
b) Definieren Sie temporale Operatoren AllEven und SomeEven als Losungen rekursiver
gleichungen, so daB gilt :
AllEven gdw. p ist zu allen geraden Zeitpunkten wahr
SomeEven p gdw. p ist an mindestens einem geraden Zeitpunkten wahr
Begriinden Sie, daB Ihre Definition korrekt ist |

Model Checking © H. Peter Gumm, Philipps-Universitat Marburg
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“Aufgabe: Single Pulser

m Spezifizieren Sie durch Formeln temporaler Logik das Verhalten des Single Pulser:
In jedem Intervall, in dem e gilt, gibt es genau einen Zeitpunkt zu dem a gilt

m  Modellieren Sie den Single Pulser in NuSMV (mit einer booleschen Inputvariablen e)
und zeigen Sie, dass das NuSMV-Modell die gewunschten Eigenschaften erfullt

e Beispiel fiir korrektes Verhalten:

A

012 3 456 7 38 910

Y

o

Y
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