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Die Losungsmengen von Gleichungssystemen iiber einem Vektorraum V, oder,
gleichwertig damit, von einem System linearer Gleichungen iiber einem Korper
K, besitzen eine anschauliche geometrische Deutung als Nebenklassen bzw.
affine Teilrdume in einer geeigneten Potenz von V.

Auch in der Theorie der allgemeinen Algebren ist der Begriff der Nebenklas-
se oder Aquivalenzklasse einer Kongruenzrelation von groBer Bedeutung; insbe-
sondere hat Wille in [9] gezeigt, daB auch hier die Nebenklassen affine Teilrdu-
me einer ,,Kongruenzklassengeometrie* sind und hat Zusammenhédnge zwischen
algebraischer und geometrischer Struktur entwickelt.

In dieser Arbeit soll der Frage nachgegangen werden, ob dhnlich wie bei
Vektorriumen die Losungen von Gleichungen in einer allgemeinen Algebra die
Kongruenzklassengeometrie beschreiben. Wir wollen also zundchst die Frage
stellen: In welchen Algebren U sind die Losungsmengen von Gleichungssyste-
men immer Nebenklassen einer geeigneten Kongruenz auf A", wobei n die
Anzahl der verschiedenen Variablen in dem betrachteten System X ist.

Zunichst miissen wir jedoch gewisse Einschrinkungen hinsichtlich der zu
betrachtenden Algebren machen. Als ,Trivialfille’ wollen wir unter anderen
solche Algebren ausschlieBen, in denen jede Teilmenge jeder Potenz Klasse
einer Kongruenz ist. Deswegen werden wir fordern, da3 die Algebra U in einer
Varietit enthalten ist, die kongruenzmodular ist, das heiBt, deren jede Algebra
einen modularen Kongruenzverband besitzt. Dies erscheint zunichst etwas
willkiirlich, jedoch weiB man, daB3 eine groe Klasse von Verbandsgleichungen,
sobald sie fiir die Kongruenzverbinde aller Algebren einer Varietit gelten,
schon Kongruenzmodularitit erzwingen.

In der Hauptsache werden wir versuchen, die geometrische Struktur kon-
gruenzmodularer Algebren in Satz3, dem eigentlichen Kern dieser Arbeit,
herauszuarbeiten, um damit u.a. den folgenden Satz zu beweisen:

Satz1. Sei U eine allgemeine Algebra in einer kongruenzmodularen Varietdt.
Genau dann sind die Losungsmengen von Gleichungssystemen iiber A Kongruenz-
klassen in einer Potenz von U, wenn WA polynomial dquivalent zu einem treuen
unitdren Modul iiber einem kommutativen Ring ist.
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Dieser Satz besagt also, daB es in kongruenzmodularen Varietiten fiir
Algebren, deren Geometrie durch Losungsmengen von Gleichungen beschrieben
wird, nur die klassischen Beispiele gibt.

Der Beweis von Satz1 beruht neben Satz3 dann auf einer Reihe von
Hilfssétzen und dem Satz 6, den wir in [4] schon fiir kongruenzvertauschbare
Varietiten nachgewiesen haben. Kongruenzvertauschbare Varietiten sind spe-
zielle kongruenzmodulare Varietidten, deshalb lassen sich aus den Siitzen 3und 6
Verallgemeinerungen vieler Sitze in [4] herleiten.

Die im Folgenden beniitzten Begriffe kann man, soweit sie nicht erldutert
sind, in den Lehrbiichern von Griitzer [3] oder Werner [8] nachschlagen.
Allerdings werden wir, der neueren Terminologie folgend, statt ,algebraische
Funktion® ,Polynom* sagen, so daB der Begriff des Polynoms in Ringen seine
klassische Bedeutung hat. Polynome im Sinn von [3] oder [8] werden wir dann
Termfunktionen nennen.

Sei zunichst A eine allgemeine Algebra und sei () der Verband aller
Kongruenzrelationen auf 9I. C(A) ist bekanntlich ein vollstdindiger Unterver-
band des Aquivalenzrelationenverbandes auf der Grundmenge A von 9. Das
kleinste Element von C(A) wollen wir mit bezeichnen, das groBte mit 1. Eine
n-stellige Funktion f:4"— 4 respektiert oder erhilt eine Aquivalenzrelation ©
wenn aus a, ©b,,...,a,Ob, immer schon fla,, ~a,) O f(by,...,b,) folgt.

Als néchstes definieren wir:

Definition. Seien @, und @, Aquivalenzrelationen auf einer Menge S. Ein 6,
— O,-Parallelogramm ist ein Quadrupel (x4, x,,x,,X;) von Elementen aus § fir
die gilt: (x, x,)€@,, (x1,x,)€0,, (x,,x5)€O, und (x3,x0)€0,. Sprechen wir von
einem @, — O,-Parallelogramm einer Algebra 2, so setzen wir voraus, daB o,
und O, Kongruenzen von 9 sind.

Wir verschaffen uns ein erstes geometrisches Hilfsmittel fiir das Studium der
geometrischen Struktur von Algebren mit modularem Kongruenzrelationenver-
band.

Hilfssatz 2. Sei U eine Algebra mit modularem Kongruenzrelationenverband und
(X0, X1, X5, X3) ein O, — O;-Parallelogramm von A. Gilt fiir eine Kongruenz ¥ auf
A mit Oy A O, <Y schon (x1,x,)e¥, so auch (xg,x3)€WP.

Fig. 1

Zum Beweis definieren wir zunichst O, x, als die kleinste Kongruenz auf
U, die x, und x, identifiziert und wenden dann auf dje Kongruenzen ©,, ©, und
O, x, das mpdulare Gesetz an. Sicherlich gilt O, 5, =0, und Oupxp= Y. Aus
der Modularitit folgt dann:

0, A (OyVv O, ,)=(O, /\@O)v@m,xz)g‘l’v@( =Y.

X1,X2)
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Da aber die Bezichungen (xg, x3)€®, und (X0 X3)EBO0 Oy, 10O SOV Oy, 1,
gelten, folgt mit der obigen Ungleichung auch (x4, x;)€¥.

Wir werden auf diesen Hilfssatz bei dem Beweis von Satz 6 noch zuriickkom-
men, zundchst miissen wir uns ein stdrkeres geometrisches Hilfsmittel verschaf-
fen, das uns einen geeigneten Ersatz fiir die in [4] benutzte ,,Parallelogramm-
Operation” liefert.

Dazu werden wir im Folgenden voraussetzen, daBl die Algebra U in einer
kongruenzmodularen Varietdt enthalten ist. Ein Satz von Day [1] gestattet es
uns dann, eine natiirliche Zahl n, sowie vierstellige Terme my,...,m, SO Zu
finden, daB in U die folgenden Gleichungen erfiillt sind:

my(x,y,z,u)=x )]
m,(x, y,z,u)=y )
m;(X, X, y,y) =X fiir alle i<n )
m;(x,y,2,2)=m,(x,y,2,2) furalle geraden i<n ()
m;(x, y,x,y)=m, (X, ¥, X, y)  fiir alle ungeraden i =n. (5)

Ein System von vierstelligen Funktionen m, ...,m,, die die obigen Gleichungen
erfiillen, wollen wir abkiirzend ein System von Day-Funktionen nennen.

Aus den Day-Funktionen werden wir an mehreren Stellen neue Funktionen
durch Komposition und Gleichsetzung von Variablen gewinnen. Solche Funk-
tionen sollen abgeleitete Day-Funktionen heil3en.

Ist auf einer Menge S ein System von Day-Funktionen gegeben und ist T
eine Teilmenge von S, dann bezeichnen wir mit U(T) die kleinste Teilmenge von
S, die T umfaBt und die gegen alle Day-Funktionen abgeschlossen ist. Ist
qeU(T), so hat man immer eine abgeleitete Day-Funktion r(xy, ...,x,) und
Elemente t,,..., T mit r(ty,.... 1) =4.

Wir bemerken noch, daB alle Day-Funktionen, und damit auch alle abgelei-
teten Day-Funktionen, idempotent sind, also dem Gesetz f(x, ..., X)=Xx geniigen.

Die in dem folgenden Satz enthaltene geometrische Interpretation der Day-
Funktionen wird im Folgenden unser wichtigstes Hilfsmittel sein:

Satz3. Seien auf der Menge S Aquivalenzrelationen 0,0, und ¥ mit
Oy~ O, <Y und ein System von Day-Funktionen gegeben, das ©,, ©, und ¥
erhilt. Dann gibt es eine sechsstellige abgeleitete Day-Funktion p(xy,...,Xg) mit
der folgenden Eigenschaft: Seien (a,b,c,d) und (b,e, f,c) zwei 0,—06;-
Parallelogramme und gelte (c,e)e ¥'. Dann ist (a, e, ¢, p(a, b, ¢, d, e, [)) ein Og— Y-
Parallelogramm.

Fig. 2
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Figur 2 zeigt den in Satz 3 formulierten Sachverhalt. Wir wollen auch im
Folgenden Sachverhalte an #hnlichen Figuren erldutern. Dabei werden wie in
[4] Aquivalenzklassen durch (evtl. gestrichelte) Geraden dargestellt. Wir verein-
baren noch, @ -Klassen durch waagerechte Geraden, @,-Klassen durch senk-
rechte und ¥-Klassen durch schrige Geraden darzustellen.

Zum Beweis stellen wir zuniichst fest, daB es geniigt, den Satz fiir den
Spezialfall ©®,A O, =w zu beweisen. Da die Day-Funktionen, also auch alle
abgeleiteten Day-Funktionen, mit 0, und @), also auch mit O, A @, vertriglich
sind, konnen wir niamlich zur Faktormenge S/0, A @, iibergeben, wo dann die
Voraussetzungen des Satzes wieder erfiillt sind. Das Resultat des Satzes 148t sich
danach ohne Schwierigkeiten wieder in § interpretieren.

Ein erster Schritt zum Beweis ist der folgende Hilfssatz:

Hilfssatz 4. Es existieren abgeleitete Day-Funktionen s, ...,s, | und t,,... t

vt n_ 1o
so daf fiir alle a, b, ¢, d, e, f die wie in Satz3 in Relation stehen, folgende
Beziehungen erfiillt sind:

So@,....f)=a, s, |(a...,[)=d, a®;si(a,...,[)O,d firalle i<n—1
und

s,.(a,...,f)Y’ti+1(a,...,f)@os,.+1(a,...,f) fir alle i<n—2.

S ©

Zum Beweis des Hilfssatzes konstruiere man zunichst mit Hilfe der Day-
Funktionen m, i<n—1 die folgenden abgeleiteten Funktionen:

1

e

Fig. 3

m;(x;,xy,x3,x3), falls i gerade
m;(X,,Xx,, X5, X%g), falls i ungerade

s,.(xl,...,xé):={

m;(x,,x,,Xx3,%¢), falls i gerade

t(xy, "'9x6):={

m;(X,,X,,X5,X;), falls i ungerade.
Fir die Punkte s;:=s,(a, ..., f) und t;:=ta,..., f) beweist man dann:

a=5,0,5,0,d fiir alle i<n—1, ©6)
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und

5; Wt 1008, furalle isn-2, (7
sowie

Sp_1=d. (8)

Zu (6): so=mgl(a, d, c, c)=a wegen Gleichung (1). Ist i gerade so hat man mit
Gleichung (3)

a=mya, a, ¢, c) O mya,d,c,c)=s;,
ist i ungerade so gilt
a=m,(a,a,ee) O miade,f)=s;,

ferner hat man auch a @, d, womit (6) bewiesen wire.

Zum Nachweis von (7) definieren wir uns zunichst fiir alle ungeraden i einen
Hilfspunkt 5; durch 5;:=m, , ,(a, d, e, f).

Dann gilt fiir alle ungeraden i wegen Gleichung (5):

s,=my(a, d, e, [) Oym;(a, d, a,d,)=m,;, (a,d, a,d)O,m, (a,d, e, [)=T5;
und wegen Gleichung (3):
s;=my(a, d, e, f)O,mya, a,e,e)=a=m;_,(a,4a,e, e)O,m,, (a,d, e, f)=5;.

Insgesamt ergibt sich also s;0,A ©;5; fir alle ungeraden i, woraus wegen
6, A O, =w schon s;=5; folgt.

Wir fahren nun mit dem Beweis von (7) fort und erhalten zunéchst fiir gerade
i wegen (4):

s,=my(a,d, c,c)=m;,(a,d,c,c) ¥m; (g d,e, c)=t;
und
i =my,q(a,d e c) Oom, (a,d, e, [)=5;y;
fiir ungerade i folgt aus s;=S5;
s;=5,=m; (4, d,e f)¥m,, (ad,c, N=tis1,
sowie
tiy =my,(adc f) Oom, (@, d, ¢, ) =S4y

Zum Beweis von (8) nehme man zunichst an, daB n—1 gerade ist, dann hat
man s, ,=m, ,(a,d,c,c)=m,(a,d,c, ¢)=d wegen den Gleichungen (2) und (4).
Ist n—1 ungerade, so ergibt sich mit Gleichung (2): s,_;=5,_;=m,(a,d, e, f)
=d.

Es ist nun klar, daB die Funktionen s; und t; mit den Relationen (6), (7) und
(8) den Beweis von Hilfssatz 4 vervollstandigen.
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Fig. 4

Die Beweisidee fiir Satz 3 wird nun deutlich, wenn man sich die obenstehende
Figur betrachtet. Die Anwendung des Hilfssatzes4 auf die 6y-0,-
Parallelogramme (a, b, ¢, d) und (b, e, f,¢) liefert die Punkte s,, ..., S, und
ty, ..., t,_;. Danach bestimmt man Punkte a' und d! in der oben angedeuteten
Lage und wendet Hilfssatz 4 erneut an, wobei man jedoch a durch a' und d
durch d' ersetzt. Man erhilt so Punkte S8 ---»SL_, und ti, ..., t_, wobei
zusdtzlich noch, wegen der Wahl von a' die Gleichung t,=s] gilt. Auf diese
Weise hat man also die ,,Strecken® aty und s;t, ,addiert* und die Beziehung
t; ¥ a gewonnen. Auf dieselbe Weise fahren wir nun mit den neuen Punkten a?
und d? fort, bis wir in n—2-ten Schritt den gesuchten Punkt 11-f=p(a, ..., f)
gefunden haben.

Man beachte jedoch, daB3 die Funktion P(xy, ..., X¢) nicht von der speziellen
Wahl der Punkte q, ..., f abhiingen soll. Wir miissen deswegen in dem formalen
Beweis ,Punkte‘ durch ,Funktionen* ersetzen, die, angewandt auf q, ..., f den
besagten Punkt liefern. Ist also k(x,, ..., x,) eine Funktion, so wollen wir den
Punkt k(a, b, ¢, d, e, f) einfach mit k bezeichnen.

Als Erstes legen wir fest:

a%(xy, ..., xg):=x,, bO(x,, s Xg)i=X5, o, £0xy, L, Xg) =X

und :=t; sowie s{:=s,, wobei t, und s, die in Hilfssatz 4 definierten Funktio-
nen sind. Wir setzen auch noch a®:=a, b%:=b, ..., f%:=f
Dann definieren wir rekursiv fir | <k<n—1:

ak(xp ...,x6):=t',§‘1(x1,xz,xz,xl,xs,XS),
d(x,, ..., Xg): =t (x4, X3, X3, X4, X6 Xg)s
(X1 .o X =t@%(x,, ..., xg), X5, X3, 04Xy, ..., Xg), X, Xg)
S{(xps -ons Xg)i=8,%(x s ..., Xg), X5, X3, d“(x 4, ..., Xg), X5, Xg).

Wir beweisen nun durch Induktion fiir alle k die Kongruenzen:
ae,d )
d*@ya und d*@,d (10
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0,10 fiiralle 1<i<n—1 (11)
s£@,s?  fiir alle isn—1 (12)
., Ya. (13)

Der Induktionsanfang fiir k=0 ergibt sich sofort aus Hilfssatz 4. Im Schritt von
k auf k+1 ergibt sich fiir (9):

a+'=tf_ ,(a,b,b,a,ee) 0, i, (d,ccd, f, NH=d!
fiir (10):
ak+1 :tl’t+l(aa ba b7 ae, e) @0t£+1(a? a, a, a, a, a)=a
und

dk+1 =t£+1(d’ Ca C» d’ f; f) @Otz+l(d7 d’ d’ d’ d’ d)=d’

weil alle abgeleiteten Day-Funktionen idempotent sind.
In dem Beweis von (11) und (12) benutzen wir bereits (10):

t?+1:ti(ak+1a ba C, dk+l5 e, .f) @Oti(a’ ba c, d9 e, f)=t10
und
Si‘c+1 =Si(ak+la ba C’ dk+1’ e’ f) @0 Si(a$ b’ C’ d’ e’ f)':slo

Um die wichtige Relation (13) zu zeigen, iiberzeugen wir uns zundchst davon,
daB t*, , =sk*] gilt.
Aus (11), (12) und (7) in Hilfssatz 4 folgt zuerst:

Kk 0 0 K+ 1
o190ty 110051005 1

Aus (10) und der Definition von a**' und d“*' folgt, dal @+, b, c,d*) ein
0,-6,-Paralellogramm ist. Wir ersehen, daB sich die Punkte sk+! und 4!
durch Anwendung von Hilfssatz 4 auf dieses Parallelogramm und auf das
Parallelogramm (b, e, f, ¢) ergeben. Somit ergibt sich aus Hilfssatz 4 skrl@d
andererseits gilt:

d+t=tt, (a, b b aee) O tf, (ab,cd, e, f)=tk, ..

Insgesamt hat man dann ¢, @it} und 1§, , ©,5i71. Wegen 6,1 6, = hat

man also tf, , =skii.

Mit Hilfssatz 4 und der Induktionsannahme ergibt sich endlich:
tllt-t;:tk+2(ak+ 19 b’ ¢, dk+1a e, f) l[lsk+1(ak+l, ba ¢, dk+ l’ €, f)
=Si1}=t£+1 Ya.

Damit ist der Schritt auf k+ 1 durchgefiihrt.
Definieren wir jetzt noch:p(x,, ..., X¢):=th_1(Xy, ..., Xg), SO folgt mit (11)
und (13) in (n—2)-ten Schritt:

P, ..., )=11"20pt0_ Opd und pla, ... N)=6"1¥a
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Also ist (a,e,c,p(a, b, c,d, e, f)) ein O,-¥-Parallelogramm, wie in Satz 3 be-
hauptet wird.

Aus Satz 3 ergibt sich nun eine Reihe von Anwendungen. Zunichst zeigen
wir:

Korollar 5. Sei U eine allgemeine Algebra in einer kongruenzmodularem Varietdit
V. Seien ©,, ©, und ¥ Kongruenzen auf A mit OynO, SV <0,V 0,. Vertau-
schen ©, und O, so vertauschen auch ¥ und O, sowie ¥ und O,. Inshesondere gilt
fiir jedes direkte Produkt [T, von Algebren A; aus V, daf jede Kongruenz mit
iel

den kanonischen Projektionskongruenzen vertauscht.

Beweis. Aus Symmetriegriinden geniigt es, die Inklusion 0o P<¥oB, zu
zeigen. Sei (x, z)e@,o V. Dann existiert ein y mit xO,y ¥z Weil ¥ in 6,V O,
und somit auch in @, 6, enthalten ist, gibt es Punkte a und b mit y©,a 0, z
und z@, b O, y. Weiterhin folgt mit ¥ o 0,= 0,00, die Existenz eines Punktes ¢
mit z@,cO,x. Somit haben wir Oy-0,-Parallelogramme (x, a, z,¢) und
(a, y, b, 2).

X a
o
/7
s
7
7/
7/
7
7
s
s
7
7/
e
ol
P c z b
Fig. 5

Da U in einer kongurenzmodularen Varietit enthalten ist, gibt es fiir eine
natiirliche Zahl n ein System von Day-Polynomen, die natiirlich auch die
Kongruenzen ©,, ©, und ¥ erhalten. Mit Satz 3 ergibt sich also ein Punkt p mit
x ¥ pO,z. Damit gilt aber (x, z)e¥ o O,, woraus die Behauptung folgt.

Eine andere Folgerung beschreibt affine Algebren in kongruenzmodularen
Varietiten. Diesen Satz haben wir in [4] zunidchst fiir vertauschbare Varietiten
gezeigt. Fiir kongruenzmodulare Varietiten wurde er danach von Herrmann [6]
mit anderen Methoden bewiesen. Wir fithren ihn hier auf den vertauschbaren
Fall zuriick. Reizvoll ist es auch, den Satz direkt unter Zuhilfenahme von Satz 3
zu zeigen, weil deutlich wird, daB die sechsstellige Funktion aus Satz 3 genau die
Eigenschaften hat, die in dem Beweis von Satz 4.7 in [4] von der Vertauschbar-
keitsfunktion bendtigt wurden. Wir wollen dies nachher noch genauer andeuten.

Zunichst fiihren wir den Begriff der affinen Algebra ein.

Definition. Eine allgemeine Algebra 2 heiBt affin, wenn auf der Grundmenge 4
von U eine abelsche Gruppe ¥=(4, +, 0) erkldrt ist, so daB fiir jede n-stellige
Grundoperation f(x,, ..., x,) von U und fiir beliebige Elemente a,, .... a, und
by, ...,b,eA die Gleichung

f(a,,...,a)+f(b,, ....b)=f(a, +b,, ..., a,+b) +1(0, ..., 0)

erfiillt ist.
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Man erhilt so, vgl. [4] und [6]:

Satz 6. Sei N eine allgemeine Algebra in einer modularen Varietdt. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A ist affin
(ii) Es existiert eine Kongruenz © auf N2, die gemeinsames Komplement der
Faktorkongruenzen O, und ©,, ist
(iii) 4:={(x, x)|xeA} ist Klasse einer Kongruenz auf WAWx A.

Beweis. Fiir den Schritt (i)—(iii) rechnet man leicht nach, daB durch die
Definition (x, y) @(x, y):<>x —y=x'—)' eine Kongruenzrelation auf A x A defi-
niert wird, die 4 als Klasse hat.

Nehmen wir (iii) an, so gibt es eine Kongruenz @, die 4 als Klasse hat. Wir
zeigen nun, daB @, Komplement der Projektionskongruenzen €,, und @, ist.
Seien a, b, ¢, de A beliebig gewihlt, dann gilt:

(a,b) ©,,(a, a) P4(c, ¢) O, (c, d)
und entsprechend
(a’ b) an(ba b) (DA(d? d) @nz(c7 d)’

woraus 0, v&,=0,,vo,=1 folgt.

Nimmt man an, O, A ®, sei ungleich w, so gibe es also Punkte (a, b), (4, ¢)
mit (a, b) @,(a, ¢) und b=*c.

Wir betrachten dann die Elemente (b, b) und (b, ¢), die zusammen mit (a, b)
und (a, ¢) ein @,,— O, -Parallelogramm bilden.

Mit 6,:=6,, und ©,:=0, und ¥:=®, kann man also Hilfssatz 2 anwen-
den und erhilt (b, b) @,(b, ). Da (b, b)e4 ist, folgt auch (b, c)e4, also b=c. Dies
ist ein Widerspruch zu der obigen Annahme, also hat man @, A®,;=w und
auch entsprechend O, A @,= . Damit ist (ii) gezeigt.

LA
7/
//
//
(b,b) « (a,b)
48 N
N \
- |
e I:(DA ,.‘(f’A
4 I /
/ /
(b,c) 5(a,c)
Fig. 6

Sei nun (ii) erfiillt. Wir zeigen einfach, daB 2 eine vertauschbare Varietit
erzeugt, womit Satz 6 in den Satz 4.7 von [4] iibergeht. Sei p(x, ..., Xq) die aus
Satz 3 gewonnene Termfunktion. Wir definieren eine neue dreistellige Term-
funktion q durch

q(x, y, 2):=p(x, 2, 2, X, ), V).

Nach einem bekannten Satz von Mal'cev [7] geniigt es zu zeigen, dal die
Gleichungen q(x, y. y)=x und q(x, x, y)=y in U gelten.
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Seien also a und b beliebige Elemente aus 2. Wir betrachten die Punkte
(a, a), (b, a), (b, b) und (a, b) in A x A.

Dann bilden ((a, a), (b, a), (b, b), (a, b)) und ((b, a), (b, a), (b, b), (b, b)) zwei e,,
— O, -Parallelogramme in A2, Mit ¥Y:=0,, und Satz 3 erhalten wir

(@, a) O, p((a, a), (b, a), (b, b)(a, b), b, a), (b, b)) O, (b, b).

Damit ergibt sich die Gleichung q(a, b, b)=p(a, b, b, a, b, b))=a. Aus Korollar 5
folgt schlieBlich, daB @ mit O, vertauscht.

Deswegen gibt es ein Element re? mit (b, b) ©,,(b, 1) O(a, b). Nun wenden
wir Satz 3 auf die ©,, — O, -Parallelogramme

((a, b), (b, b), (b, ), (a,7)) und (b, b), (a, b), (a, ), (b, 1))
mit ¥:=@ an und erhalten:
(b,) ©,,p((a, b), (b, b), (b, 1), (a, ), (a, b), (a, 1)) O(a, b).
Da andererseits auch (b, r) 0,,(b, 1) O(a, b) gilt, folgt wegen 0., A0=0, daB

P((@a, b), (b, b), (b, 7), (a, 7), (a, b), (a, 1)) =(b, 1)

und somit q(a, a, b)=p(a, b, b, a, a, a)=b gilt.

Satz 1 ist nun eine leichte Folgerung aus dem bereits Bewiesenen und aus
[4]. Ist nimlich A eine allgemeine Algebra, die polynomial dquivalent zu einem
Modul .# iiber einem kommutativen Ring # ist, so stimmen die Kongruenzen
von A" und #" fir jede natiirliche Zahl n iiberein. Weiter entspricht jede
Gleichung iiber U eindeutig einer Gleichung iiber .#. Es ist jedoch klar, daB die
Losungsmenge jeder Gleichung mit k Variablen iiber .# eine Kongruenzklasse
von .#* ist, diese Eigenschaft kommt mithin auch 9 zu.

Fir die umgekehrte Richtung betrachte man in A die Gleichung y=x.
Deren Losungsmenge ist 4 aus Satz 6. Wenn A eine Kongruenzklasse ist, so ist
folglich U eine affine Algebra in einer vertauschbaren Varietit. Mit Satz 5.3 aus
[4] hat man, daB A polynomial dquivalent zu einem treuen unitiren Modul
liber einem Ring # ist. Die Annahme, 2 sei nicht kommutativ, es gidbe also a
und b mit ab+ba fiihrt sofort auf einen Widerspruch, wenn man sich die
Gleichung ax —y=0 in betrachtet. Da (0, 0) und (m, am) fiir jedes me.# Ldsun-
gen sind, folgt, daB auch (bm, bam) Losung ist. Da % treu auf & operiert,
folgert man ab=ba. Damit ist auch Satz 1 vollstindig bewiesen.

Wir wollen nun noch kurz andeuten, wie man mit Hilfe von Satz 3 einen
gemeinsamen Beweis von Satz 6 und Satz 4.7 von [4] gewinnen kann. Dazu
konzentrieren wir uns ausschlieBlich auf den Schritt (i) — (i).

Zunichst hat man mit (ii) drei Kongruenzen 6,,, 0., und O, die paarweise in
w schneiden und nach 1 verbinden. Da O,, und @, vertauschen, folgt mit
Korollar 5, daB auch @ mit @, und 0., vertauscht. Fait man die Kongruenz-
klassen dieser drei Kongruenzen als Geraden und die Elemente von U als
Punkte auf, so hat man ein geometrisches 3-Netz, dem man in naheliegender
Weise (siehe Dénes-Keedwell [2] oder [4]) einen Loop & auf dieser Grundmen-
ge von U zuordnen kann. % ist genau dann eine Gruppe, wenn die Reidemei-
ster-Bedingung fiir das zugehdrige 3-Netz erfiillt ist. Diese lautet:
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(R) Sind a,, a,, as, a, parallele Geraden und by, by, by, b, parallele Geraden,
sodaf sich a; und b; in dem Punkt q;; schneiden. Gibt es parallele Geraden ¢, c,,

C3 Mit G35 421€Cy, G3a> Ga3€Cy Und qs;, qa1€Cs, SO gibt es eine zu ¢, €3, C3
parallele Gerade c, mit q, 4, 4,36¢4.

4 - by
T

— b2
e 43 G2

933 %3
A3, %
Z N
G a4 a,

Fig. 7

Ist p die Termfunktion, die man aus Satz 3 gewinnt, so liest man aus der obigen
Figur ab:

P(d21>931>932> 9225 941> 442)=412>

somit liegt P(qa3> G33> 4345 924> da3» aa) €inerseits auf a;, andererseits auf b,, ist
also gleich ¢,,. Mit Satz 3 gilt deswegen, daB g,, und q,; auf einer Geraden
liegen, die parallel zu c, ist.

Die Kommutativitit von % wird jetzt mit Hilfe der Desargues Bedingung
gezeigt. Diese besagt:

(D) Sind ay, a,, a, parallele Geraden und b, b,, by parallele Geraden, so dafs
sich a; und b; in dem Punkt q;; schneiden. Gibt es parallele Geraden c und c, mit
415 421€C, und 5, q3,€C,, 50 gibt es auch eine zu ¢, und c, parallele Gerade c,
mit 4,3, q32€C3.

q
b, A Iy
b / v
21 |932




62 H.P. Gumm

Zunichst folgt aus den Eigenschaften eines Netzes, da8 eine zu ¢, und zu c,
parallele Gerade c, existiert, die durch ¢,, geht und b  bzw. a, in den Punkten r
bzw. s schneidet. AuBerdem schneidet ¢, die Geraden b, bzw. a, in den Punkten
t bzw. u.

Ist p wieder die Funktion aus Satz 3, so erhilt man:

P31,7. 92258, G5, 412)=43, und P43, 422, 1, 412:921)=4q53.

Da entsprechende Eingabewerte paarweise immer auf zu ¢, parallelen Geraden
liegen, gilt dies auch fiir die Bildwerte. Mithin liegen q,5 und ¢, auf einer zu ¢,
parallelen Gerade c,. Damit ist der auf der Grundmenge von U definierte Loop
& eine abelsche Gruppe. Ahnlich wie in [4] ist es danach leicht zu zeigen, daB
jede Operation der Algebra ein Homomorphismus beziiglich der Operation x
—y+z ist, was gerade die Affinitit von 2 bewirkt.

AbschlieBend sei noch darauf hingewiesen, daB der Satz 6 falsch ist, falls
man die Forderung, daB A in einer modularen Varietit enthalten ist, ab-
schwicht zu der Bedingung, daB 2 modularen Kongruenzverband habe. Als
Gegenbeispiel konstruiere man sich mit einer einfachen nichtabelschen Gruppe
% eine Algebra U, auf die folgende Weise: Als Grundmenge wihle man das
direkte Produkt von ¢ mit sich selbst. Zu jedem Endomorphismus ¥ von ¢ und
je zwei Elementen a und b aus ¢ definiere man als einstellige Grundoperation
von A, die Abbildung ¥, ,: GxG -G x G durch Vo p(x, ¥):=(ay(x), Y (y) b).

Fir diese Algebra gilt nach [5] dann die Bedingung (ii) von Satz 6, jedoch ist
Uy nicht affin da man auf A, keine Mal'cev-Operation definieren kann, die die
Kongruenzen von 2, erhiilt.
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