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Einleitung

Modulformen und L-Reihen, die Verallgemeinerung der Dirichletreihen, haben sich in
vielen Gebieten der Mathematik als fundamentale Objekte und Werkzeuge erwiesen. In
der vorliegenden Arbeit versuchen wir, die zwischen ihnen auftretende Korrespondenz,
deren Existenz Erich Hecke 1936 in seinem Werk ,,Uber die Bestimmung Dirichletscher
Reihen durch ihre Funktionalgleichung* ([Hec36]) bewiesen hat, nachzuvollziehen.

Diese Korrespondenz bedeutet nicht weniger, als die Verschmelzung zweier grofter Berei-
che der Mathematik: Die hohere Funktionentheorie, in der die Modulformen behandelt
werden, mit der Zahlentheorie, in der gewOhnlicherweise die Dirichletreihen beheima-
tet sind. Nicht zuletzt {iber diese Briicke konnte Andrew Wiles 1995 durch Beweis der
Taniyama-Shimura-Vermutung auch den grofen Satz von Fermat verifizieren (|[Wil95]).

Als Anwendung dieses wichtigen Sachverhaltes ziehen wir eine weitere Arbeit Heckes her-
an (|[Hec37]), in der er wichtige lineare Funktionaloperatoren einfiihrt, die sogenannten
Hecke-Operatoren. Diese Operatoren tauchten jedoch bereits 1917 in einer Arbeit von
Louis J. Mordell auf (|[Mor17]). Mordell bewies darin die Vermutung von Srinivasa Ra-
manujan, dass die Fourier-Koeffizienten der Diskriminante, einer wichtigen Modulform,
multiplikativ sind. Hecke nahm dies zum Anlass, diese Operatoren nédher zu betrachten
und die obige Theorie zu entwickeln. Spéter wurde deutlich, dass sich diese Operatoren
im gesamten Bereich der Modulformen als sehr hilfreich erwiesen haben. Wir versuchen
hier analog zu Hecke, diese Wichtigkeit dadurch herauszustellen, dass wir uns Eigenfor-
men dieser Operatoren suchen und zeigen, dass die zugehorigen Dirichletreihen genau
dieser Eigenformen eine Darstellung als sogenanntes Euler-Produkt, ein Produkt {iber
alle Primzahlen, aufweisen.

Zu Beginn der Arbeit geben wir in Kapitel 1 eine kurze Einfiihrung in Modulformen und
Hecke-Operatoren. Wir werden wichtige Figenschaften dieser Operatoren, wie sie von
Hecke bemerkt wurden, beweisen und uns mit ihnen vertraut machen.

Kapitel 2 zeigt uns die notigen Grundlagen der Theorie der Dirichletreihen auf, jedoch
beschranken wir uns hier auf das fiir die vorliegende Arbeit wichtige Material und machen
uns diese Theorie an einigen Beispielen deutlich.

In Kapitel 3 begegnen wir dem Hauptteil dieser Arbeit. Wir werden hier die soeben
genannte Korrespondenz zwischen Dirichletreihen und Modulformen in einer allgemeinen
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Fassung erarbeiten und den Beweis Heckes an einigen Stellen ndher erldutern, bevor
wir in Kapitel 4 die drei vorigen Kapitel zusammenbringen und die Bedeutsamkeit der
Hecke-Operatoren erkennen werden. Abschliefsend geben wir zwei wichtige Beispiele fiir
Eigenformen von Hecke-Operatoren, die in einer Arbeit zu diesem Thema nicht fehlen
diirfen — unter ihnen die oben erwédhnte Diskriminante. Im Anhang sind mit rémischen
Ziffern bezeichnete Hilfssdtze und —lemmata zu finden, die im Laufe der Arbeit fiir einige
Beweise benotigt werden, unseres Erachtens aber an diesen Stellen den Lesefluss storen
wiirden.

Bei dem Leser setzen wir grundlegende Kenntnisse der Funktionentheorie, wie sie im
Rahmen einer Einfithrungsvorlesung vermittelt werden, voraus. Kenntnisse von Modul-
formen und ihrer Bedeutsamkeit sind hilfreich, um die Einordnung des hier behandelten
Themenkomplexes in die gesamten Mathematik zu verstehen, fiir das Verstandnis allein
dieser Arbeit jedoch nicht von Néten.

Notation. Mit N bezeichnen wir die Menge der natiirlichen Zahlen, die die 0 nicht
beinhaltet, H = {z € C | Imz > 0} ist die obere Halbebene. Die Symbole Z, Q, R und C
stehen in gewohnter Weise fiir die entsprechenden Zahlbereiche. Den gréfiten gemeinsam
Teiler zweier natiirlicher Zahlen bezeichnen wir mit (m,n), wobei (n,0) = n gesetzt
wird.

Bei der Betrachtung von Funktionen sowie Reihen unterscheiden wir in der Notation
zwischen f bzw. D (oder analoge Bezeichnungen) fiir die formale Funktion bzw. Reihe
und f(z) bzw. D(s) (oder analoge Bezeichnungen) fiir den entsprechenden Wert der
Funktion an der Stelle z bzw. der Reihe an der Stelle s.



Kapitel 1

Hecke-Operatoren

In diesem Kapitel mochten wir die nétigen Grundlagen iiber modulare Funktionen, so-
wie Hecke-Operatoren aufzeigen. Fiir umfassendere Erlduterungen, insbesondere iiber
Modulformen auf der oberen Halbebene, verweisen wir hierbei auf z. B. [KKO07].

Sei I' eine diskrete Untergruppe von SL(2,R), eine sog. Fuchssche Gruppe.

Definition 1.1. Eine Funktion f : H — C heifst ganze Modulform vom Gewicht k, k € 7Z,
wenn gilt

(i) f ist holomorph.

(ii) Es gilt die Funktionalgleichung

ar+b N ) )
f<w+d>:@y+@-fﬁ)ﬁudb(ﬁ)eRTeH'

(ili) f besitzt eine Fourier-Entwicklung der Form

Fr) = ap(m)e™m,
m2>0

die fiir v > 0 auf der Menge {7 € H: Im 7 > ~} absolut gleichméfig konvergiert.

[ heifst Spitzenform vom Gewicht k, wenn a¢(0) = 0. Im folgenden sei k& immer eine
gerade natiirliche Zahl', M, bezeichne den Raum der ganzen Modulformen vom Gewicht
k und Si den Raum der Spitzenformen vom Gewicht k.

Bemerkung 1.2 (vgl. [KK07]). Die Bedingung (ii) ist dquivalent zu den Bedingungen

fr+1)=f(r) und f(=1/7)=7"-f(r).

! Jede modulare Funktion von ungeradem Gewicht ist 0, denn —Es € I'. Setzt man nun in die Funktional-
gleichung ein, so erhélt man fiir ungerades k die Identitat f(r) = —f(7).



Kapitel 1 Hecke-Operatoren

Erich Hecke definiert 1937 in seinem Aufsatz ,, Uber Modulfunktionen und die Dirichlet-
schen Reihen mit Eulerscher Produktentwicklung* (|Hec37|) lineare Operatoren T), auf
dem Raum My, die Hecke-Operatoren. Diese linearen Operatoren wurden zwar vorher
schon von Adolf Hurwitz oder Louis Mordell in speziellen Féllen benutzt. Die grundle-
gende Theorie, die sie so wichtig macht, wurde allerdings erst von Hecke entwickelt. Die
Bedeutsamkeit dieser Operatoren werden wir in Kapitel 4 erarbeiten.

Definition 1.3. Fiir n € N und f € M, definiere den n-ten Hecke-Operator

b
(T f)(7) := nk~1 Zf <aT + > d=* fir alle 7 € H. (1.1)
d
a-d=n
b (modd), d>0

Dabei bedeutet b (modd), dass b ein volles Restsystem modulo d durchlaufen soll. Die
Gleichung hingt dabei jedoch nicht von der Wahl des Restsystems ab, denn durchldufe
b’ ein weiteres volles Restsystem modulo d, so gidbe es eine ganze Zahl n mit b’ = b +
nd. Aufgrund der Periodizitdt von f wie in Bemerkung 1.2 erldutert, folgt dann die
Unabhéingigkeit des Restsystems. Wir kdnnen die Definition daher auch zu

d—1
(T = S+ g (” ! bd) (12)
b=0 d

dln

umformulieren.

Zunachst mochten wir einige grundlegende Eigenschaften der Hecke-Operatoren bewei-
sen.

Satz 1.4 (Eigenschaften der Hecke-Operatoren, vgl. [Apo90)).
(i) T,, € End(My), d. h. die Hecke-Operatoren bilden den Raum My, in sich ab.
(i) Die Fourier-Koeffizienten von T, f sind

ar, f(m) = Z "ty (%) .

d|(m,n)

(iii) o, £(0) =0 fir f € Sy, d. h. die Hecke-Operatoren bilden insbesondere Spitzenfor-
men in sich ab.

Beweis.

(i) T, f ist holomorph, da f holomorph ist. Um die Modularitét zeigen zu kénnen, benotigt
man eine Interpretation der Hecke-Operatoren als Summe von Operatoren iiber den
Quotientenraum I'\T',,, wobei I, die Transformationen n-ter Ordnung, d. h. alle A € T
mit det A = n bezeichnet. In diesem Kontext verzichten wir darauf und verweisen z. B.
auf [Apo90], [KKO07] oder [Deil0].
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(ii) Setzen wir Definition 1.1(iii) in die Gleichung (1.2) ein, so folgt

(T f)(r) = n*~ 1Zd ’“ZZ@f Je2mim(n7-+bd) /d*

b=0 m>0

DDIORIEE

m>0 dln b

T
L

e27mmb/d

Ul =
I
o

Die Vertauschung der Summationen ist hier aufgrund der absolut gleichméfigen Kon-
vergenz der Fourierreihe erlaubt (vgl. Definition 1.1(iii)). Betrachten wir zunéchst die
rechte Summe. Mittels der Formel fiir die geometrische Summe und der Gleichheit
e?™% = 1 ergibt sich fiir d { m

d—1 ;
3 (emm)’ o o O o
— 1 — e2mim/d 1 — e2mim/d ’

wahrend fiir d | m, d.h. dz =m fiir ein z € Z

d—1 d—1
E Zﬂzmb/d § eZﬂ'zmz _ § 1=d
b=0 b=0

folgt, und damit

(Tnf)(1) = Z Z (%)1671 oy (m)e2mimnT/d

m>0 d|n,
d|lm

Ersetzen wir nun die Variable m durch ad, so lauft die linke Summe tiber a, sofern wir
die rechte Summe lediglich iiber d | n laufen lassen, so dass

ZZ( ) as(ad)e 2miant/d

a>0 d|n

Ersetzen wir weiter d durch n/d, was ganzzahlig ist, da d | n, erhalten wir fiir obigen
Ausdruck

an :
szk—laf (7) p2miadr
\d
a>0 d|n

Wir machen nun die Ersetzung ad = m wieder riickgéngig, d.h. a = m/d und setzen
dementsprechend in der zweiten Summe die Bedingung d | m, so fithrt uns dies zu

mn ;
Tnf Z de 104f ( ) 271'zm‘r7
m>0d|n,
dlm

was die Behauptung beweist.
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(iii) Folgt sofort aus (ii). O

Bemerkung 1.5. Man kann zeigen, dass der Raum Hj, aller Hecke-Operatoren ein Ring,
sogar eine Algebra iiber C ist (als Unteralgebra von End(My)). Unter dem Produkt zweier
Hecke-Operatoren T, - T}, versteht man dabei die Hintereinanderausfithrung 7;,, nach 7,.
Hecke bewies ebenfalls in [Hec37| folgenden fundamentalen Satz.

Satz 1.6 ([Hec37]). Alle T,, sind miteinander vertauschbar und es gilt

Ty T= Y d" e
d|(n,m)

Diesen Satz werden wir — analog zu Hecke — in drei Schritten beweisen. Zuerst beweisen
wir ihn fir teilerfremde Zahlen m und n, da sich in diesem Fall die Aussage zu einer
Mulitplikativitatsaussage vereinfacht. Im Anschluss werden wir in Satz 1.8 eine wichtige
Rekursionsformel fiir n = p und m = p” fiir eine Primzahl p und r € N herleiten, mit
Hilfe derer wir Satz 1.6 fiir alle m,n € N beweisen kénnen.

Satz 1.7. Seien m,n € N mit (m,n) = 1. Es gilt
Beweis. Setze ¢ :=T,f fir f € M. Mit der Definition der Hecke-Operatoren (1.1) folgt

! /
p(r)=nF"1Y"f (a Td—,F b ) d=*

b (modd’)
b
d (T,, . ar d*.
md (Fag)(r) == S (7
b (mod d)

Einsetzen der ersten in die zweite Zeile liefert

a/aT+b +b/
(T T) f)(7) = (mn)* 1y Ja™™ | > f(d = )d’—’“
d_

Iq =

a-a=m n
b (mod d) b (modd’)

! li /
— (mn)*1 S (dd) Tk f (““ T +d‘;,b+ b d) .
ad=m, b (mod d)
a’d’=n, b’ (modd’)
Betrachtet man nun d und d’ fest (und damit auch a und @', da diese von d und d’ abhéngen,
vgl. (1.1), (1.2)), so durchlduft nach Lemma I ba’ 4+ b'd ein volles Restsystem modulo dd’.
Es folgt also mit a” = ad’, b’ = ba’ + b'd und d’ = dd’

_ a//T + b// B
(T T D)) = = 3 ()
b% (dmo:dng];)

= (Tnmf)(T)v
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was die Behauptung war. O
Satz 1.8. Sei p eine Primzahl und r € N. Es gilt auf My,
Tyr - Ty = Tyrtr + p" Ty (1.3)

Beweis. Sei f € My und 7 € H. Da Primzahlen per Definition nur zwei Teiler haben, hat
eine Primzahlpotenz p” genau r + 1 Teiler, sodass sich die Definition der Hecke-Operatoren
in diesen Féllen zu

(@) = For) + 5 S f ( - b) (1.4)

b (mod p) p

bawe. (Tye )(7) = D Zp““Zf( Poreh)

=0 p; (modp?) 4

vereinfacht. Wir setzen nun wieder die erste in die zweite Gleichung ein, erhalten also

(Tyr - Tp)(f))(7) = p" k™ ”Zp—szTf ( P T+b>

b; (modp®)
r(k— 1)mez( - 1f( e i7-.+bi)
b; (modp") p
T 1T+b1 _|_b
R e
b (mod p)
_ iy T-‘rl—iT + bZ
_ p(k 1)(r+1) Zp zkf (P pi p)
bi (modp’)
D)) N P i 4 bi + bp!
DD S, (+1)kf( T ) , (1.5)
i=0
b (modp)
bi (modp’)

Der Term b; +bp’ im Argument von f in der zweiten Summe in (1.5) durchliuft nach Lemma
II bei festem % ein volles Restsystem modulo p*Tt. Wir erhalten also mit j := i + 1 und
bj =b; + bp® fiir den zweiten Summanden

r+1 r+1
PO (=) Zp—jk Zf ( JT +b ) .

J=1 b, (modp?)

Fiigen wir nun den Teil des ersten Summanden des Ausdrucks (1.5) mit ¢ = 0 hinzu, so
erhalten wir gerade T),r+1 f. Vom Anfangsausdruck ((7}- - T},)(f))(7) bleibt demnach noch
(im Argument von f gekiirzt)

prk=b Zp_”“Zpk 1f( - T+b) (1.6)

=1 p; (modp?)
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iibrig. Nun gilt

(1.6 kl)zp sz(”r+b)

Lemma 11 b (mod p* 1)
_ prIT 1T +b
Oy (P
J: _l 1 J=0 b (modp?)
=P N (T2 f)(7)
Genau das ist die Behauptung. O

Lemma 1.9. Sei p eine Primzahl und r,s € N. Dann gilt
Tps . Tpr = Zpu(k_l)TpH—s—Qu.
0<u<r,s
Insbesondere gilt TysTyr = Tyr'Tys

Beweis. Ohne Beschrédnkung der Allgemeinheit kdnnen wir s < r annehmen. Der Fall r < s
verlauft aufgrund der Symmetrie von r und s analog. Sei nun r fest. Wir beweisen den Satz
mittels vollstdndiger Induktion iiber s.

Die Behauptung gilt sowohl fiir s = 0, als auch fiir s = 1. Im Falle von s = 0 ist der Beweis
trivial; fiir s = 1 ist zu zeigen

1
Tp . pr- = Zpu(kil)Tpr+172u = Tpr+1 +pk71Tpr71.
u=0

Dies ist aber genau die Rekursionsformel aus Satz 1.8, somit ist der Induktionsanfang be-
wiesen.

Unter der Voraussetzung, dass Lemma 1.9 nun fiir s — 1 und s gilt, folgt

Ty Ty = (TyTe — PP ) Tyr = Ty Tps Tpr — P Tpom1 Tppr

1.8
s s—1
k— k— k—
T Zpu( 1)Tpr7-+572u —-p 1 Zpu( 1)Tp'r'+572’u.71 .
vV u=0 u=0

Nun setzen wir — wo moglich, d.h. bei allen Termen mit r + s — 2u € N — in der ersten
Summe nochmals die Rekursionsformel ein und erhalten

—Zp (k= I)TTH-e 2u —I—Zp (k= 1) 7‘+S—2u+1 +pk71Tp7‘+s—2u,—l)

r+s 2u 0 7+5 2u>1
s—1
— Zp(u+1)(k—1)TpT+572u71. (1.7)
u=0

10
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Betrachten wir nun zuerst den Fall s = r. Es gilt dann r + s — 2u = 0 genau fiir © = s und
r+s—2u>1firalewe{0,...,s — 1} und (1.7) vereinfacht sich zu

s—1
Tperr Tpr = pP"FOT,T 4+ p DT
u=0
s—1 s—1
+ Zp(u+1)(k—1)Tp2S72u71 - Zp(u—’_l)(k_l)szsfzufl
u=0 u=0
s—1 s
_ ps(k—l)Tp + Zp1L(k—1)Tp2572u+l _ pu(l'f—l)Tp%,zu+1
u=0 u=0

= Z pu(kfl)TpT+s+172u.

N
=5 0<u<r,s+1
Dies ist die Behauptung fiir s + 1.

Im Fall s < r, also insbesondere s + 1 < r, fillt der erste Summand in der Gleichung (1.7)
weg, da fiir alle u € {0,...,s} stets r + s — 2u > 1 gilt, d. h. die Gleichung vereinfacht sich

zZu
s s s—1
Thst1Tpr = Zpu(kil)Tpr+sf2u+1 + Zp(qul)(kil)prrszufl — Zp(u+1)(k71)Tpr+sfzu71
u=0 u=0 u=0
S
= Zpu(kil)Tpr-%—s—Qu-f-l + p(s+1)(k}71)Tp7‘—s—1
u=0
s+1
= Zpu(kil)TpH-.wl—’zu = Zpu(kil)Tpr-f—s-f—l—Qu.
u=0 0<u<r,s+1
Dies vervollstandigt den Induktionsschluss und das Lemma ist bewiesen. O

Wir haben nun alles zusammen, um Satz 1.6 fiir alle m,n € N beweisen zu kénnen.
Da Erich Hecke diese letzte Folgerung in seiner Originalarbeit [Hec37] auslésst (,,. . . folgt
dann trivial die allgemeine Behauptung®), werden wir uns hier im Wesentlichen an [KKO07]
halten.

Beweis von Satz 1.6. Fiir m,n € N mit (m,n) = 1 ist dies gerade Satz 1.7. Seien also
nun m,n € N nicht teilerfremd. Nach elementaren Kenntnissen der Zahlentheorie lassen
sich beide Zahlen eindeutig als Produkt von Primfaktoren zerlegen. Wir beweisen den Satz
mittels Induktion iiber die Anzahl g der gemeinsamen verschiedenen Primteiler von m und
n (d.h. iber die Anzahl der Primteiler von mn).

Der Induktionsanfang (es gibt genau einen gemeinsamen Primteiler p, d.h. m = p”, n = p®
fiir entsprechende r, s € N) ist durch das vorige Lemma bewiesen, da

Tps . Tpr T Zpu(k_l)Tpr+572u = Z dk_lTprs/dZ (18)

1.9 0<u<r,s d|(p",p°)

11
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aufgrund dessen, dass (p”,p°) = pmm{T ss}

Gelte also nun die Behauptung fiir m/,n’ € N, so dass m'n’ genau ¢ — 1 verschiedene
Primteiler hat. Da m und n nicht teilerfremd sind, gibt es eine Primzahl p mit p | (m,n).
Man kann also m’,n’,r, s € N finden, sodass

m=p"m, n=7pn
gilt. Ohne Einschrinkung sind m’,n’ so zu wihlen, dass p 1t m’ und p t n’. p ist also kein
Primteiler von m/n’. Aufgrund der Wahl von m’ und n’ muss jeder Primteiler von m’n’ auch
mn teilen. Somit hat m’n’ genau einen Primteiler weniger als mn, d.h. m’n’ hat genau
q — 1 verschiedene Primteiler und wir konnen im Folgenden die Induktionsvoraussetzung
anwenden. Es folgt also

T T = T Torpr = T Ty Ty T

1.7, 1.9
T Z tk7 T 'm’'[t2 ° Zd prps/d?
v, (1.8)t|(m’,n’) d|(p”
Z Z td mn/ td)2-
t|(m/,n’) d|(p”,p*

td durchlauft natiirlich die gemeinsamen Teiler von m = m/p” und n = n'p*, also folgt Satz
1.6. O

12



Kapitel 2

Dirichletreihen

In diesem Kapitel widmen wir uns den Grundlagen zur Theorie der Dirichletschen Rei-
hen. Dirichletreihen, oder ihre Verallgemeinerung, die sogenannten L-Reihen, bieten ein
hilfreiches Werkzeug, um eine Briicke zwischen der Funktionentheorie und der (analy-
tischen) Zahlentheorie zu schlagen. Wir werden in Kapitel 3 dieser Arbeit selbst einen
wichtigen Pfeiler dieser Briicke herleiten und beweisen.

Definition 2.1. Eine Funktion f : N — C heiftt zahlentheoretische Funktion. Fiir zwei
zahlentheoretische Funktionen f und g definiert

(fg)(m) =Y F(@d)g (5)

din
die Faltung von f und g.

Beispiel 2.2. 1. Die verallgemeinerte Teilersummenfunktionen op(n) := Zd‘n d* be-
rechnen die Summe der k-ten Potenzen sédmtlicher Teiler einer Zahl. Fir & = 0
beschreibt oy(n) die Anzahl der Teiler von n.

2. Die Eulersche p-Funktion ¢(m) bezeichnet die Anzahl der zu m € N teilerfremden
natiirlichen Zahlen, die kleiner als m sind. Fiir eine Primzahl p und k£ > 1 gilt somit
©(p*) = p* — pF~1, denn unter den Zahlen 1,...,p* sind nur die Vielfachen von p,
also pF~1 Zahlen, zu p* nicht teilerfremd.

Definition 2.3. Sei c eine zahlentheoretische Funktion. Die Reihe

D(s) = Z C?(;Z) fir se C
n=1

heilt Dirichletreihe zu den Koeffizienten c¢(n).

Bemerkung 2.4. Man sollte zwischen der formalen Dirichletreihe D, sowie der in ihrem
Konvergenzbereich analytischen Funktion D : C — C, s — D(s), unterscheiden. An den
erforderlichen Stellen werden auch wir dies in dieser Arbeit tun.

13
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Im Folgenden mochten wir kurz die Konvergenzeigenschaften von Dirichletreihen be-
schreiben. Analog zu Potenzreihen, die in einem bestimmten Radius um den Entwick-
lungspunkt (Konvergenzradius) absolut konvergieren, findet man bei Dirichletreihen die
sogenannte Konvergenzabszisse. Fine Dirichletreihe konvergiert absolut fiir alle s € C,
deren Realteil grofler als die Konvergenzabszisse ist. Dirichletreihen besitzen also keinen
Konvergenzkreis, sondern eine Konvergenzhalbebene.

Wir schreiben im Folgenden s = ¢ + it mit o, t € R.

Satz 2.5 (vgl. [Apo76|). Sei D eine Dirichletreihe. Es existiert eine Zahl oy € RU{Z00},
so dass D fiir alle 0 = Res > og absolut konvergiert und fir alle 0 = Res < og nicht
absolut konvergiert.

oo heifst absolute Konvergenzabszisse.

Beweis. Angenommen, > - |¢(n)n~*| konvergiert irgendwo, aber nicht iiberall. Mit s =
o + it sei

C= {O’ eR: Z |e(n)n™°| konvergiert nicht} .
n=1

Da D nicht iiberall absolut konvergiert, ist C' nicht leer. Wie aus der Funktionentheorie
bekannt gilt n® = e*lo8n = elotit)logn — pogitlogn somit folgt [n°| = n?, da || = 1 fiir
t € R. Sei nun s’ = a + ib eine Konvergenzstelle von D. Dann folgt fiir alle s mit ¢ > a
cn)| _ le(m)] _ le(n)]

ns ne ne

Somit ist D fiir alle s mit ¢ > a ebenfalls absolut konvergent und a ist eine obere Schranke
fiir C. Sei gg die kleinste obere Schranke von C. Fiir ¢ < g liegt o in C, da ¢ ansonsten
eine kleinere obere Schranke fiir C' wire, die kleiner als o ist, d. h. D konvergiert nicht.

Falls > | |c(n)n~*] iiberall oder nirgends konvergiert, so setze oy entsprechend £oco. [

Bemerkung 2.6. Analog kann man zeigen, dass es eine weitere Konvergenzabszisse o,
gibt, sofern man statt absolute Konvergenz die ,normale* Konvergenz betrachtet. Fiir
unsere Zwecke reicht jedoch die Kenntnis der absoluten Konvergenzabszisse.

Der Raum der formalen Dirichletreihen bildet einen Ring (sogar eine Algebra, ohne Be-
weis). Man sieht leicht, dass die Faltung der entsprechenden zahlentheoretischen Funk-
tionen zur Multiplikation der Dirichletreihen fiihrt.

Satz 2.7 (vgl. [Apo76]). Seien Dy und Dy Dirichletreihen zu den zahlentheoretischen
Funktionen c1 und co mit absoluten Konvergenzabszissen og und 19. Dann g¢ilt fiir das
Produkt der beiden Reihen

D1(s)Da(s) = Z (Cl*ncf)(n) fir Re s > max{oo, 10}
n=1

14
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Beweis. Fiir alle s mit Re s > max{og, 70} gilt

D1 (s)D4(s) = (Z cl(n)ns> (Z cz(m)ms> = Z c1(n)ea(m)(mn)™%. (%)

n=1 m=1 m,n=1

Da die Reihen D; und D, fiir den oben genannten Bereich absolut konvergieren, kann man
in der Reihe Dy D5 beliebig umordnen. Sei nun k£ € N. Fassen wir nun die Terme mit mn = k
zusammen, folgt die Behauptung, da

(=3 < D C1(n)62(m)> F =Y (exe) Rk O

k=1 \mn=k k=1

Wir werden nun zeigen, dass man bestimmte Dirichletreihen als unendliches Produkt
iiber alle Primzahlen schreiben kann. Dies ist eine durchaus ,schone Eigenschaft, da
zum einen Produkte in den meisten Féllen einfacher zu handhaben sind, als Summen.
Zum anderen werden dadurch Probleme bei der Betrachtung von Dirichletreihen auf die
Betrachtung der Primzahlen reduziert.

Definition 2.8. Eine zahlentheoretische Funktion f heifft multiplikativ, wenn f(mn) =
fim)f(n) fir alle teilerfremden m,n € N gilt. f heilt streng multiplikativ, wenn dies
sogar fiir alle m,n € N gilt.

Satz 2.9 (vgl. [Apo76]). Sei f eine multiplikative zahlentheoretische Funktion, so dass
o001 f(n) # 0 absolut konvergiert. Dann gilt

d fmy= 1] (Zf(pk)>-
n=1 p prim \k=0

Im Falle streng multiplikativer zahlentheoretischer Funktionen erhalten wir sogar

e 1
nz::lf(”): H 1—7]"(19)

p prim

Beweis. Betrachte zuerst fiir + € R das Produkt

P) =] (Z f(P'“)) :
p prim\k=0

P ist ein endliches Produkt von absolut konvergenten Reihen, so dass wir beliebig ausmul-
tiplizieren und umordnen kénnen. Bezeichnen wir die Primzahlen, welche kleiner als x sind
mit pi,...,pq, so erhalten wir mit der Multiplikativitdt von f

ST Fr) - foh)

k1=0  ku=0

P(x)

= > D Pk =D f),
k1=0  ko=0 neA

15
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wobei A alle natiirlichen Zahlen enthélt, deren Primfaktorenzerlegungen aus den Primzahlen
Di,...,Ppq besteht. Mit der Dreiecksungleichung folgt

=D fm)| < (> )

neA n>x

<Y ) —0

n>x

fiir © — oo, da Y., f(n) absolut konvergent ist.

Ist nun f streng multiplikativ, so gilt f(p*) = f(p)* und die Behauptung folgt nach Anwen-
dung der geometrischen Summenformel. O

Wenden wir diesen Satz nun auf eine Dirichletreihe ) ¢(n)n™* an, so erhalten wir mit
f(n) = c(n)n=* die wichtige Euler-Produktdarstellung einer Dirichletreihe. Anhand des
vorigen Beweises wird deutlich, dass man Euler-Produkte manchmal als analytische Ver-
sion der eindeutigen Primfaktorzerlegung bezeichnet.

Korollar 2.10. Sei D(s) = > c¢(n)n™* eine Dirichletreihe mit absoluter Konvergenzab-
szisse aqg. Ist ¢ multiplikativ, so gilt fiir Res > o

I L)

p prim k=0

Ist ¢ streng multiplikativ, so gilt sogar fiir Res > og

1
Po= 1 =

p prim

Beispiel 2.11. 1. Als wichtigste Anwendung des Euler-Produkts ist hier die Rie-
mannsche (-Funktion zu erwdhnen. Wenden wir das vorangegangene Korollar auf
¢(n) =1 an, so erhalten wir sofort fiir Res > 1

==

1—p=s
n=1 p prim p

2. Die Eulersche ¢-Funktion ¢(m) ist multiplikativ (Lemma III). Mit dem vorangegan-
genen Korollar folgt nun unter Beachtung von o(p*) = (1 —p~!)p* und Benutzung
der Formel fiir die geometrische Reihe

> k

HZ@ = L 1+0-ph) G -0-p
p prim k=0 p prim k=0
-1
11 flJr(l_P*l)Z H ﬁ
p prim k=0 p pri
- 11 11__51_2 - C(z(;)l) fiir Re > 2.

p prim

16
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Die absolute Konvergenzabzisse dieser Dirichletreihe ist also oy = 2, da nach Lem-
ma IV die absolute Konvergenzabzisse der Riemannschen (-Funktion 1 ist.

17



Kapitel 3

Der Korrespondenzsatz nach Hecke

Im folgenden Kapitel erarbeiten wir den Hauptteil dieser Arbeit. Wir stellen einen wich-
tigen Zusammenhang zwischen Dirichletreihen und ganzen Modulformen her und ver-
kniipfen somit in geschickter Weise zwei Disziplinen der Mathematik: die Zahlentheorie
mit der Funktionentheorie. Nachdem 1921 Hans Hamburger eine wichtige Funktionalglei-
chung fiir die Riemannsche ¢-Funktion bewiesen hatte ([Ham21]), verallgemeinerte Erich
Hecke im Jahre 1936 diese Theorie und bewies in seiner Arbeit ,,Uber die Bestimmung
Dirichletscher Reihen durch ihre Funktionalgleichung“ die von uns im folgenden Kapitel
vorgestellte Korrespondenz.

Definition 3.1. Seien k € Z, A € R mit A > 0 und € = 1. Definiere den Raum [\, k, €]
als den Raum aller Fourierreihen der Form

2mwinT

f(r) =) ane
n=0

fiir 7 € H mit

(i) a, wichst hochstens polynomial, insbesondere gilt a,, < C-n*~! fiir eine Konstante
C > 0und alle n > 1.

(ii) Es gelten die Funktionalgleichungen
FH) =D @ N =), (3.1)

Man sagt auch, f habe die Signatur [\, k,¢].

Bemerkung 3.2. Aus (i) folgt, dass f in der oberen Halbebene konvergiert und eine
analytische Funktion darstellt. Nach Bemerkung 1.2 ist also [1, k,4*] fiir gerade Zahlen
k € Z der Raum M, der ganzen Modulformen.

18
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Definition 3.3. Seien A, k und € wie in Definition 3.1. Sei I' die Gamma-Funktion, d. h.
o
I'(s) := / e Yy ldy, Res>0.
0

Definiere nun den Raum {\, k, e} als den Raum aller Dirichletreihen

D(s) = i apn”®
n=1

mit

(i) D konvergiert irgendwo absolut.

(ii) D ist als meromorphe Funktion in die ganze Ebene fortsetzbar.
(iii) Es gilt die Funktionalgleichung

R(s) = eR(k —s), wobei R(s) := (3%) " T'(s)D(s). (3.2)

(iv) R klingt in jedem Vertikalstreifen a < Res < b ab, d.h. zu jedem ¢ > 0 existiert
eine Zahl C' > 0 mit der Eigenschaft

|R(s)| <e fiira<Res<b, |Ims|>C.

Man sagt auch, D habe die Signatur {\, k,e}.

Hauptsatz 3.4 ([Hec36|). Die Anzahl der linear unabhdngigen Dirichletreihen der Si-
gnatur {\, k,e} ist genau gleich der Anzahl der linear unabhingigen Funktionen f(7) der
Signatur [\, k, €].

Es gilt also
{\ kel ~ [\ kel

Bemerkung 3.5. Der Hauptsatz besagt, dass jeder Dirichletreihe mit den Eigenschaften
aus Definition 3.3 eine ganze Modulform zugeordnet werden kann und umgekehrt. Man
benutzt fiir die Konstruktion jeweils dieselben Koeffizienten a,. Es fillt jedoch auf, dass
fiir die Bestimmung der Fourierreihe aus [\, k, ] ein Koeffizient ay benétigt wird, den es
in der entsprechenden Dirichletreihe a priori nicht gibt. Wir merken uns die Problematik
und kommen darauf zuriick, wenn wir den Hauptsatz nun aufgeteilt in den Sdtzen 3.8
und 3.11 (Abschnitte 3.1 und 3.2) beweisen.

Wir halten uns dabei eng an die Beweisstrategie von Erich Hecke, greifen jedoch, wo
notig auf die Aufarbeitung des Beweises durch Freitag und Busam (|[FBO00]) zurtick. Zuerst
zeigen wir, dass die zu einer Fourierreihe aus dem Raum [\, k, €] zugehorige Dirichletreihe
die Signatur {\, k,e} hat. Im Anschluss zeigen wir die Riickrichtung.

19



Kapitel 3 Der Korrespondenzsatz nach Hecke

Im gesamten Beweis spielt die I'-Funktion eine bedeutende Rolle. Wir fassen an dieser
Stelle einige Aussagen iiber sie zusammen, um im weiteren Verlauf darauf verweisen zu
kénnen. Dariiber hinaus erinnern wir uns an das bekannte Majorantenkriterium zur Kon-
vergenz von Integralen aus der Funktionentheorie. Fiir den Beweis sei z. B. auf [Rem95|
verwiesen.

Satz 3.6 (vgl. [Rem95|). Sei g : Q X [a,00) — C stetig, wobei Q@ C C ein Gebiet und
a € R ist. Gibt es eine Funktion M : [a,00) — R, so dass

(i) 1g(z,t)] < M(t) fir alle z € Q und t > a,
(it) [7° M(t)dt ewistiert,

so konvergiert faoo g(z,t)dt gleichmdfig und absolut in Q, d.h. fir alle ¢ > 0 existiert
eine Konstante C' > a, sodass

/f g(z,t)dt‘ <c

1

fir alle z € Q und t1,to > C gilt. Falls g(z,t) holomorph auf Q fiir jedes t > a ist, so ist
faoo g(z,t)dt ebenfalls holomorph in ).

Satz 3.7 (Eigenschaften der I'-Funktion). Sei I'(s) := [ e Yy*'dy fir Res > 0.
Dann gelten folgende Aussagen:

(i) T'(s+1)=s-I(s).

(it) Die I'-Funktion hat nur an allen nicht-positiven ganzen Zahlen Pole erster Ordnung
und ist somit meromorph auf C.

(#ii) Die I'-Funktion hat keine Nullstellen.
(iv) logT'(s) — (s — ) log s + s ist beschrinkt (komplexe Stirling-Formel ).

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass I'(s) fiir Res > 0 absolut konvergent ist. Dazu teilen
wir das Integral auf in

1 0o
I'(s) :/ e*yysfldy—k/ e Yy tdy.
0 1

Fiir das erste Integral gilt fiir Res > 0

! 1 ! Res—1 I R ' 1
e Yy Hdy < es—1 _ es _ .
/0 | vl y*/o Y [Resy ]0 Res

Den zweiten Integranden koénnen wir aufgrund von e ¥y*+! — 0 fiir y gegen oo mittels

s+1 C

y2

e Yy
2

ey~ =

20
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abschétzen. Da y > 1, folgt die Konvergenz aus dem Majorantenkriterium 3.6.

Mit partieller Integration gilt nun fiir Res > 0
Dot 1)= [ etytdy=[-e oy = [ (e sy iy
0 0
=0+ s/ e Yy tdy = sT(s),
0

da im ersten Summanden im Limes y — oo die Exponentialfunktion die Potenzfunktion

dominiert.

Aus dieser Gleichung folgt iterativ die Rekursionsformel
I(s+n)=s(s+1)-...-(s+n—1)T(s).

Mit dieser Darstellung kénnen wir I'(s) fiir alle Werte s # —n fiir n € Ng durch

['(s+n)
s+1)-...-(s+n—-1)

I(s) = i

meromorph in die gesamte Ebene fortsetzen. Die Lage der Pole ist dadurch offensichtlich.
Damit folgen (i) und (ii).

Der Beweis der Aussagen (iii) und (iv) wiirde an dieser Stelle zu weit fithren. Wir verweisen
auf einschligige Fachliteratur, z. B. [Rem95]. O

3.1 Die einer Fourierreihe zugehorige Dirichletreihe

Zunéchst konstruieren wir aus einer Fourierreihe der Signatur [, k, €] eine Dirichletreihe
der Signatur {\, k,e}. Die Konstruktion ist sehr naheliegend, da die Koeffizienten der
Fourierreihe die Koeffizienten der Dirichletreihe bilden werden. Unser erstes Ziel ist hier
der Beweis des folgenden Satzes.

Satz 3.8. Sei f(1) = > 7, an 2™ cine Fourierreihe der Signatur [\, k,e]. Dann
qgilt

D(s) = Z apn”?®
n=1
ist eine Dirichletreihe der Signatur {\, k,e}

Die benotigte Aussage iiber die Konvergenz von D erhalten wir mit Hilfe der absoluten
Konvergenzabszisse der Riemannschen (-Funktion, die wir im Anhang beweisen.

Lemma 3.9. Sei f € [\ k,e| und D die zugehirige Dirichletreihe. Dann konvergiert D
fiir Res > k absolut.
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Beweis. Nach Definition 3.1 existiert ein C' > 0 mit |a,| < C'- nk=1 fiir alle n > 1. Es folgt
also fiir Res > k

Z lapn™%| = Z lan|n~Res < Can_l_Res <C-¢(Res+1-k) < oo,
n=1 n=1 n=1

da die absolute Konvergenzabszisse der Riemannschen (-Funktion 1 ist (Lemma IV). O

Wir stellen nun im folgenden Lemma den analytischen Zusammenhang zwischen der
Fourier- und der Dirichletreihe her, den wir im Anschluss zum Beweis von Satz 3.8
bendtigen.

Lemma 3.10. Seien f € [\ k,e] und D die zugehorige Dirichletreihe. R sei wie in (3.2)
definiert. Dann gilt

(o)
R(s) = / [f(it) — aolt*  dt
0
fiir Re s > max{0, 0¢}, wobei o9 < k die Konvergenzabszisse von D bezeichnet.

Beweis. Es gilt fiir Res > max{0, 00} (da die I'-Funktion fiir alle Re s > 0 konvergiert)

o= () om0 = (5) ([ o) (Seo)

* & 27m)5 s [ 2rn\ " L g
= an | = e Yy T idy = / Qn <) e Yy* T dy,
fe (5 Zh 5

wobei die Vertauschung nach dem Satz {iber die majorisierte Konvergenz erlaubt ist, denn

es gilt
2mn\ "~ °
“"( A ) ey 1

Nach Lemma 3.9 ist dies eine integrierbare Majorante.

oo

D

n=1

< Z |an|n* Rcsefnycsfl.
n=1

Substituieren wir nun y := 27wnt/\, so erhalten wir mit dy = (27n/X)dt fiir obigen Ausdruck

o = 2mnt orn\ STeT L 0
R(s) = / S e e (A> it = / £ (it) — aolt*dt,
0 0

was die Behauptung war. O

Wir sind nun imstande, Satz 3.8 zu beweisen.

Beweis von Satz 3.8. Wir werden zeigen, dass sich R meromorph in die Ebene fortsetzen
lasst. Wie wir sehen werden, folgt daraus zwangsldufig die analytische Fortsetzung von D in
die Ebene. Die Funktionalgleichung (3.2) zeigen wir im Anschluss, ebenso die Behauptung
iiber das Abklingen von R in jedem Vertikalstreifen.
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R ist nach dem vorigen Lemma ein zu beiden Seiten uneigentliches Integral. Wir spalten es
zur besseren Betrachtung daher auf in

Ry (S) = /0 [f(lt) — ao]ts—ldt und RQ(S) = /100[f(zt) _ ao]ts_ldt,
= R = Rl + RQ.

Zuerst bemerken wir, dass Ry eine ganze Funktion ist: f(it) — a klingt fiir ¢ — oo exponen-
tiell ab, da Potenzreihen in der Umgebung des Nullpunktes beschrénkt sind. Es gibt also
eine Konstante C', sodass

|f(it) — a0l = <C-e?m (3.3)

[eS)
_ 2nnt
E anpeé A
n=1

Weiter ist f(it) — ap auf der oberen Halbene holomorph (bzw. differenzierbar), da f dort
holomorph ist. Da wir aus der elementaren Analysis wissen, dass [ 100 e~ 27t dt existiert, folgt
die Holomorphie von Ry aus dem Majorantenkriterium Satz 3.6.

Widmen wir uns also nun R; und substituieren dort ¢t = %, so erhalten wir mit dt = —T—lzdr

Ru(s) = / T /) = ag) (7Y

Man beachte dabei, dass sich die untere Integralgrenze durch die Substitution auf co und
die obere auf 1 gedndert hat. Durch das negative Vorzeichen, das durch die Ableitung des
Substituenden entstanden ist, wurden diese Grenzen jedoch wieder vertauscht. Setzen wir
nun in die Funktionalgleichung (3.1) fiir f(i7) ein, so erhalten wir f(i/7) = e7* f(ir) und
damit

Ri(s) = /100[5ka(2'7) —ap)T 5 tdr.

Formen wir R; geringfiigig um, so sehen wir, dass wir einen Teil von R; mit Hilfe von Rq
darstellen kénnen:

oo
Ri(s) = / ETk_S_lf(iT) —aor 5T —erF T gy + erF T gdr
1

oo
= / skasfl[f(iT — ap] + et ag — agr %" dr
1

oo o0
=¢eRy(k — s) + ape RS ldr — ao/ = dr
1 1

eRy(k —s) + ag (5 {kisTk_s} = [_17—_3]?0)

eRy(k — 8) — ag (kis + %)

Insgesamt ergibt sich also folgender Zusammenhang

R(s) = eRa(k = ) + Ra(s) — a0 (555 + 1) . (3.4)
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R ist ganz, also ist R meromorph (d.h. bis auf mogliche Pole bei s = k und s = 0) in die
Ebene fortsetzbar. Aus (3.3) folgt ebenfalls, dass Ry und damit R in jedem Vertikalstreifen
beschrankt ist.

Die I'~-Funktion hat nach Satz 3.7 keine Nullstellen und ist als meromorphe Funktion in die
gesamte Ebene fortsetzbar, so dass 1/T eine ganze Funktion ist. Folglich ist auch

2r\° 1
D(s)=(—) == R
0=(5) gm0
meromorph in die Ebene fortsetzbar.
Die Funktionalgleichung (3.2) folgt sofort aus (3.4) und 2 = 1, denn

€
k—s

%) = R(s).

eR(k — 5) = e?Ry(s) + eRa(k — 5) — agp (%

N—

+
=eRs(k — s)+ Ra(s) —ag (kfs +

Mit Lemma 3.9 folgt nun die Behauptung. O

3.2 Die einer Dirichletreihe zugehorige Fourierreihe

Nachdem wir im vorigen Abschnitt, zu einer Fourierreihe aus dem Raum [\, k, €| eine
Dirichletreihe der Signatur {\, k, e} konstruiert haben, méchten wir nun hier die Umkeh-
rung zeigen. Wie zu Beginn von Kapitel 3 bereits erwédhnt, miissen wir noch den 0-ten
Koeffizienten der Fourierreihe angeben. Es stellt sich heraus, dass hier genau das Negative
des Residuums der Funktion R an der Stelle s = 0 zu wihlen ist. Ziel dieses Abschnitts
ist also der Beweis des folgenden Satzes.

Satz 3.11. Sei D(s) = >.>°

o1 ann”? eine Dirichletreihe der Signatur {\, k,e}. Dann ist

2minT

[e.e]
f(r)=ao+ Zane B
n=1
mit ag = —ress—g R(s) eine Fourierreihe der Signatur [\, k,e].

Fiir diese Riickrichtung des Beweises von Hauptsatz 3.4 bendtigen wir die Mellinsche
Theorie, mit deren Hilfe wir in gewissem Sinne eine Umkehrung der I'-Funktion erhalten.
Zur Erarbeitung dieser Theorie halten wir uns im Wesentlichen an [KKO07]. Aus diesem
Buch sind, falls nicht anders gekennzeichnet, die Satze und Lemmata dieses Abschnitts
entnommen.
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Satz 3.12 (Mellin-Transformation). Sei g : (0,00) — C eine stetige Funktion, so
dass zu beliebigem v > 0 ein Cy > 0 ewistiert mit

lg(y)| < Cy -y~ fiir alle y € (0, 00).

Definiere fiir Res > 0 die Funktion

My(s) == /Ooo g(y)y*dy.

Dann ist My auf der Halbebene {o > 0} := {o +it € C' | 0 > 0} holomorph. Man nennt
My, die Mellin-Transformierte von g.

Beweis. Wir werden an dieser Stelle wieder das Majorantenkriterium 3.6 verwenden. Wéhle
dazu Zahlen o und 8 mit 0 < a < 0 = Res < 3. Nach Voraussetzung und mit |y*~!| = ¢!
erhalten wir

1

Yo 1
/Ig ” 1\dy</ Cay™"y"~ 1dy—C/ 7y = Ca [ ] =Ca—,
0 g —
o—fB 1
/ Ig()“\dy</ Cay Py~ 1dy—0ﬁ/ y"ﬂldy=0/3{y ]
1 0—*5 0

z’ B —1 1
=Cs lim —— =Cg—
Bxlan;o oc—p Bﬁ—a’

da o < .
Sei nun € > 0. In jedem Vertikalstreifen V. = {s € C: a+e <o < g — ¢} folgt

Ca1<C' 1

o—a aa+€—a

1 1

C <C
B—o= "B —B+e

Co
Cs

m\Hm\»—\

Die Integrale — und damit auch deren Summe Mg(s) — konvergieren also auf V. absolut
gleichméfig. Wir wenden nun Satz 3.6 auf die Integrale

/loog(y)y“dy und /Olg(y)y“/loog(l/y)y“dy

an. Die Voraussetzungen des Satzes haben wir jeweils oben gezeigt. Da g stetig ist, sind
g(y)y*~1, sowie g(1/y)y=*~! auf der Halbebene {o > 0} holomorph, damit auch die jewei-
ligen Integrale und folglich auch deren Summe M,(s). O

Satz 3.13 (Mellinsche Umkehrformel). Sei f eine holomorphe Funktion auf der
Halbebene {s € C: Res > 0}, so dass es zu allen 0 < o < 8 einy > 1 und C > 0 gibt
mit

lf(s)| <C-(1+1t))™7 firs=oc+it, a <o <p.
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Definiere fiir y > 0 das Integral
FW =g [ forinyta
y) =g . o+ it)y .

Dann gilt
(i) f*(y) konvergiert absolut und ist unabhdngig von o.
(ii) My-(s) = f(s).
Beweis.

(i) Mit der Voraussetzung und mit |y~*| =y~ folgt fiir o > 0

1 oo o

. C
. —o—1it < —0o
|f(o+it)y dt| < oY /

— 00

(1+th)~7dt = %y_”/ (I4+t)7dt
0

2 ) o
=2 [°(1+t)—vdt
c _,fa+t-"1>* ¢ _, 1
I R T e N
0 4>1
C

= my*” < 00. (3.5)

Somit ist f*(y) absolut konvergent, und erfiillt mit Cy, := C(m(y — 1))~ die Voraus-
setzung fiir Satz 3.12, was wir in (ii) bendtigen.

Um die Unabhéngigkeit des Integrals von ¢ zu zeigen, wéihlen wir uns «, 5 > 0 mit
«a # B und wollen zeigen, dass

/Oo fla4it)yy " dt = /oo f(B+it)yy P~ at. (3.6)

Betrachten wir nun ein Rechteck R in der Ebene mit Rand OR = §; U o U 03 U 44,
wobei die Geraden a4t und 5+ it gerade die zur imaginiren Achse parallelen Seiten
dieses Rechtecks sind (vgl. Abb. 3.1), so gilt nach dem Cauchyschen Integralsatz

4
. f(s)y=*ds = Zzzl /6,-, f(s)y~°ds =0.

Wir zeigen nun, dass die Integrale iiber die zur reellen Achse parallelen Seiten fiir
a — o0 bzw. b — —oo verschwinden. Es gilt dann

f(s)y™°ds =— [ f(s)y °ds,
o1 03

woraus dann unmittelbar die Gleichung (3.6) folgt.
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02

(53 51

04

Abb. 3.1: Integrationsweg

Dazu méchten wir das Integral |, 5 f(s)y—*ds geeignet abschitzen, wofiir wir eine Pa-
rametrisierung von d bendtigen, die wir mit

5(t) = B+ tla—B) +ia fiirt €0,1],
erhalten. Mit der Voraussetzung fiir f folgt dann

1
/5 £ (s)y~*ds| = ; /(B +tla = B) +ia)| - [y~ PO (o — B)dt

<C(1+|a|)—7 =y~ (B+t(a=p))

1
<C(1Ha)) My P (a — B)/ ytB=)dt — 0 fiir a — oo,
0
da das letzte Integral offensichtlich einen endlichen Wert hat. Analog folgt
|f(s)y~*ds| — 0 fiir b — —o0,
04

woraus die Behauptung folgt.

(ii) Wie zu Beginn von (i) erwahnt, erfiillt f* die Voraussetzung fiir Satz 3.12, somit
existiert My-(s). Da f*(y) unabhéngig von der Wahl von o ist, gilt fir s € C und
a,B>0mit 0 <a<Res <

oo 1 00
Mf*(S'):/O f*(y)ysl’ldy:/o f"(y)ys'*ldzw/1 P dy
1 0o
1 (/ f(oz—l—it)y_a_itdt) ys/—ldy

:% .

1 o0 o0 . ,
+ = (/ f(B+ z‘t)y‘ﬁ—“dt> y® ~ldy
27T 1 —00
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1 oo 1 , .
= (/ y° anldy> fla+it)dt
+ 27 J_ oo \Jo

(3-5)

E </OO yslﬁ“ldy> f(B+it)dt
1

2r J_ o

was nach einfachen Integrationsregeln zu

/Ooo Fryy* "ty = % (/_o; mdt + /_O:O mdt> (3.7)

fihrt.

Wir betrachten nun wieder ein Rechteck R, wie in Abb.3.1, und wihlen o, > 0
derart, dass s’ in dem von a und 8 begrenzten Streifen liegt, d.h. a < Res’ < § gilt
und berechnen damit das Integral

Y
2i Rz—s " 2mi 52—5

Analog zu den Ausfithrungen in (i) erhalten wir, dass

f(z)/dzaﬂfo, /(z) dz "2=5°0
522’—8 542’—8
und damit
1
RN OUNEE W CURNY I PR
21 Jop 2 — 8 2mi \ Js, 2 — 8 5y 2 — 8

was mit den Parametrisierungen

0(t)=B+i(b+t(a—10)) firtel0,1],
und 05(t) = a+i(a+t(b—a)) firte|0,1]

zu
1 1! i(b+t(a—b
f()dz F(B+ b+ tHa — b)) ila— b)dt
2mi Jop 2 — o' omi Jo B+i(b+tla—0b))—s
1 - _
1 f(a'—i— ila+tb—a))) (b — a)dt
2t Jo a+i(a+t(b—a))—¢
fithrt. Substituieren wir nun im ersten Integral w := b + t(a — b) und im zweiten
v = a+ t(b — a), so erhalten wir mit dt = du/(a — b) bzw. dt = dv/(b — a) den
Ausdruck ) . , " )
—_ / 7“6.4_ iu) du + flativ) w.) dv |,
2n \J, (B+iu)—¢ y 8 — (a+iv)
was fiir a — 0o und b — —o0o gleich (3.7) ist. Wir haben also nun gezeigt, dass

() = o [ T
i Jop 2 — 8
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Kapitel 3 Der Korrespondenzsatz nach Hecke

Nach der Cauchyschen Integralformel folgt unmittelbar, da s’ nach Wahl von «, 8 in
R liegt,

was zu zeigen war. O

In unserem Zusammenhang — zum Beweis von Satz 3.11 — bendétigen wir die Mellin-
Riicktransformation der I'-Funktion, welche wir im folgenden Korollar berechnen.

Korollar 3.14 (Mellin-Integral). Seien o, Re(z) > 0. Es gilt

_ 1 [ T(o+it)
ez:%/_oozmtdt. (3.8)

S. Seiell O << ﬁ ]E)X[)Hl e Z' d < o S . ]]ngsche[ I ()lIIle] aus :;3‘2 3[
E] eren er Om]C .
|F(S)| < O . |6(87 /2) 1()g S*S|

Setzt man nun s = o + it im Vertikalstreifen o < o < 8 und berechnet den Realteil des
Exponenten, so erhdlt man unter Beriicksichtigung grundlegender Rechenregeln sowie der
aus der Funktionentheorie bekannten Gleichung log s = log|s| + i arg s fiir den Hauptzweig
des Logarithmus

Re ((s — 3)logs —s) = Re (s — 3) Re(log s) — Im (s — 3) - Im(log s) — &

= (0 —3)log|s| —targs — o < § — Z|t| (3.9)
fiir ein 4 > 0, das nur von a und S abhéngt. Um dies zu zeigen, beweisen wir, dass die
Ungleichungen

—targs < 3 — It (3.10)
und (o — 1) log|s| —o < S + Tt (3.11)

gelten. Damit folgt sofort (3.9).

Beginnen wir mit (3.10). Ohne Einschrénkung nehmen wir ¢ > 0 an (fiir ¢t = 0 ist die
Behauptung klar, fiir ¢ < 0 analog zu beweisen). Dann folgt aus der Polardarstellung von s

o =|s|-cos(args), t=]s|-sin(args)

die Gleichung

COosla
% - m = cot(arg s) = arg s = arccot (7).

Damit folgt
st—targs =1 (g — args) =t (% — arccot (%)) =t -arctan (%) .

o ist durch @ und B beschrinkt, also geniigt es, die Beschrinktheit von tarctan(t=1) zu
zeigen, um Ungleichung (3.10) zu verifizieren. Diese folgt aber sofort aus dem Satz von
I’Hopital, denn es gilt

. 1 . arctant . 1
lim tarctan(¢™") = lim = lim =
t—oo t—0 t t—0 12 + 1
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Kapitel 3 Der Korrespondenzsatz nach Hecke

Um die Ungleichung (3.11) zu beweisen, sei zunéichst § > 1. Dann gilt aufgrund der Stetig-
keit und Monotonie des reellen Logarithmus

~5 + (o = $)log (Vo +2) — 0 < ~FJt| + Blog (VBT + ) < 3,

da der Logarithmus schwacher wachst, als jede Potenz.

Im Fall 5 < 1 kann das Produkt in diesem Term ein Problem darstellen, da fiir hinreichend
kleine t negative Logarithmenwerte auftreten konnen, sodass mit dem Vorfaktor Vorzeichen-
probleme auftreten kénnen, sodass die letzte Abschétzung nicht mehr gilt. Beispielsweise
ist dies fiir o < %, 8> % der Fall:

(0 —1)log (\/ o2 —l—t2> >0, aber (8—3)log (\/W) < 0.
NEL)

— — —_—

<0 <0 >0 <0

Der so entstehende Fehler in der obigen Abschétzung ist jedoch aufgrund o > « in jedem Fall
beschrinkt durch den Fehler, der dadurch entstehen wiirde, wenn wir « statt o einsetzen,
sodass man durch Addition einer Konstanten, die nur von a und 8 abhéngt, die Ungleichung
wieder verifizieren kann.

Insgesamt gilt also (3.9) und damit
IP(s)] < C - D=7/ < C(1 4 |t]) 2,
womit die Voraussetzung fiir Satz 3.13 erfiillt ist.

Wir konnen also nun diesen Satz auf I' anwenden. Um die Gleichung (3.8) zu beweisen,
miissen wir also I'*(y) = e~¥ zeigen. Mittels Differentiation erhalten wir

d R ,
—TI*(y) = —— r it)y 7 dt
i () e (o +it)y
1> ;
=5/ (o 4 it)(—o —it)y " 17 at
1 [~ ,
= —7/ (o +1+4it)y o 17%dt
T2
3.7(3)
=-I"(y) =T"(y) =ce?
3.1?’»(2’)

Betrachten wir nun Satz 3.13(ii), so folgt fiir y > 0
/ e Yy ldy =c=1.
0

Es folgt also I'™*(y) = e~ Y. O

Nach langer Vorarbeit kénnen wir nun Satz 3.11 beweisen. Mit etwas Anwendung der

Funktionentheorie erreichen wir
ten.

das Resultat dank des Mellin-Integrals in wenigen Schrit-
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Kapitel 3 Der Korrespondenzsatz nach Hecke

Beweis von 3.11. Zu Beginn erarbeiten wir wieder den analytischen Zusammenhang zwi-
schen der Dirichletreihe D, sowie der Fourierreihe f. Sei s = o + it mit o > o¢ > 0, wobei
o die absolute Konvergenzabszisse der Dirichletreihe D bezeichnet. Mittels des Mellin-
Integrals (3.8) erhalten wir

. e T — W B S N
f(1$)_a0:;ane A :;avL%/oo%Elisdt

1 [~ /27\°
=5 - <)\> (Z ann ) dt
1 o0

=50 700R(S)x dt, (3.12)

wobei R wie in (3.2) definiert ist. Es gilt

‘(2;) <§n>r< ~l<(2) (iun) [P(s)~"] < O [D(s)a~

fiir eine Konstante C, > 0, die nur von o abhéngt. Nach Korollar 3.14 ist I'(s)x~* iiber ¢
integrierbar. Der Satz iiber die majorisierte Konvergenz erlaubt also in der vorigen Rechnung
die Vertauschung von Summe und Integral.

R klingt in jedem Vertikalstreifen ab, d. h. wir kénnen die Integrationsgerade s = o + it fiir
jedes beliebige o verschieben (die Argumentation ist hier dieselbe wie im Beweis von Satz
3.13(1)). Dabei miissen wir entsprechend die Pole s = 0 und s = k (vgl. (3.4)) berticksich-
tigen. Verschieben wir o auf k — ¢, liberschreiten wir beide Pole. Mit dem Residuenkalkiil
folgt daher

f(iz) - ap = - Z % dt + res,—g (R:E(S)> + Tes,y, <Rx(s)> .

2 s

Weiter gilt mit ag = —ress—og(R(s)z™°) = —ress— R(s)

/ BEZ3) 44 vesoy (R;f)> . (3.13)

Aus der Funktionalgleichung (3.2) erhalten wir nun die Funktionalgleichung fiir f, denn es

gilt
) 1 [
exkf (Z> = 7/ 75R(k °) dt + resgs—g, (ER(S))
x) 121 J_ s s

(3.13)
1 i —
— R(s)x_sdt + ress—g (R(jv:))

T27r

2)
{(zx) —ap + resg— <R;kk_ss)) .

CO

(3.

T
12

3
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Kapitel 3 Der Korrespondenzsatz nach Hecke

Nach (3.2) ist das Residuum von R(s)z~® an der Stelle s = 0 gleich dem Residuum von
R(k—s)z*~* an der Stelle s = k, jedoch mit alterniertem Vorzeichen, so dass sich die beiden
letzten Summanden aufheben und wir haben

f(ijx) = ex® f(iz). (3.14)

Aufgrund Definition 3.3(i) wachsen die Fourier-Koeffizienten a,, hochstens polynomial, die
Fourierreihe f ist also holomorph und mit dem Identitdtssatz aus der Funktionentheorie
folgt somit durch analytische Fortsetzung die Funktionalgleichung

f(=1) =e(@)" £

Die geforderte Periodizitét f(7+ ) = f(7) erhalten wir sofort aus der Definition von f und
der Periodizitdt der Exponentialfunktion. O
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Kapitel 4

Eigenformen der Hecke-Operatoren

An dieser Stelle mochten wir nun wieder den in Kapitel 1 eingefithrten Raum der gan-
zen Modulformen My, fiir gerades k € Z betrachten. Wie wir im vorigen Kapitel gesehen
haben, entspricht M, dem Raum [1, &, i*] aus Definition 3.1 und damit jede ganze Modul-
form genau einer bestimmten Dirichletreihe der Signatur {1, k&, ik }. Nach Kapitel 2 kann
man Dirichletreihen mit multiplikativen Koeflizientenfolgen in ein Euler-Produkt entwi-
ckeln. Wir mochten hier nun die drei vorigen Kapitel zusammenfiihren, indem wir nach
den Modulformen aus M}, suchen, deren Dirichletreihen in ein Euler-Produkt entwickel-
bar sind. Die in Kapitel 1 eingefiihrten Hecke-Operatoren spielen dabei eine besonders
wichtige Rolle.

4.1 Simultane Eigenformen

Definition 4.1. Eine Funktion f € M\ {0} heikt Eigenform beziiglich T,, zum Eigenwert
Af(n) € C, falls
Tof = Ap(n) - f.

Ist f eine Eigenform beziiglich aller Hecke-Operatoren T),, so heifst f simultane Eigen-
form.

Lemma 4.2. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) f €My )\ {0} ist eine simultane Eigenform zu den Figenwerten Ag(n).

(i) Die Fourier-Koeffizienten von f geniigen der Gleichung

Af(n) - ap(m) = ar, f(m) = de_l cof (@) fiir alle m,n € N.

Beweis. Folgt aus Satz 1.4(ii) durch Koeffizientenvergleich. O

Korollar 4.3 (|[KKO07|). Sei f € My nicht-konstant. Dann sind dquivalent:
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(i) f ist eine simultane Eigenform.

(ii) Es ist ap(1) # 0 und es gilt

ap(m)as(n) =ap(l)- Z a1y (%) fiir alle m € Ng, n € N.
d|(m,n)
Die Figenwerte berechnen sich dann mittels Af(n) = Z’;((?)) und es gilt die wichtige Glei-
chung
ay(mn) = ag(m) - ag(n) - ay(1)7" (4.1)
fir (m,n) = 1.

Beweis. Betrachtet man das vorige Lemma fiir den Fall m = 1, so erhalten wir auf der
rechten Seite nur den Summanden mit d = 1 und somit a(n), folglich die Gleichung

As(n) - ap(1) = ap(n).

Angenommen, af(1) = 0. Aus der letzten Gleichung folgt, as(n) = 0 fiir alle n, was bedeuten
wiirde, dass f die Nullfunktion wire. Die zu zeigenden Gleichungen folgen dann aus dem
vorigen Lemma. O

Nach diesem Korollar ist fiir jede simultane Eigenform f der erste Fourier-Koeffizient
invertierbar, d.h. durch Multiplikation mit einer Konstanten kénnen wir ay(1) = 1 er-
reichen.

Definition 4.4. Eine simultane Eigenform f € M, mit af(1) = 1 heifst Hecke-Eigenform.
Die Gleichung (4.1) bedeutet dann gerade, dass die Fourier-Koeffizienten von Hecke-
Eigenformen multiplikativ sind.

Lemma 4.5. Sei f € My eine Hecke-FEigenform. Dann gilt fiirn > 1 und p eine Primzahl

aj(p)as(p") = ap(p™) +p* o (p" ).
Beweis. Mit dem vorigen Korollar gilt
Tof = Ap(n) - f = ag(n) - f.

Die Rekursionsformel der Hecke-Operatoren (Satz 1.8) iibertrigt sich somit direkt auf die
Fourier-Koeffizienten von f. O

Wie angekiindigt, konnen wir nun den Bogen, der sich iiber diese Arbeit spannt, schliefsen,
indem wir mit dem folgenden fundamentalen Satz von Erich Hecke die vorigen drei Ka-
pitel zusammenfiihren. Daran wird deutlich, welchen Stellenwert die Hecke-Operatoren
in der Theorie der Modulformen inne haben.
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Satz 4.6 ([Hec37|). Die Hecke-Eigenformen f € My sind bis auf konstante Faktoren
und additive Konstanten tidentisch mit denjenigen Potenzreihen, deren Dirichletreihen
ein Euler-Produkt der Gestalt

[T G—arp+p 127"
p prim

besitzen.

Beweis. Zuerst verifizieren wir die Gleichung

Zaf(pn)p—ns — (1 _ af(p)p—s _’_pk—l—Qs)—l. (42)
n=0

Unter Zuhilfenahme von Lemma 4.5 erhalten wir {iber Ausmultiplizieren

(Z O‘f(pn)pns> (L—arp)p™+p"17%)

n=0

=Y ap(p")p™" = ap(p)as(pm)p” "I 4 ap(pr)phT
n=0

—1_ af(p)p_s +pk—1—23 + Zaf(pn)p—ns _ af(p)af(pn)p—(n-l-l)s

n=1

+ay (pn)pk—l—(n+2)s

=1—asE)p~* + "+ Y ap (M = (ap (") + P ey (pn ) pm Y

n=1

+ ay (pn)pkflf(nJrQ)s

oo
=1-as(pp* 4opkm1-2s Zaf(pn)pfns _ af(pn+1)p*(n+1)s

n=1
_ ket <af(pn71p7(n+1)s B af(pn)p—(n+2)s)
=1—as(p)p* 4 ph1-2s +as(plp _ kel (af(pl—l)p—(1+1)s>
=1,
da sich alle aufeinanderfolgenden Summanden gegenseitig aufheben und es folgt (4.2).

,=* Sei f € My, eine Hecke-Eigenform. Aus (4.1) folgt dann sofort die Multiplikativitét
der Fourier-Koeffizienten.

Betrachten wir nun die zu f gemaR Kapitel 3 zugeordnete Dirichletreihe D(s) =
oo ar(n)n™*, so gilt mit Korollar 2.10 fiir Res > k (Lemma 3.9)

b= T 30

p prim n=0

und mit der Gleichung (4.2) folgt die Behauptung.
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,<=* Seien r, N € N und bezeichne {pi,...,p,} die Primzahlen, die kleiner als N sind.
Betrachten wir nun das Produkt

1 (z af<pl>pls).

p prim,
p<N

Analog zum Beweis von Satz 2.9 kénnen wir ausmultiplizieren und umordnen und
erhalten den Ausdruck

ST apel) e i)

n1=0 n,=0

Dieser Ausdruck stellt im Limes N — oo eine Dirichletreihe Y > | f(n)n™* mit
B(n) = Hf\il ar(pyt) dar, wobei n = Hle p;* die Primfaktorzerlegung von n € N ist.
Nach Voraussetzung gilt

(o) oo
YoagnT =3 Bnn
n=1 n=1
und mit dem Identitétssatz fiir Dirichletreihen (Satz V) folgt fiir alle n € N

af(n) = p(n) &

M M
oy (Hp?i> = [T as®),
i=1

i=1

also die Multiplikativitat. Mit Korollar 4.3 folgt nun, dass f eine simultane Eigenform
ist. O

4.2 Die Eisensteinreihen und die Diskriminante als
simultane Eigenformen

Zum Abschluss méchten wir noch zwei wichtige Beispiele von Hecke-Eigenformen geben.
Wir werden sehen, dass es nur eine Klasse von Hecke-Eigenformen gibt, die nicht Spit-
zenformen sind: Die normierten Fisensteinrethen. Um die Theorie der Eisensteinreihen
umfassend verstehen zu kénnen, bendtigt man etwas Vorkenntnis. Dem interessierten Le-
ser seien dazu die Biicher [KKO07], [Deil0] oder [FB0O] empfohlen. In dieser Arbeit sollte
nur ein kurzer Einblick gegeben werden.

Dariiber hinaus betrachten wir eine Spitzenform vom Gewicht 12, die Diskriminante. Die
Koefhizienten der Fourierentwicklung der Diskriminante bilden die sogenannte Ramanu-
jansche T-Funktion. Srinivasa Ramanujan vermutete, dass diese Funktion multiplikativ
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ist, was Louis J. Mordell 1917 in seinem Werk ,On Mr. Ramanujan’s empirical expan-
sions of modular functions” beweisen konnte, indem er gewisse Operatoren T}, benutzte
— die 1937 von Erich Hecke ndher untersuchten Hecke-Operatoren. Wir zeigen, dass die
Multiplikativitat der 7-Funktion aus dem Sachverhalt folgt, dass die Diskriminante eine
Hecke-Eigenform ist.

Uber die 7-Funktion bestehen heute noch viele Ritsel. So ist weder eine einfache Defini-
tion fiir sie bekannt noch die Frage geklart, ob die Funktion natiirliche Nullstellen besitzt
(Lehmersche Vermutung).

Definition 4.7. Sei k > 4 und gerade. Definiere dann fiir 7 € H die Eisensteinreihe

(27Ti)k . TiMmT
k—1)! Z o1 (m)e’™™,
" m=1

Gk(T) = 2C(/€) +2(

wobei ¢ die Riemannsche (-Funktion und o;_1 die verallgemeinerte Teilersummenfunkti-
on (vgl. Beispiel 2.2) bezeichnet. Der erste Fourier-Koeffizient betriigt hier 2(27i)*/(k —
1)!, sodass die Reihen

Gk = 2(2mi)F

normierte Eisensteinreithen genannt werden.

k

Bemerkung 4.8. Die Eisensteinreihen sind ganze Modulformen vom Gewicht k& (ohne
Beweis) und in der Theorie der Modulformen von enormer Bedeutung.

Satz 4.9 ([Hec37], vgl. [Apo90]). G}, ist die einzige Hecke-Eigenform in My \ Sy, fir
gerades k > 4. Die Figenwerte sind fir n € N durch die Zahlen oi_1(n) gegeben.

Insbesondere gilt

Y ok-1(n)n™" = ((s)C(s + 1 — k). (4.3)
n=1

Beweis. Sei f € My \ Si. Wir betrachten zuerst einen Spezialfall von Satz 1.4(ii), den wir
gleich bendtigen werden. Fiir m = 0 folgt fiir alle n € N

ar s (0) = Y @ la (Od”>= S ag(0) = oy (mag(0)  (44)
) 0

d|(0,n _’n):n d|n
Nach Lemma 4.2 gilt fiir alle m € Ny
Tof =An)f & ar,s(m) = A(n)ay(m).
Aufgrund von (4.4) gilt fiir m =0

A(n)as(0) = op—1a4(0)
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und daraus folgt mit a¢(0) # 0 (da f & Si) sofort mit (4.2)
T.f =AXn)f < An) =ox—1(n).
Mit Korollar 4.3 folgt dann also

[ ist Hecke-Eigenform < a¢(n) = A(n)as(1) = ox—1(n), (4.5)

sodass mit
aGZ (n) = Jk,l(n), agz(l) = (70(1) =1 (46)
und ag: (0) = Wg(k) 40 (4.7)

folgt, dass G € My, \ Sy, eine Hecke-Eigenform ist.

Es bleibt also zu zeigen, dass Gj die einzige Hecke-Eigenform ist. Dies ist allerdings klar,
denn sei f € My, \ S, eine weitere Hecke-Eigenform, so stimmen nach (4.5) alle Koeffizienten
fiir n > 1 der Fourierentwicklung iiberein, d.h. G} — f = ag;(0) — a;(0), also konstant.
Fir k > 0 gibt es aber aufgrund Definition 1.1(ii) keine konstante Modulform aufer der
Nullfunktion, somit folgt G; = f. Die Gleichung (4.3) folgt sofort aus Satz 4.6 und Beispiel
2.11.1. O

Definition 4.10. Wir definieren fir 7 € H die Diskriminante als
A(T) = (60G4)® — 27(140G6 ).

Man kann zeigen, dass die Diskriminante eine Spitzenform vom Gewicht 12 ist und eine
Fourierentwicklung der Form

oo

A(r) = (2m)2 > 7(m) - 27T

m=1

besitzt, wobei 7(m) € Z fiir alle m und 7(1) = 1. Wie bei den Eisensteinreihen méchten
wir auch hier eine normierte Version der Diskriminante betrachten, es heifst

A* = (27r)_12A
die normierte Diskriminante.

Bemerkung 4.11. Man kann mit Methoden aus der Theorie der Modulformen zeigen,
dass Sy, = {0} fir k € {0,2,4,6,8,10}. Die Diskriminante ist somit die erste auftretende
Spitzenform. Dariiber hinaus ist sie die einzige Spitzenform von Gewicht 12.

Satz 4.12. Die normierte Diskriminante ist eine Hecke-Figenform, insbesondere ist die
Ramanunjansche 7-Funktion multiplikativ und es gilt

dormn= [ @ =7p— +p" )" (4.8)
n=1 p prim
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Beweis. Nach Satz 1.4(iii) bilden die Hecke-Operatoren Spitzenformen in sich ab. Da A die
einzige Spitzenform vom Gewicht 12 ist, ist A eine simultane Eigenform. Aufgrund 7(1) =1
ist A eine Hecke-Eigenform. Die Multiplikativitdtsaussage folgt dann aus Korollar 4.3, die
Entwicklung in ein Euler-Produkt folgt aus Satz 4.6. O
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Anhang

Lemma I. Seien m,n € N teilerfremd mit m = ad und n = o'd" fir a,d’ ,d,d € 7Z.
Durchlaufen b und V' je ein volles Restsystem modulo d bzw. d', so durchlduft ba’ + b'd
ein volles Restsystem modulo dd'.

Beweis. Wir zeigen, dass die Zahlen ba’ + b'd genau dd’ inkongruente Zahlen modulo dd’
beschreiben. Da die Zahlen b bzw. b’ genau d bzw. d’ verschiedene Zahlen beschreiben, gibt
es dd' verschiedene Zahlen der Form ba’ + b'd.

Aus der Darstellung bya’ + bid = baa’ + bydmod dd’ fiir Zahlen by, b} aus einem Restsystem
modulo d und bs, b}, aus einem Restsystem modulo d’ folgt

a'(by — be) + d(b}y — b)) = 0mod dd’ (A.1)
= a’'by = a’by mod d.

Aus (m,n) = (ad,d’d") = 1 folgt (d,a’) = 1, so dass nach grundlegenden Regeln der Zahlen-
theorie by = by mod d gilt. Da b; und by aus demselben Restsystem sind, folgt by = bs. Setzen
wir dies nun in Gleichung (A.1) ein, so folgt sofort bjd = bhd mod dd’, also b] = b, modd'.
Da auch b und b} aus demselben Restsystem sind, folgt b} = b5. In der Darstellung ba’ +b'd
folgt also aus Kongruenz die Gleichheit. Nach oben gibt es dd’ verschiedene Zahlen dieser
Form, folglich sind diese inkongruent. O

Lemma II. Sei i € N und p eine Primzahl. b; durchlaufe ein volles Restsystem modulo
p' und b ein volles Restsystem modulo p. Dann gelten

(a) b; + bp' durchliuft ein volles Restsystem modulo pi*t,
(b) b; durchliuft ein Restsystem modulo p*~! genau p-mal.

Beweis.
(a) Vollkommen analog zu Lemma I.

(b) Sei A = {a1,...,a,} das Restsystem modulo p’, das b; durchliuft und sei C' =
{c1,...,¢p} das Restsystem modulo p, das b durchléuft. Durchlduft nun a, ein Restsys-
tem modulo p'~!, so erhalten wir nach (a), dass

A ={ai+ept 1< <p}

ein Restsystem modulo p? ist.
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Jedes Element aus A’ ist also zu genau einem Element aus A kongruent modulo p?. Fiir
a € A wird aus der Darstellung

i—1

ai—i—cjp' amodp’ fir 1 <j<p

deutlich, dass es genau p Elemente gibt, zu denen a kongruent modulo p? ist. b; durch-
liuft das Restsystem modulo p'~! also genau p-mal.

Lemma III. Die Eulersche p-Funktion ist multiplikativ, d. h. es gilt fir (m,n) =1
p(mn) = p(m)e(n).

Beweis. Durchléuft a die zu m teilerfremden Zahlen, die kleiner als m sind und b die zu n
teilerfremden Zahlen, die kleiner als n sind, so durchlauft an + bm die zu mn teilerfremden
Zahlen, die kleiner als mn sind. Denn es gilt

(an+bm,mn)=1< (a,m) = (b,n) =1

und fiir zwei kongruente Zahlen an + bm = a’n + b’'mmod mn mit o', mit o’ < m, V' <n
folgt

n(a—a)+m(b—-1b)=0modmn < an=a'nmodm und bm =bmmodn
& a=admodm und b=0b modn
;
(m,n)=1

Sa=d und b=V.

Es gibt ¢(m) zu m teilerfremde Zahlen, die kleiner als m sind und ¢(n) zu n teilerfremde
Zahlen, die kleiner als n sind, somit gibt es genau ¢(m)p(n) Zahlen der obigen Form an-+bm,
somit ist die Behauptung bewiesen. O

Lemma IV. Die absolute Konvergenzabszisse der Riemannschen (-Fuktion

ist og = 1.

Beweis. Es gilt mit dem Integralkriterium zur Konvergenz von Reihen (s = o + it)

(o) o0 )
Z In™*| = Z n~7 konvergent < / x~%dz ist endlich.
n=1 n=1 1

o 1 < 1
/ x %dx = [ xl"} = ,
1 l1-0 1 l1-0

falls 0 > 1. Fiir 0 < 1 konvergiert das Integral gegen oo und fiir o = 1 erhalten wir

/100 ldgc = [In(x)]° — oo.

xT

Fir o # 1 gilt

Mit Satz 2.5 folgt die Behauptung. O
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Satz V (Identitétssatz fiir Dirichletreihen, vgl. [Mii04]). Seien D(s) = o2 apn™*

und E(s) = >_,° byn~* Dirichletreihen mit absoluter Konvergenzabzisse oo und 9. Es

gelte D(o) = E(o) fir alle hinreichend grofien o € R. Dann gilt a,, = b, fir alle n € N.
Beweis. Betrachte die Dirichletreihe F(s) = D(s) — E(s) = >~ (an — by)n~%. Nach
Voraussetzung gilt F'(o) = 0 fiir alle hinreichend grofen o € R. Zu zeigen ist nun ¢, :=
ay — by, =0 fiir alle n € N.

Angenommen, ¢, # 0 fiir ein n € N. Sei dann m € N minimal, so dass ¢,, # 0. Fiir alle
hinreichend grofien o gilt also nun

0=F(o)=Flo)m" =Y ¢n (%)” = Cp f: cn (%)” (A.2)

n=m n=m+1

Betrachten wir nun die letzte Summe. Sei dazu 8 > max{og, 70}. Da F(8) absolut konver-
giert, existiert ein C' € R mit |¢,,| < C - n? fiir alle n € N. Fiir ¢ > 3 + 1 folgt nun mit dem
Integralvergleichskriterium

o0

o0 o0
m\° m\7 _
> a(2) ] el (2) <on 3w

n=m-+1 n=m-+1 n=m-+1

00 pB—o+l 1

<Cm? 2P=%dx = Cm° [

m B—o+1],

c—pB—-1 c—p0—-1
Setzen wir dies nun in (A.2) ein, so folgt ¢, = 0, ein Widerspruch. O
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