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Das Ziel dieses Vortrags ist die Losung zweier Probleme: Gegeben ist eine Matrix, die
nicht vollstdndig definiert ist.

Wie kann ich die nicht definierten Eintrige wéhlen, so dass die Matrix
1. nicht-singular, also invertierbar bzw.
2. positiv (semi-)definit ist?
Diese Fragen lassen sich mit Hilfe von Graphen beantworten, wie wir sehen werden.

Dieser Vortrag basiert auf dem 11. Kapitel von [Bap10].

1. Nichtsinguldre Vervollstandigung

Sei G ein bipartiter Graph mit der Bipartition (R,C), wobei R = (Ry,...,R,) und
C=(C,...,Cp).

1.1 Definition. Eine Matrix A € M,,(K) heit G-partiell, wenn der Eintrag a;; genau
dann definiert ist, wenn R; ~ Cj.

Definieren wir die nicht angegebenen Eintrdge, so heifst dies Vervollstindigung.

G heifst nichtsinguldr vervollstindigbar, wenn sich alle G-partielle Matrizen zu einer nicht-
singularen Matrix vervollstdndigen lassen.



1.2 Beispiel.

R, Cl
G = Ry Cy
R3 Cs
2 7 9
A=|(? —4 7
75 -1
1.3 Satz. G ist genau dann nichtsinguldr vervollstindigbar, wenn G¢ eine perfekte Paa-
rung hat.
Beweis:
(«<): Angenommen, G° besitzt eine perfekte Paarung, welche durch die Kanten

(Ri; Co(i)), 1 € {1,...,n}, 0 € &, beschrieben wird. Sei A eine G-partielle Ma-
trix.

Sei A(z) die Matrix, die dadurch entsteht, dass man den (R;, Cy(;))-ten Eintrag
von A durch x ersetzt und die anderen undefinierten Eintrdge gleich Null setzt.

det A(x) ist ein Polynom n-ten Grades. det A(z) # 0 fiir ein z, also ist A(z) nicht-
singular.

: Indirekt. Angenommen, G¢ besitzt keine perfekte Paarung. Dann gibt es eine Kno-

teniiberdeckung'mit weniger Elementen als n.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit bilden die Knoten Rj,...,R; und
Ci,...,Cp, k+1 < n, eine Knotentiberdeckung von G°.

Sei A € M, (K) die G-partielle Matrix, in der a;; = 0, falls R; ~ C; in G. Dann ist
die Untermatrix, welche von den Zeilen k + 1,...,n und den Spalten [ +1,...,n
gebildet wird, die Nullmatrix.

Sei B eine beliebige Vervollstdndigung von A. Mit dem Laplaceschen Entwick-
lungssatz folgt det B = 0 (da k + [ < n) und damit, dass G nicht nichtsingulér
vervollstandigbar ist. q.e.d.

'Eine Menge von Knoten, so dass jede Kante des Graphen zu einem Knoten in der Knoteniiberdeckung
inzident ist.



1.4 Beispiel.

G = Ry C1 Dann ist G¢ = R Cy
Rs (s Ry Cy
R3 Cs R3 Cs

G¢ hat also eine perfekte Paarung (R, Cs3), (R2,C1), (R3, C3).

0 0 =z
Dannist A(z) = |2 0 0| und det A = 23 # 0 fiir alle = # 0, d.h. A ist nichtsingulir
0 =z O

vervollstandigbar.

2. Chordale Graphen

Sei G ein Graph mit V(G) = {1,...,n}.

2.1 Definition. Ein zusammenhéngender Graph G heiftt chordal oder trianguliert, wenn
kein Kreis C mit Lange k > 4 als Untergraph induziert werden kann.

Mit anderen Worten: Jeder Kreis Ck, k > 4 in G besitzt eine Kante, die durch das
Kreisinnere verlauft.

2.2 Beispiel.

(1) Sterne und B#aume, sowie Threshold-Graphen (vgl. Vortrag letzte Woche).

(2)



2.3 Definition. Eine Permutation i1, ...,4, der Knoten 1,...,n heiflst perfektes Elimi-
nationsschema, wenn fiir alle j € {1,...,n — 1} der induzierte Untergraph {ix : k >
J, ik ~i;j} eine Clique' ist.

2.4 Satz. Fin Graph ist genau dann chordal, wenn seine Knoten ein perfektes Elimina-
tionsschema aufweisen.

Beweis: Skizze, vgl. |Bra09|:
(=): per Induktion iiber |V (G)].

(«<): indirekt. Angenommen, G besitzt einen Kreis K mit Lange > 4 und V; der Knoten
aus K mit dem kleinsten Index im Eliminationsschema. Dann muss es eine Kante
zwischen den beiden Nachbarknoten von V; in K geben, Widerspruch.

2.5 Beispiel. Folgender Graph ist chordal und hat mit 1,2,...,8 ein perfektes Elimi-

nationsschema.
1
y—————28

4 2

N
%

2.6 Definition. Eine Clique in einem Graph G heifst mazimal, wenn man ihr keinen
weiteren Knoten aus G hinzufiigen kann, so dass sie weiterhin eine Clique ist.

2.7 Lemma. Angenommen, G ist chordal. Sei e = {i,j} eine Kante von G, so dass
G\{e} immer noch chordal ist.

Dann bilden die Knoten i und j zusammen mit den Knoten, die zu beiden adjazent sind,
eine maximale Clique.

iyollstandiger Graph



Beweis: Sei H der Untergraph, der durch die Knoten i, j, sowie den Knoten, die zu
beiden adjazent sind, induziert wird. Seien u und v verschiedene Knoten, die zu ¢ und
j adjazent sind. Dann gilt u ~ v. Ansonsten wiirden 4, j, u, v einen 4-knotigen Kreis in
G\{e} induzieren — Widerspruch zu G\{e} chordal.

Es folgt, dass H eine Clique ist, die ¢ und j enthélt. Ferner ist H maximal, da es keine
Clique H' gibt, die H enthélt. q.e.d.

2.8 Lemma. Sei G # K,,"* und chordal.
Dann existieren i,j € V(G) derart, dass i o j und der Graph H = G +{i,j} chordal ist.

Beweis: Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei 1,2, ..., n ein perfektes Eliminations-
schema von V (G). Sei i die grofte Zahl, so dass der induzierte Untergraph {é,i+1,...,n}
keine Clique ist (dies gibt es, da G # K,,). Dann gibt es j > ¢, j o0 i. Sei H = G+ {1, j}.
Dann ist 1,2,...,n ebenfalls ein perfektes Eliminationsschema von H = H ist chor-
dal. q.e.d.

3. Positiv definite Vervollstandigung

3.1 Definition. Sei A € M,,(K) derart, dass einige Eintrige definiert sind, andere nicht.
Wenn fiir alle 4,5 € {1,...,n}, i # j, die definiert sind, a;; = aj; gilt, heifit A partiell
symmetrisch. Die Diagonaleintrége sind alle definiert.

A heifst partiell positiv definit (bzw. semidefinit), wenn alle vollsténdig definierten Mino-
ren grofer Null (bzw. grofer oder gleich Null) sind.

Der Graph mit i ~ j < a;; ist definiert, Vi, j € {1,...,n}, i # j heilt Spezifikationsgraph
Ga (V(Ga)=A1,...,n}).

3.2 Beispiel.

2 17 -10
1 37 1 7
A=17 7.2 0 7
-1 10 2 0
o 7?7 0 1

A ist partiell positiv definit.

ife ist der vollstindige Graph



3.3 Definition. Sei G ein Graph.

G heilst positiv (semi-)definit vervollstandigbar, wenn man jede partiell positive Matrix
A mit Sperzifikationsgraphen G zu einer positiv (semi-)definiten Matrix vervollstdndigen

kann.

3.4 Lemma. FEin Graph G st genau dann positiv definit vervollstindigbar, wenn er
positiv semidefinit vervollstindigbar ist.

Beweis:

((«<): Angenommen, G ist positiv semidefinit vervollstdndigbar. Sei A eine partiell po-

sitiv definite Matrix mit Spezifikationsgraph G.

Dann de > 0 so dass B = A—cFE, partiell positiv definit ist. Der Spezifikationsgraph
von B ist ebenfalls G = B kann man zu einer positiv semidefiniten Matrix B
vervollstandigen.

Dann ist A = B + ¢E,, eine positiv definite Vervollstindigung von A, das heift G
ist positiv definit vervollstandigbar.

: Angenommen, G ist positiv definit vervollstéandigbar. Sei A eine partiell positiv

semidefinite Matrix. Sei By, = A + 1 E, Vk € N.

Dann ist By, eine partiell positiv definite Matrix und daher auch zu einer positiv
definiten Matrix Bj vervollstdndigbar. Die nicht-diagonalen Eintrdge einer positiv
semidefiniten Matrix sind betragsmaéfig vom grofiten diagonalen Eintrag begrenzt.

Da die Diagonaleintrige von By, von max{a; + 1 | i € {1,...,n}} begrenzt sind,

konvergiert die Folge der Matrizen (B~k>k . zu einer Matrix B. Dann ist B eine
€
positiv semidefinite Vervollstandigung = G ist positiv semidefinit vervollstandig-

bar. q.e.d.

3.5 Lemma. Cy ist nicht positiv definit vervollstindigbar.



Beweis: Es reicht zu zeigen, dass Cy4 nicht positiv semidefinit vervollstandigbar ist. Sei

11
B=|(1 1 , detB=—(1—1x)2
z 1

— = 8

B positiv semidefinit < x = 1. Betrachte nun

B R e
= =0 O

?
1
1
1

O =

A ist partiell positiv semidefinit und hat Cy als Spezifikationsgraphen. Es folgt nach
der obigen Beobachtung, dass die Eintrage a3, as4, asi, aso gleich 1 sein miissen, um A
positiv semidefinit zu vervollstandigen.

Da aber aj4 = 0, ist keine positiv semidefinite Vervollstdndigung méglich = Cj ist nicht
positiv semidefinit vervollstdndigbar. q.e.d.

3.6 Lemma. Seien A € M, (K) undi,j € {1,...,n}, i # j. Dann gilt

det A(i]i) det A(j]j) — det A(i|f) det A(j|i) = (det A)(det A(4, ji, 7).

Beweis: Es reicht, die Behauptung fiir A nichtsingular zu zeigen. Angenommen, A ist
nichtsingulir und sei B := A~!. Nach der Jacobi-Identitit fiir Determinanten gilt

L. det A(, jli, g
det Bi, i ] = SEEIEI). (+)

Erinnerung aus Lineare Algebra I (komplementire Matrix): A = (@;;) mit a;; =
(—1)"*J det A(j]i). Nach Vorlesung Lineare Algebra Satz 111.1.19 gilt AA = (det A)E,.
Daraus folgt

AA = (det A)E,
AE, = (det A)A™1

1 ~_ 71_
detAA_A =5

v A(i]§) ist die Matrix, die durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht, A[i,;] ist die
Matrix, die aus der i-ten Zeile und j-ten Spalte besteht.



d.h.

. 1 -
B[’L’]’Z)]] = mA[ZM”Z’]]
1 det A(i7) (—1)i*7 det A(j]7)
“det A \(—1)" det A(i5) det A(j]5) ’

Dann gilt

2
detB[i,j|i,j]:(deiA> (det A(ili) det A(jlj) — det A(ilj) det A(jli). (%%

Gleichsetzen von (%) und (xx) liefert die Behauptung. q.e.d.

3.7 Lemma. Seien i,j € {1,...,n} miti # j und e = {i,j} eine Kante vom vollstin-
digen Graphen K,.

Der Graph Ky\{e} ist positiv definit vervollstindigbar.

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei e = {1,n}. Sei A € M, (K) mit
K,\{e} als Spezifikationsgraph. Angenommen, A ist partiell positiv definit. Definiere
a1 := x. Der Einfachheit halber bezeichnen wir die so entstandene Matrix nun A. Nach
Lemma 5 gilt (A ist symmetrisch)

det A(1]1) det A(n|n) — (det A(1|n))? = (det A)(det A(1,n|1,n)). (%)
Mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz erhalt man”
det A(1|n) = (=1)""tzdet A(1,n|1,n) + a (%)

mit a € R. Da A partiell positiv definit ist, gilt det A(1,n|1,n) > 0. Sei

(07

=(-1)"—.
%o = (=1) det A(1,n|1,n)

Definiere ay, := xo. Der Einfachheit halber bezeichnen wir wieder die entstandene Matrix
als A. Nach (#*) gilt det A(1|n) = 0¥'und dann folgt nach (xx)

det A(1|1) det A(n|n)
A =
det det A(1,n|1,n)

> 0. (% * %)

Alle Hauptminoren sind also positiv, da A partiell positiv definit ist und wegen (*
%), d.h. A ist positiv definit. Folglich ldsst jede partiell positiv definite Matrix A mit
Spezifikationsgraphen K, \{e} eine positiv definite Vervollstdndigung zu, also ist K, \{e}
positiv definit vervollstandigbar. q.e.d.



3.8 Hauptsatz. Ein Graph ist genau dann positiv definit vervollstindigbar, wenn er
chordal ist.

Beweis: Sei G ein Graph, V(G) = {1,...,n}. Sei A eine partiell positiv definite Matrix
mit Spezifikationsgraphen G.

(<):

Angenommen, G ist chordal. Wenn G = K, ist die Behauptung klar. Sei also
G # K,. Nach Lemma 2.8 existieren nicht-adjazente Knoten 4, j, so dass der Graph
H = G + {i,j} chordal ist und nach Lemma 2.7 gibt es eine maximale Clique K
in H, die 1, j, sowie alle zu beiden adjazenten Knoten, enthélt.

Sei B = [V(K)|V(K)] eine quadratische Untermatrix von A. B ist partiell positiv
definit, da A partiell positiv definit ist. Der Spezifikationsgraph von B ist ein voll-
stdndiger Graph, bei dem eine Kante fehlt. Nach Lemma 3.7 kann man also B zu
einer positiv definiten Matrix vervollstandigen. Also kénnen wir den (4, j)-ten Ein-
trag von A so definieren, dass die daraus resultierende Matrix positiv definit ist. Der
Spezifikationsgraph von dieser Matrix ist H, also chordal. Mehrfaches Anwenden
dieses Argumentes liefert die Behauptung.

: Indirekt. Angenommen, G ist nicht chordal. Dann hat G den Kreis Cy also indu-

zierten Untergraphen, welcher nach Lemma 3.5 nicht positiv vervollstandigbar ist,
Widerspruch. q.e.d.
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YEntwicklung der Matrix A(1|n) nach der ersten Zeile und j-ten Spalte

Videt A(1n) = (=1)"* - (=1)

y - det A(lL,n|l,n) +a=(-1)""Ma+a=0.

n (3
det A(1,n|1,n



