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0 Motivation

Ziel ist es, mogliche Invarianten topologischer Rdume zu suchen, um diese voneinander
unterscheiden zu kénnen. Die Fundamentalgruppe m1 (bzw. hohere Homotopiegruppen
7, ) sind dabei oftmals kompliziert zu berechnen. Die Homologiegruppe H,,(X) ist einfa-
cher zu berechnen und gibt &hnliche Informationen iiber die topologischen Rdume preis.
Sie ist ebenfalls eine Invariante von topologischen Raumen.

1 Simpliziale Homologie

Sei X ein topologischer Raum.

1.1 Bemerkung. Nach einem Satz der Topologie kann man jede differenzierbare Man-
nigfaltigkeit triangulieren, d.h. "in Dreiecke zerlegen“. Einfachste Beispiele dafiir sind
Polygone. Einen Torus kann man wie folgt zerlegen:
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Idee nun: Verallgemeinere dies auf hohere Dimensionen.



1.2 Definition. Seien vy, ..., v, € X derart, dass {vi—vy,...,vr—v} linear unabhéngig
sind. Ein n-Simpler ist die kleinste konvexe' Menge im R"™, die die Punkte v; enthélt
(Notation: [vg, ..., vg]).

Der Standard-n-Simplex A™ ist [0, e1, ..., e,]. Ein Untersimplex heifst Facette oder Seite.
Die Vereinigung aller Seiten eines Simplexes heiflt Rand (90A™), das Innere von A™ heifst

offener Simplex (A™) (das Innere des 0-Simplex ist ein einzelner Punkt).

1.3 Beispiel.
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Vereinbarung: Kanten sind so orientiert, dass fiir ¢ < j auch v; — v; gilt.

1.4 Definition. X mit einer Familie von Abbildungen o, : A™ — X heifst A-Komplez,
wenn

(i) Ua|A°n ist injektiv und jeder Punkt aus X liegt im Bild von genau einer Einschran-

kung o, ]Aon.

(ii) Jede Einschriinkung von o, auf eine Seite von A" ist eine Abbildung o5 : A"~1 —
X.

(iii) Alle o, sind stetig.

Man kann also X als ,,Sammlung” von n-Simplizes jeglicher Dimension betrachten.

1.5 Beispiel. Der Torus (s.0.) hat zwei 2-Simplexe, drei 1-Simplexe, einen 0-Simplex,
d.h. man hat sechs 0,’s (man kénnte den Torus allerdings auch anders zerlegen).

1.6 Definition. Sei X ein A-Komplex und A, (X) die freie abelsche Gruppe, welche von
den offenen n-Simplizes €]} von X erzeugt wird. Elemente von A,, heifen n-Ketten und
konnen als Summe ), nqep bzw. Y nqaos (vgl. 1.4(i)) geschrieben werden (nq € Z).

Den Rand eines Simplexes kann man mit dem Randhomomorphismus
On : Ap(X) = Ap—1(X),
On(0a) = Z(_l)iaa|[vo,...,@-,...,vn]
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berechnen (aufgrund von 1.4(ii) wohldefiniert).

Fiir alle Punkte liegt auch die Verbindungsstrecke in der Menge



1.7 Beispiel. siche 1.3.
8A0 = [Uo], 8A1 = [’Ul] — [Uo], 8A2 = [1)1,1)2] — [’Uo, ’UQ] + [1)0,1)1]

8n—l

1.8 Lemma. Sei A, (X) On, Ap_1(X) — Ap—2o(X). Dann gilt O,—10,(0) = 0.

Beweis:
8n—18n(0) :Z(_l)i(_l)ja|[vo,...,@,...,@,...vn]
i<i
+ ) (D (=170 ug, 58y.05,0m]
J>1
Diese beiden Summen heben sich auf. q.e.d.

1.9 Bemerkung. (i) Wir kénnen eine Sequenz von Homomorphismen zwischen abel-
schen Gruppen aufstellen:

On On
i = Cp1 =B C 25 Cppey — -+

(11) 8n8n+1 =0<1Im 6n+1 C ker 8n

1.10 Definition. Der Quotient H,, = ker 9,,/ Im 0,,41 heifit n-te Homologiegruppe (wohl-
definiert wegen 1.9(ii)).

ker O, Zykel
Elemente von ¢ Im 0,41 p heiffen Réander . Zwei Représentanten der selben
H, Homologieklassen

Homologieklasse heifsen homolog.
Wenn C,, = Ap(X), heift HY(X) := H,(X) n-te simpliziale Homologiegruppe von X.
1.11 Beispiel. X = T2.

n = 0: Es gibt einen 0-Simplex, also einen Erzeuger von Ay(X). Die Randabbildung
ist die Nullabbildung, denn dja = b = dic = v —v = 0. Also HSX) =
ker80/1m81 == AO(X)/{O} ~ 7.

n = 1: 0; ist wieder die Nullabbildung. U =a+b—c = L.

HP(X) = A1(X)/0U ~ Z x Z, da {a,b,a+b— c} Basis von A1(X) ist. D.h. man
Jteilt” a + b — ¢ aus Aq1(X) raus und hat noch zwei Erzeuger [a] und [b].

n = 2: Es gibt keine 3-Simplizes, d.h. Im 83 = 0 = HL(X) = ker 0.

O(pU +qL) = (p+q)la+b—c) =04 p=—q = kerdy, = (U — L) unendliche
zyklische Gruppe, also isomorph zu Z.

Fiir n > 2 gilt H3(X) = 0, da z.B. Imds = 0 (es gibt keine 4-Simplizes) und
ker 03 = 0 (es gibt keine 3-Simplizes).



2 Singulare Homologie

Problem bei simplizaler Homologie: Man kann fiir einen topologischen Raum mehrere
Darstellungen als A-Komplex finden!

2.1 Definition. Ein singuldrer n-Simplex von X ist eine stetige Abbildung o : A™ — X.
Sei C,, (X)) die freie abelsche Gruppe iiber der Menge der singuléren n-Simplizes (singuldre
Kettengruppe). Elemente von C),(X) heifen singulire n-Ketten.

Die Randabbildung wird, wie in Abschnitt 1, wiefolgt definiert:
On : Cn(X) — Cn,I(X),
On(0) =Y (=1)0ltug, . i, 00

)

Ebenso analog bezeichnet H,,(X) := ker 0,/ Im 0,41 die singulire n-te Homologiegruppe.

2.2 Satz. Sei X = UyX, die Zerlegung von X in Wegzusammenhangskomponenten.
Dann gilt

H,(X) ~ @D Ho(Xa).

2.3 Satz. (i) Sei X # 0 wegzusammenhdngend. Dann gilt Hy(X) ~ Z.

(it) Sei X beliebig. Dann gilt Hyo(X) ~ @, Z, v = § Wegzusammenhangskomponenten.

Beweis:

(i) Ho(X) = Cp(X)/Im0;, da 0y = 0 grundsétzlich. Definiere Homomorphismus ¢ :
Co(X) = Z, >, nioi — Y, n; (surjektiv, wenn X # ().

Behauptung: kere = Imd; (dann wiirde nach Algebra folgen, dass e einen Iso
Hy(X) — Z induziert).

»D% Sei 0 : Al — X ein sing. 1-Simplex, dann: £(81(0)) = (0f,] — 0lpy)) =
1-1=0.

#C Sel e (D0, i) =06 . n; =0 ().

Die 0;’s sind sing. 0-Simplizes, d.h. Punkte von X (Elemente von Cy(X)). Sei nun
g € X und oy der 0-Simplex mit Bild zy. Betrachte nun Pfade 7; : I — X
von xq fest zu o;(vp). Wir kénnen 7; als einen sing. 1-Simplex auffassen (stetige
Abbildung 7; : [vg,v1] = X) und dann gilt 07 = 0; — 0p. Somit 01 (3, nimi) =

Zz’ n;o; — Zz n;oo (_i) Zz n;o; € Im 0.
(i) folgt sofort aus 2.2 und (i). q.e.d.



3 Homotopie-Invarianz

Ziel: Zeige, dass homotopiedquivalente Rdume isomorphe singuldre Homologiegruppen
haben.

3.1 Bemerkung. Sei f : X — Y eine Abbildung. Dadurch wird ein Homomorphismus
[t definiert via
fr :Cp(X) = Cp(Y), o= foo:A" =Y.

Da die Gleichung fy0 = Of; gilt, heift f; Kettenabbildung, denn wir erhalten folgendes
kommutatives Diagramm:

1 (X) 2 O (X)) — 2 Oy 1 (X) —— -

e C
fnl fni ful
0 0

S n+1(Y) ch(y) - n—l(Y> -

Man tiberlegt sich, dass fy Zykel zu Zykel und Rénder zu Riander abbildet = f; induziert
Homomorphismus f, : H,(X) — H,(Y).

3.2 Satz. Seien f,g: X — Y homotop. Dann gilt f. = gx.

Beweis: (Skizze). Sei f zu g homotop, mittels Homotopie H : X x [0,1] — Y. Sei
la] € Hy(X), z.z. f«([a]) = g«([a]), .d.h. fy(a) — gs(a) € Im Dy n41, also b € Crp 1 (V) :
fia) = gy(a) = Oy.n41(b).

Betrachte die Homotopie H(z,t). Es gilt H(x,0) = f(z) und H(x,1) = g(z). Fiir jedes
feste ¢ kénnen wir nun aber eine Abbildung H(:,t); definieren (da H(:,t) : X — Y).
Wenn wir diese alle zusammenfassen, erhalten wir einen Zylinder in Y, der fi(a) mit
gy(a) verbindet. Der Mantel dieses Zylinders besteht aus singuléren Simplizes, d.h. er ist
das gesuchte b. Der Rand von b ist gerade fy(a) — g4(a). q.e.d.

3.3 Korollar. Sei f : X — Y eine Homotopiedquivalenz. Dann sind die Abbildungen
fe : Hy(X) — Hp(Y) Isomorphismen fir alle n.

4 Die Aquivalenz zwischen simplizialer und singularer
Homologie

4.1 Definition. Sei A C X. Sei Cy, (X, A) := C,,(X)/Cr(A) (Ketten in A sind also trivial
in C,(X,A)). Wir kénnen alles wie vorher definieren (9 ist die induzierte Abbildung)
und so ist Hy, (X, A) :=ker 9,/ Im 0,11 die relative Homologiegruppe.

i Algebra: 8 : Cn(X) — Crn_1(X) induziert 9 : Cn(X)/Cpn(A) = Cn_1(X)/Cn-1(A), d([a]) = [0'q].



4.2 Bemerkung. Klassen aus H, (X, A) werden von relativen Zykeln repréasentiert: n-
Ketten o € Cp,(X) mit da € Cp,—1(A).

4.3 Definition. Ein Kettenkomplex heiflt ezakt, wenn ker 9, = Im 0,41 fiir alle n. Die
Homologiegruppen exakter Sequenzen sind trivial.

Man kann zeigen:

4.4 Satz. Die Sequenz von Homologiegruppen
o Hy(A) 25 Hoy(X) 25 Ho(X, A) -5 Hy 1 (A) -5 Hyy(X) — -

st exakt. Dabei ist v die kanonische Finbettung, m der kanonische Epimorphismus, tyx und
s wie in 3.1 und O die Randabbildung mit O[a| = [Oa].

4.5 Bemerkung. Man sieht hier deutlich: Die relativen Homologiegruppen H, (X, A)
ymessen” die Differenz zwischen H,(X) und H,(A), denn: H,(X,A) = 0 & ¢, ist Iso
(aufgrund der Exaktheit).

4.6 Bemerkung. Man kann die Begriffe rund um die relative Homologie genauso auf die
simpliziale Homologietheorie iibertragen und somit eine Verbindung zwischen simplizialer
und singuldrer Homologie herstellen.

Sei X ein A-Komplex. Die Kettenabbildung A, (X) — C,(X), welche jedem n-Simplex
von X seine charakteristische Abbildung o : A™ — X € C,,(X) zuordnet, induziert einen
kanonischen Homomorphismus H2(X) — H,(X).

4.7 Hauptsatz. Der in 4.6 induzierte Homomorphismus ist ein Isomorphismus.

Beweis:

a) X sei endlich-dimensional (Dimension eines A-Komplexes: die hochste Dimension der
Simplizes aus denen er besteht) und A = ). Fiir X*lergibt sich folgendes Diagramm
exakter Sequenzen (vgl. 4.4).

Hyyy (X%, XF1) — H (XM — HR (XF) — Hp (X*, X471 — HR (X5

ia ] ie 3 ie

B (0, S O —— () —— SR, R - (]

Zuerst zeigen wir, dass a und d Isos sind:

Die simpliziale Kettengruppe A, (X*, X*~1) ist null fiir alle n # k und freie abelsche
Gruppe iiber alle k-Simplizes von X, wenn n = k (Man betrachtet die offenen n-
Simplizes aller Simplizes mit Dimension < k, wobei die Simplizes mit Dimension
< k — 1 trivial sind). Fiir H5 (X*, X*~1) gilt dann dasselbe.



Fiir die singulire Homologiegruppe kann man ebenfalls zeigen, dass H,(X*, X*~1)
gleich null ist fiir alle n # k und freie abelsche Gruppe iiber die charakteristischen
Abbildungen aller k-Simplizes in X fiir n = k. Daraus folgt, dass H5 (X", X*~1) —
H,(XF, X*=1) Iso ist.

Mittels Induktion wird gezeigt, dass b und e Isomorphismen sind und mittels dem
sogenannten Fiinfer-Lemma folgt, dass dann auch ¢ Iso sein muss.

X ist unendlich-dimensional. Hierzu benétigen wir folgenden Satz: ,Eine kompakte
Menge in X kann nur endlich viele offene Simplizes in X schneiden.“

Zuerst zeigen wir, dass H5(X) — H,(X) surjektiv ist: Sei z ein Reprisentant der
dazugehorigen Klasse in Hy,(X) (d.h. z ist ein n-Zykel). z ist eine endliche Linear-
kombination singuldrer Simplizes mit kompaktem Bild, d.h. sie schneiden nur endlich
viele offene Simplizes in X. Aus diesem Grund sind sie in X* enthalten (fiir irgendein
k). Wir haben oben gezeigt, dass H2(X*) — H,(X¥) Iso ist, insbes. auch surjektiv,
also ist z zu einem simplizialen Zykel in X* homolog, also auch in X.

Nun die Injektivitat:Sei z ein simplizialer n-Zykel aus dem Kern von H,A(X) —
H, (X), also auch der Rand einer singuldren Kette in X (z ist in H,,(X) trivial). Diese
Kette hat ein kompaktes Bild und muss (s.0.) in einem X* liegen. Da HA(X*) —
H,(XF) injektiv ist (s.0.), ist z dort trivial (ein simplizialer Rand in X*) also auch
in X. q.e.d.
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fii xF: k-Skelett von X, d.h. alle Simplizes mit Dimension kleiner gleich k



