Wintersemester 2010/2011

3. Ubungsblatt zur Algebra

Abgabe: Do, 11.11.2010, bis 18 Uhr, Lahnberge, Briefkdsten Ebene D6

1. Sei G eine Gruppe, deren Elemente samtlich eine Ordnung < 2 haben. Zeigen
Sie:

(i) G ist abelsch.

(ii) Ist G endlich, so ist ord G eine Potenz von 2.

2. (i) Seien G eine Gruppe und H eine Untergruppe von G. Es gelte [G : H| = 2.
Dann folgt H < G.

(ii) Seien G eine Gruppe und k € IN. G besitze genau eine Untergruppe H
mit [G : H] = k. Dann folgt H < G.

3. Seien G,G',G" Gruppen. Seien 7 : G — (G’ ein Homomorphismus und
0: G — G” ein Epimorphismus. Zeigen Sie:

(i) Gilt Kern ¢ C Kern 7, so gibt es einen eindeutig bestimmten Homomor-
phismus 0 : G — G’ mit 7 = 0 0 p.
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(ii) Es gelte Kern o C Kern 7. Dann folgt:

o

G/I

Ist 7 surjektiv, so ist auch o surjektiv.

(iii) Gilt Kern ¢ = Kern 7, so ist o injektiv.
4. Sei G eine Gruppe. Fiir Elemente a,b € G heifit
[a,b] := aba™*b~"

der Kommutator von a,b. Die von allen Kommutatoren [a,b] mit a,b € G
erzeugte Untergruppe von G wird mit [G, G| bezeichnet. Sie heifit die Kom-
mutatoruntergruppe von G. Zeigen Sie:

(i) [G,G] <G und G/[G7 ()] ist abelsch.

(ii)) Sei 7 : G — G/[G7 (] die kanonische Projektion. Ist ¢ : G — A ein
Homomorphismus von G in eine abelsche Gruppe A, so existiert genau
ein Gruppenhomomorphismus v : G / G.G] — Amit p = om.
(Anleitung: Benutzen Sie Aufgabe 3.)



