Wintersemester 2010/2011

10. ["Jbungsblatt zur Algebra
Abgabe: Do, 20.01.2011, bis 17 Uhr, Lahnberge, Briefkasten Ebene D6

1. Sei R ein Integritatsbereich. Sei n € N, n > 2. Fir rq,...,r, € R heifit
ein Element v € R kleinstes gemeinsames Vielfaches (kgV) von ry,...,7,
genau dann, wenn folgende beiden Bedingungen erfiillt sind:

() Vi (1 <i<mn)gilt r|v
(B) Ist u € R ein gemeinsames Vielfaches der r;, d.h. gelte Vi (i < i < n)
rilu, so folgt v|u.

Zeigen Sie: Ist R ein Hauptidealring, so gibt es fiir jedes n-Tupel (rq, ..., r,)
von Elementen r; € R ein kgV v. Ist v # 0, so gilt: v ist bis auf
Assoziiertheit eindeutig bestimmt.

Wie 1&8t sich das Ideal (v) in Abhéngigkeit von (ry), ..., (r,) darstellen?

2. Sei R ein ZPE-Ring. Sei P ein vollstandiges Reprasentantensystem fiir die

Menge der Primelemente von R. Sein € IN. Fiir¢ =1,...,n seien
T = & Hp”p(ﬁi)
peP

die Primfaktorzerlegungen der Elemente rq,...7r, € R\{0}.
Zeigen Sie: ggT(ry,...,r,) und kgV(ry, ..., r,) existieren, und es gelten

ggT i, H pmm{yp i)}
peP
kgV (rq, ... H pmaX{’/p ri)}

peP



3. Sei R ein euklidischer Ring. Seien a1, as Elemente aus R mit as # 0. Wir
definieren die Folge by, by, bo, b3, . .. induktiv durch by = a1, by = as und fir
1>1

b Rest von b;_1 bei Division durch b;, falls b; £ 0
FLT 0 falls b = 0.

(1) Zeigen Sie: Es gibt einen kleinsten Index ig € IN mit b;,+; = 0. Fiir
diesen Index ig gilt b; = ggT (a1, az). Der Algorithmus liefert Elemente
c1,Co € R mit

bio = C1a1 + C20a9.

(ii) Seien a und b ganze Zahlen. Zeigen Sie: Die diophantische Gleichung
ax +by =c

ist genau dann durch Elemente (x,y) € Z? 16sbar, wenn gilt ggt (a, b)|c.

(iii) Bestimmen Sie sdmtliche Losungen (z,y) € Z? der diophantischen

Gleichung
102z + 90y = 108.

4. Sei R ein Integritatsbereich. Zeigen Sie: die folgenden Aussagen sind
aquivalent.

(i) R ist ein ZPE-Ring
(ii) In R gilt der Teilerkettensatz fiir Elemente und jedes irreduzible Ele-
ment ist Primelement.
(iii) In R gelten der Teilerkettensatz fiir Elemente und dariiber hinaus die
folgende Bedingung;:
Ist r € R\{0}, r ¢ E(R) und gelte

r=pir-..."Ps=4q1-..."qt
mit irreduziblen Elementen pq,...,ps,q1,...,q:, so folgt s = ¢ und es
gibt eine Permutation 7 von {1,... s}, so dafl fir alle c mit 1 <o <'s

Po ZU (r(s) assozilert ist.



