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80. GRUNDLEGENDE NOTATIONEN

Notation Bedeutung

N Menge der natiirlichen Zahlen
/ Menge der ganzen Zahlen

Q Menge der rationalen Zahlen
R Menge der reellen Zahlen

C Menge der komplexen Zahlen

Homgk(V,W) Menge der Homomorphismen (linearen Abbildungen) von V nach W

Endk(V) Menge der Endomorphismen (lin. Abbildungen) von V (in sich)

M(m,n;K) Menge der mx n-Matrizen mit Eintrdgen aus K

GL(n;K) Allgemeine lin. Gruppe: Gruppe der invertierbaren nx n-Matrizen

SL(n;K) Spezielle lin. Gruppe: Gruppe der nx n-Matrizen mit Det. 1

E., O nxn-Einheitsmatrix, Nullmatrix

S, Symmetrische Gruppe (auch Permutationsgruppe) vom Grad n

A, Alternierende Gruppe (Grp. der geraden Permutationen) vom Grad n

K[X] Polynomring: Menge aller Polynome mit Koeffizienten aus K und
Variablen X

V(4,p), V(4,4) |Eigenraum (Unterraum von V) zum Eigenwert 4 von ¢ (von A)

1o(X), x4(X) Charakteristisches Polynom von ¢ (von 4) € K[X]

Uo(X), 1a(X) Minimalpolynom von ¢ (von 4) € K[.X]

o) Gruppe der orthogonalen Endomorphismen von V

O(m;R) Orthogonale Gruppe: Gruppe der orthogonalen nxn-Matrizen
SO(n;R) Spez. orthog. Gruppe: Gruppe der orth. nxn-Matrizen mit Det. 1
V.,p) Euklidischer Raum V mit Skalarprodukt £
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§1. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

b a,x,+...+a,,x,=b,
ax+by=e .
(l.l)c +dy= (1 1.1)

a,x,+...+a,,x,=b,
T hv=0 a,x,+...ta,,x,=0
ax .
(.)c+dy (1.2.1) :
a,x,+...+a,,x,=0
Satz 1.1

Seien a, b, ¢, d, e und freelle Zahlen. Seid(a ,b, ¢, d)=ad —bc und L die Lésungsmenge des
lin. Gleichungssystems (1.1).

Dann gilt:

1.a) Fiir (a,b,¢,d)=(0,0,0,0) und (e, /)#(0,0) ist L=8

1.b) Fiir (a,b,¢,d)=(0,0,0,0) und (e ,f):(0,0) gilt:

e

2.a) 1) Fiir (a,b,¢,d)#(0,0,0,0) und a#0 gilt im Falle 4(a,b,c,d)=0und
Ala,e,c, f)=

- (%(e—bt)

t

teR

2.a) ii) Fiir 4(a,
2.b) Fiir 4(a,
(

4

—/| 4
L 4
4

Satz 1.2
Das homogene Gleichungssystem (1.2.1) besitzt stets die triviale Losung x=0.

Sind x und y Losungen von (1.2.1) = x+ y ist Losung von (1.2.1)
Ist x Losung von (1.2.1) =V ¢ € R: c¢-xist Losung von (1.2.1)

Satz 1.3

Man erhilt sdmtliche Losungen des inhomog. Gleichungssystems (1.1.1), indem man zu einer
speziellen Losung von (1.1.1) alle Losungen des zugehorigen homog. Systems (1.2.1) addiert.
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Satz 1.4
Cii o Gy 0 ... 0
Sei C=| : s e M(m,n, K) mit C#|: : |=0.
Comi o+ Cun 0 ... 0
Dann gibt es ein # € N mit 1<r<min{m,n| und ganze Zahlen Jj,,..., j, mit

1<j,=<...<j,<n,so dass C durch mehrfaches Anwenden elementarer Zeilenumformungen in
eine Matrix D der Gestalt

Ji Js j,
0O ... 01 = ... %« 0 % ... x 0 = ... =
0o ... 0 .0 1T x ..ox 0 x ... x|z
p=lo . 0 .. 0 .. 01 « . x| iberfihrtwird
0 ... 0 0 0 ee. 0 fen).
0 0 0 0 0

Folgerung 1.5

Ein lineares Gleichungssystem
a,x,+..ta,, x,=b,

In"n
a x1+ Aa,,x,= b
lasst sich durch elementare Urnforrnungen und geeigneter Umnummerierung der Variablen in

ein dquivalentes System
X, to.+d %, td,,x —b'

In"n

J— [
xk+dkk+1xk+1+dknxn_b k

. uberfuhren.
0 = b k+1

0=b"'

m

Folgerung 1.6

Ein homogenes lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen in » Unbestimmten und mit
m<n 1st stets nichttrivial 16sbar.

Folgerung 1.7
Ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen in » Unbestimmten und m=n,

dessen zugehoriges homogenes Gleichungssystem eindeutig 16sbar ist, besitzt genau eine
Losung.
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82. VEKTORRAUME

Definition 2.1

Sei M eine nichtleere Menge. Unter einer Verkniipfung  auf M versteht man eine Vorschrift,
durch die jedem Paar (a,b) € MXM ein Element a ©b € M zugeordnet wird.

Definition 2.2

Sei G eine nichtleere Menge. Sei © eine Verkniipfung auf G.
Das Paar (G, ° ) heiBt Gruppe

(=4
1. oistassoziativ: Va,b,c € G: ao(boc)=(aob)oc
2. Existenz eines (links-)neutralen Elements:
deeG: YVaeG: eca=a
3. Existenz eines (links-)inversen Elements:
deeG: YVaeG: Ja’'e€G: aca'=e
Gilt zusétzlich
4. Ya,be G: acb=boa,
dann heiBt (G, ) abelsche/kommutative Gruppe.

Lemma 2.3

Sei (G, ©) eine Gruppe.
Dann gilt:
1. de€G: YaeG: ace=a (rechtsneutrales Element)
deeG: YaeG: Ja'eG: a'ca=e(rechtsinverses Element)
Das Element e in Def. 2.2. 2. ist eindeutig bestimmt.
Zu jedem a € G ist das Element @' nach 2.2. 3. eindeutig bestimmt: ¢ "=~
YaeG: (a')'=a
Ya,beG: (aob) '=b"og™
6. Y a,b € G gilt: die Gleichungsn @ cx=b und yoa=b sind eindeutig l5sbar.

1

el

Definition 2.4

Seien M, und M, zwei nichtleere Mengen. Eine Zuordnung f - M, =M, welche jedem
Element x € M, genau ein Element f (x) € M, zuordnet, heiBt Abbildung fvon M, in M,.
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Definition 2.5

Sei K eine nichtleere Menge. Auf K seien zwei Verkniipfungen + und - definiert.
Das Tripel (K, +,) heiit Kérper

(=4
1. (K,+) ist eine abelsche Gruppe mit dem neutralen Element 0.
2. (K\{0},-) ist eine abelsche Gruppe mit dem neutralem Element 1.
3. Es gelten die Distributivgesetze:
Ya,b,ceK: a(b+c)=ab+a-c
(a+b)-c=a-c+b-c
Lemma 2.6

Sei (K, +,-) ein Kérper. Dann gilt:
1. VaeK: a-:0=0-a=0
2. YVae€eK: l.a=a-l=a
3. Die Gleichung a-b=0 impliziert: a=0Vb=0
4, YaeK: —a=(—-1)a

Definition 2.7

Sei (V,+) eine abelsche Gruppe und (K, +,-) ein Korper.
Das Quadrupel (V,K, ®,0) heiBt K-Vektorraum
=
1. YVa,beK,VveV: (a-b)ov=a0(bov)
2. VveV: lov=y
3. VaeK: Vy,weV: ao(vow)=(a0v)®(adw)
4. Ya,beK: YveV: (a+b)ov=(a®v)d(bOV)
Zur Unterscheidung:
e ©:K XV —V Multiplikation eines Vektors aus V mit einem Skalar aus K
e ®:VXV—-YV Addition zweier Vektoren aus V
e - KXK — K Multiplikation zweier Skalare aus K
e +.:K XK —K Addition zweier Skalare aus K
Im weiteren Verlauf wird der Unterschied zwischen ®und- bzw. @ und + nur noch in
speziellen Einzelféllen beriicksichtigt.

Satz 2.8

Sei V ein K-Vektorraum. Dann gilt:
1. VveVv: 0-v=0
YaeK: a0=0
2. YaeK,VveV: (—a)v=—(av)=a(—v)
insbesondere gilt: (—1)-v=—v
3. av=0  a=0vv=0
4, YaeK,Vv,weV: a(v-w)=aw-aw
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Definition 2.9

Sei V ein K-Vektorraum.
1. SeiUcV
U heiBt bei den linearen Operationen abgeschlossen, wenn gilt:
Yu,veU: u+ve Uund
VceK,VueU: cuelU
2. Eine Teilmenge UcV heifit K-Unterraum von V, wenn gilt:
(U,K, +,) ist selbst wieder ein Vektorraum.

Folgerung 2.10

Sei UcV eine Teilmenge des K-Vektorraums V. Dann gilt:
U ist Unterraum von V < U# & und U ist bei den linearen Operationen abgeschlossen

Lemma 2.11

Sei V ein K-Vektorraum und U, U, Unterrdume von V.
Dann gilt:
1. U,NU, ist Unterraum von V.
2. U,+U, :={u1+u2 | u, € U, u, € U,| ist Unterraum von V.

Allgemeiner:
Ist (U,), <, eine Familie von Unterrdumen von V, dann gilt:

1. N U, ist Unterraum von V.
i€l

2. UA+U, mit i, j € Iist Unterraum von V.
Folgerung 2.12
Sei McV eine Teilmenge des K-Vektorraums V. Dann ist der Durchschnitt der Unterrdume

U von V, welche M enthalten, ein Unterraum von V. Diesen Unterraum nennt man den von M
erzeugten Unterraum (M ). M heif}t hier deswegen Erzeugendensystem von (M ).
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83. LINEARKOMBINATIONEN, BASEN

Definition 3.1

Sei 7 eine endliche Menge (Indexmenge) und V ein K-Vektorraum. Die Abbildung
f:I-V
i— fi)=v;

bezeichne mit (v;), <, eine Familie von Vektoren aus V.

Definition 3.2

Sei V ein K-Vektorraum.
1. Sei(v;), o, eine Familie von Vektoren aus V.
Ein Vektor v € V heiBt Linearkombination von (v;), ¢,
& es gibt eine endliche Teilmenge {7, ..., i,/</ und Elemente ¢,, ..., ¢, € K, so dass
gilt:
v=cw, +...+c, v,
2. Sei M# 8 eine Teilmenge von V.
Ein Vektor v € V heif3t Linearkombination von M
< es gibt endlich viele Vektoren vy, ..., v, € M und Elemente ¢, ..., ¢, € K, so dass
gilt:
v=c,v,+...+c,v,

Satz 3.3

Sei M eine nichtleere Teilmenge des K-Vektorraums V. Dann besteht (M) genau aus den
Linearkombinationen von M.

Definition 3.4
Sei V ein K-Vektorraum und v, ..., v, Vektoren aus V.
1. v{,...,v, heilen linear unabhingig (liber K)

e Ve,...,c,€Kmit(c,...,c,)#(0,...,0):
cyvit...+c,v,#0
[oder: ¢, v, +...+¢,v,=0 = ¢,=...=¢,=0]

2. vy,...,v, heiBen linear abhingig

< 3dc¢,,...,c, € Kmit (¢,...,c,)#(0,...,0):
cvit...+c,v,=0
[oder: 0 ist nichttriviale Linearkombination von v, ..., V,]
[oder: Vy,...,V, sind nicht linear unabhingig]
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Definition 3.5

Sei V ein K-Vektorraum und (v;), < ; eine Familie von Vektoren aus V.
1. (v;); <, heiBt linear unabhingig (iiber K)
& fiir jede endliche Teilmenge J <1, etwa J={j,,..., j,}, gilt:
die Teilfamilie (v;); , ist linear unabhingig
2. (v;); <, heiBt linear abhingig.
& es gibt eine endliche Teilmenge J <1, etwa J ={ j,,-.., j,/, so dass gilt:
die Teilfamilie (v;); , ist linear abhingig.

Lemma 3.6

Sei V ein K-Vektorraum und (v;), < ; eine Familie von Vektoren in V. Dann gilt:
1. (v;); <, ist linear abhingig
e diel: v, € <(vi)i€1\{i0}>
2. (v;); <, ist linear unabhéngig
< entweder /=0
oder jeder Vektor v € (v,); <, ldsst sich in eindeutiger Weise als
Linearkombination von (v;), < ; darstellen.

Definition 3.7
Sei V ein K-Vektorraum und U ein Unterraum von V. Eine Familie (#;), < ; in U heiBt

Erzeugendensystem von U < U = ((#;), ).
U heiBt endlich erzeugt < U besitzt ein endliches Erzeugendensystem.

Definition 3.8

Sei V ein K-Vektorraum und (v;), < ; eine Familie von Vektoren in V.
Fiir J < sei (v;);c , die entsprechende Teilfamilie. Dann gilt:
(v ,-) ;e heillt maximale linear unabhéngige Teilfamilie von (v j) jes

=

1. (v;);c, ist linear unabhingig.

2. Fiir jede Teilmenge J ' mit J C J'S/ gilt: (v;), . ist linear abhiingig.
Lemma 3.9

Sei V ein K-Vektorraum, M ' eine Teilmenge von V und M eine maximale lin. unabhéngige
Teilmenge von M . Dann gilt: (M ')=(M).
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Definition 3.10

Sei V ein K-Vektorraum und M eine Teilmenge von V.
M heiflit Basis von V < M ist linear unabhingig und ein Erzeugendensystem von V.

Satz 3.11

Sei V ein K-Vektorraum und M eine Teilmenge von V.
Dann sind dquivalent:

1. M ist Basis von V.

2. M ist minimales Erzeugendensystem von V.

(dh.(M)=V A M'CM = (M")#V)

3. M ist maximale linear unabhéngig Teilmenge von V.
4. Fiir jedes Erzeugendensystem M ' von V mit McM ' ist M maximale lin. unabhéngige
Teilmenge in M .
5. Es gibt ein Erzeugendensystem M ' von V mit McM ', so dass M maximale lin.
unabhingige Teilmenge in M ' ist.
Ist zusétzlich V#{ 0}, so ist weiter dquivalent:
6. Jeder Vektor v € V lisst sich eindeutig als Linearkombination von M darstellen.

Folgerung 3.12 (Basisauswéhlsatz)

Sei V ein K-Vektorraum mit einem endlichen Erzeugendensystem (v, ..., v,).
Dann gibt es eine Teilfamilie (V; ,-.-,v; ) von (v, ..., v,), die eine Basis von V ist.

Lemma 3.13 (Austauschlemma)

Sei V ein K-Vektorraum mit der endlichen Basis B=(v,,...,v,).
Seiw=wv,+...+w, v, (w, € K)ein Vektor in V mit w,, #0.
Dann ist auch {Vy,---, ¥,y_1, W, ¥,pq,---, v, | eine Basis von V.

Folgerung 3.14 (Austauschsatz von Steinitz)

Sei V ein K-Vektorraum mit der endlichen Basis B=(v,,...,v,).

Sei (W, ..., w,] eine lin. unabhiingige Teilmenge von V. Dann gilt:
1. k<n

2. esgibtiy,....i,  mit 1 <i<...<i, ,<n so dass {Wl,---,Wk,v,-l,---,v,-ﬂ} eine Basis
von V ist.
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Definition 3.15

Sei V ein K-Vektorraum. V heilit endlich erzeugt < V hat ein endliches Erzeugendensystem.

Folgerung 3.16

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann gilt:
1. V besitzt eine Basis mit endlich vielen Elementen.
2. Je zwei Basen B, und B, von V enthalten gleich viele Elemente.

Definition 3.17

Die nach Folgerung 3.16 eindeutig bestimmte Méchtigkeit einer Basis des K-Vektorraums V
heifit Dimension von V (DimV).

Folgerung 3.18

Sei V ein K-Vektorraum mit DimV = n (<©).
Dann gilt fiir jeden Unterraum U von V: DimU < DimV.
Aus DimU = DimV folgtU=V.

(hier ist die Voraussetzung DimV = n <00 wesentlich!)

Folgerung 3.19

Sei V ein K-Vektorraum mit DimV = x. Sei U ein Unterraum von V mit DimU = k.

Sei {Vl,--., v,,} eine Basis V und {ul,..., uk} eine Basis von U.
Dann lésst sich {#, ..., u, | durch Hinzunahme geeigneter Elemente ¥, » --- V; _ mit
1<i,<...<i, ,<naus{v,,...,v,} zu einer Basis von V erginzen.

Satz 3.20 (Dimensionsformel)

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum sowie U, und U, Unterrdume von V. Der
Unterraum U, + U, sei wie in 2.11 definiert.
Dann gilt: Dim(U,+U,) = DimU, + DimU, — Dim(U,NU,)

Folgerung 3.21

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und U ein Unterraum von V.
Dann gibt es einen Unterraum W von V mit

. U+w=V

2. UnwW={0]
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Definition 3.22

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum sowie U und W zwei Unterrdume von V.
V heiflt direkte Summe aus Uund W (V=U & W)

=
. U+W=V
2. Unw=/0]
Satz 3.23

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit zwei Unterrdumen U und W.
Dann sind dquivalent:
I. v=Ue®& W
2. jedes Element v € V lésst sich in eindeutiger Weise als v=u+w mit # € U und
w € W darstellen.
3. V=U+ W und DimV =DimU + DimW

4. UNW={0} und DimV = DimU + DimW
Definition 3.24
Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Sei F =v,,..., v, eine Familie von Vektoren aus V.
F hat den Rang r < der aus F erzeugte Unterraum (vy,..., v, hat die Dimension r.
Definition 3.25
Sei (v, ...,v,,) eine Familie von Vektoren aus dem K-Vektorraum V. Unter einer elementaren
Umformung von (vy,...,v,) versteht man eine der drei folgenden Operationen:

1. Vertauschung zweier Vektoren des m-Tupels
2. Firi,j(1<i,j<m)miti#:

Ersetzen von v, durch v, +a-v; (a € K)
3. Firi(1 <i=<m):
Ersetzen von v; durch a-v; (a € K\{0})
Lemma 3.26

Der Rang eines m-Tupels von Vektoren dndert sich bei elementaren Umformungen nicht.
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Satz 3.27
Sei V ein endlichdim. K-Vektorraum mit Basis (b, ..., b,).
Sei (vy,...,v,,) ein m-Tupel von Vektoren aus V.
Dann lisst sich (v, ..., v,,) durch Anwendung elementarer Umformungen und ggf. nach
geeigneter Umnummerierung der Basis (b, ..., b,) in ein m-Tupel (v',,...,v",) iiberfiihren,

welches bzgl. (b, ..., b,) eine Koordinatenmatrix der Form
1.

. (r+l1). (n—r).

D O | O

~ |0 1 * | besitzt.
1) | O 0 0 0
(m—r) 0 0 0 0

Es gilt ferner: Rang(v,,....v,) =r.

Definition 3.28
an Ay
Sei A=| : CleMm(m, n;K).
aml amn
Seien u,,...,u, € K" die Spaltenvektoren und w,, ..., w,, € K" die Zeilenvektoren in A.
Dann heif3t Rang(#, , ..., #,) Spaltenrang und Rang(w,, ..., w,,) Zeilenrang von 4.

Analog zu 3.25 gilt: der Spaltenrang ist bei elementaren Spaltenumformungen invariant.

Lemma 3.29
Sei A € M(m,n; K). Dann gilt:

Der Zeilen- und Spaltenrang von A4 dndert sich bei elementaren Zeilen- und
Spaltenumformungen nicht.
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Satz 3.30

Jede Matrix 4 € M (m, n ; K) lasst sich durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen
in eine Matrix der Gestalt

1. r.o(r+1). (n—r).

o1 ... 0 0 ... 0

- |0 1 0 ... O] berfiihren.
TN 00 ... 0
(m—r). 0 0 0 0

Dabei gilt: 0 < » < min{m, n}
Spalten- und Zeilenrang von 4 stimmen iiberein. Der gemeinsame Wert ist Rang(4) = » und
heiit Rang von A.

Satz 3.31

Das inhomog. lineare Gleichungssystem
a,x,+...+ta,, x,=b, ayy ... day, a, ... a;, b
: ist 1osbar < Rang| : | =Rang
a,x,+...+a,,x,=b, a a a

ml - mn ml mn m
d.h. wenn der Rang der Koeffizientenmatrix mit dem Rang der erweiterten
Koeffizientenmatrix iibereinstimmt.
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84. LINEARE ABBILDUNGEN

Definition 4.1

Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Sei ¢ : V — W eine Abbildung.
¢ heilt (K-)linear <

1. Vv,weV: p(v+w)=¢p(v)+o(w)

2. VveV,VaeK: gplav)=a¢(v)

Lemma 4.2

Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Sei ¢ - V — W eine Abbildung. Dann gilt:
@ ist linear < Vvl, v, € V, Val ,0, € K:
(o v, +a,v,)=0,0(v,)+a,0(v,)
Ist ¢ weiterhin linear, dann gilt:
¢(0)=0 und p(—v)=—p(v)

Lemma 4.3

Seien U, V und W drei K-Vektorrdume. Seien ¢ : U—V und y : V — W lineare Abbildungen.
Dann ist auch w(¢)=w o ¢ :U—>W linear.

Definition 4.4

Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Sei ¢ - V — W eine lin. Abbildung.
® heiBt [somorphismus < ¢ ist bijektiv
V und W heillen isomorph (V=W) < es gibt einen Isomorphismus ¢ .V —->W

Satz 4.5

Sei V ein K-Vektorraum mit DimV=n.
Dann ist V zu K" isomorph (V=K").

Seien V und W zwei endlichdimensionale K-Vektorrdume. Dann gilt:
V=W < DimV =DimW

Satz 4.6
Sei V ein K-Vektorraum mit Basis (b,,-..,b,). Sei W ein beliebiger K-Vektorraum.
Dann gilt:

Zu jedem n-Tupel von Vektoren (4, ..., a,) in W gibt es genau eine lineare Abbildung
¢0:V->Wmite(b;)=a; (i=1,...,n).
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Lemma 4.7

Seien V und W zwei K-Vektorrdaume. Sei McV eine Teilmenge von V. Sei ¢ : V — W eine
lin. Abbildung.
Dann gilt: ¢ ((M))=(¢ (M))
Insbesondere gilt:
e Das Bild ¢(U) eines Unterraums U von V ist ein Unterraum in W.
Ist U endlichdimensional, so gilt: DimU > Dimg (U)
e Das Urbild ¢ '(U") eines Unterraums U ' von W ist ein Unterraum in V.

Definition 4.8

Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Sei ¢ - V — W eine lin. Abbildung.
Dann heif3t
e ¢ '([0}) Kern von ¢ (Kerng), fiir das gilt:
Kerng =[v € V[p(v)=0,
o (weW|3veV:p(v)=w|Bild von ¢ (Bildyp),

e Dim(Kerng) Defekt von ¢ (Defp) oder Corang (Corangg) von ¢,
e Dim(Bildy) Rang von ¢ (Rangg).
Falls DimW <o : Falls DimV <oo:
Rang p <DimW Rang p <DimV
Rang ¢ < min{DimV, DimW}
Satz 4.9

Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Sei ¢ : V — W eine lin. Abbildung.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. ¢ ist surjektiv

2. Ist B eine Basis von V, so gilt (¢(B))=W
Ist zusétzlich W endlichdim., so ist zusétzlich dquivalent:

3. Rangy = Dim(Bildg) = DimW

Folgerung 4.10

Seien V und W zwei K-Vektorriume. Gelte DimV=n. Sei B ={b,,...,b, | eine Basis von V.
Sei ¢ .V — W eine lin. Abbildung.
Dann gilt:

Rangp = Rang(¢(b,)...., ¢(b,)]
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Satz 4.11

Seien V und W zwei K-Vektorrdume.Sei ¢ - V — W eine lin. Abbildung.
Dann sind dquivalent:

1. ¢ istinjektiv

2. Kernp={0]}

3. Ist B eine Basis von V, so ist (p(b)), cp lin. unabhéngig
Ist zusétzlich V endlichdim., so ist zusétzlich dquivalent:

4. Rangg = Dim(Bildg) = Dim V

Satz 4.12 (Dimensionsformel fiir lin. Abbildungen)

Seien V und W zwei K-Vektorraume. Gelte DimV=n. Sei ¢ : V — W linear.
Dann gilt:

Bilde und Kerng haben endliche Dimension und

DimV = Dim(Bildg) + Dim(Kerng) (= Rangg + Defp)

Folgerung 4.13

Seien V und W zwei K-Vektorraume mit DimV = DimW = n. Sei ¢ : V — W linear.
Dann sind dquivalent:

1. ¢ ist ein [somorphismus

2. ¢ ist surjektiv

3. ¢ istinjektiv
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§5. LINEARE ABBILDUNGEN & MATRIZEN

Definition 5.1

Seien V und W zwei K-Vektorrdume mit DimV=n und DimW=m. Sei ¢ : V — W eine lin.
Abbildung. Sei B=(b,...., b,) Basis von V und C=(¢,,...,¢,,) Basis von W.

Dann heiBt die nach folgender Regel gebildete m xn-Matrix 4 mit Koeffizienten @;; € K
Koordinaten-matrix von ¢ bzgl. B und C:

It. Satz 4.6: ¢ ist eindeutig bestimmt durch die Werte auf der Basis B:
a,,....,a, € W: ¢(b)=a; (i=1,...,n)

Bzgl. Basis C dargestellt, ergibt dies den Term:

o(b)=a,=> a,c; (miteindeutig bestimmten a ;; € K)
i=1

ay, ... ay,
¢ fihrt zur Matrix 4= )
a ml e amn
Anmerkung: In 4 sind die Spaltenvektoren aus Spalte i genau die

Koordinatenvektoren der Elemente &; bzgl. der Basis C.

Lemma 5.2

M(m,n;K) bildet einen Vektorraum der Dimension m-n tiber K.

Definition 5.3

Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Dann bezeichnet man mit Homg(V,W) die Menge der
K-linearen Abbildungen (Homomorphismen) ¢:V —» W,

Lemma 5.4

Homg(V,W) trdgt in natiirlicher Weise die Struktur eines K-Vektorraums.

-19- © Marton Eifert 2008



Lineare Algebra I bei Prof. Dr. Schlickewei
Wintersemester 2007/08 Philipps-Universitit Marburg

Satz 5.5

Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Sei B=(b,, ..., b,) Basis von V und C=(¢,, ..., ¢,,) Basis
von W. Sei F eine Zuordnung, die einem Element ¢ € Homg(V,W) die Koordinatenmatrix A
von ¢ bzgl. B und C zuordnet.
Dann gilt:

F ist ein Isomorphismus zwischen Homg(V,W) und 9t(m,n;K).

Lemma 5.6
Sei o - K"— K" eine lineare Abbildung. & habe bzgl. (e,.....e,) und (e',,....e’,) die Matrix
all DY aln
A= :
a,, ... a,,
X . Y1 ”
Dann gilt fiir x=| : |€ K ' undy=| : |€K":
xn ym

n

a(x)=y o yi=ai1x1+...+amxnzz(al./.x/.) (i=1,...,n)
PR

(%) ay . dyy) (X agx,t...+a;,x,
alx)=Ax=|: S| = : =y
a X a x,+...+a; x,

Definition 5.7

Seien [/, m, n natiirliche Zahlen. Seien 4 € 9M(m,n;K) und B € M(/,m;K) Matrizen mit den
zugehorigen Abbildungen o :K”"—K"” und f:K"—K".

Dann ist die Matrix B-4 € 9MM(/,n;K) definiert als die Koordinatenmatrix der Abbildung
aof:K"— K'bzgl. der kanonischen Basen.
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Satz 5.8

Seien/,m,n € N. Sei 4=(a,,),~,-,, € M(m,n:K). Sei B=(,.),.,.; € M(,m:K).

l<g=<n 1<s<m

Dann ist das nach 5.7 definierte Produkt B-A=C=(y, j) 1<i<s € M(Ln;K) gegeben durch

I<j<n
m
VU:Z Biyoy firl<i<l, 1< j<n
k=1

Beim Produkt B-A ist wesentlich:
Anzahl der Zeilen in A = Anzahl der Spalten in B !

Folgerung 5.9

Seien U, V und W drei K-Vektorrdume mit DimU=r, DimV=m, DimW=/.
Seien B=(b,,....b,), C=(c,,...,c,) und D=(d,, ..., d,) jeweils Basen von U, V und W.
Seien ¢ . U—V und v : V — W zwei lineare Abbildungen. Die Koordinatenmatrix von ¢ bzgl.
B und C sei 4, die von y bzgl. C und D sei B.
Dann gilt:
B-A ist die Koordinatenmatrix von yo¢: U— W bzgl. Bund D.

Folgerung 5.10

Seien V und W zwei K-Vektorraume mit DimV = n = DimW.
Seien B=(b,,...,b,) und C=(c,, ..., ¢,) Basen von V bzw. W. Sei ¢ : V — W linear mit der
Koordinatenmatrix 4 € 9(n;K) bzgl. Bund C.

Dann sind dquivalent:
1. ¢ ist ein [somorphismus

2. zu A gibt es eine Matrix 47! € M(m;K) mit 4. 4 '=E,= 47! 4 mit

1 ... 0
der n-reihigen Einheitsmatrix E,=|: . :|.
0 ... 1
Ist eine der Aussagen 1. oder 2. erfiillt, so ist 4~' die Koordinatenmatrix von ¢~' : W -V

bzgl. Cund B.
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Satz 5.10

Sei V ein n-dim. K-Vektorraum mit den Basen B=(b,,...,b,) und B:([,Al e, bAn).

Sei W ein m-dim. K-Vektorraum mit den Basen C=(c,, ..., ¢,) und &:(51, e, C).

Sei B die Ubergangsmatrix von nach B nach B und C die Ubergangsmatrix von C nach C.

Sei ¢ -V — W linear mit A als Koordinatenmatrix bzgl. Bund C und 4 als Koordinatenmatrix

bzgl. Bund C.
Dann gilt:
A=C"4-Bund A=C-4-B""

Folgerung 5.12

Sei V ein K-Vektorraum mit DimV=n. Seien B=(b,,..., b,) und 32(1;1 el bAn) Basen von V.
Sei ¢ : V=V ein Endomorphismus von V mit Koordinatenmatrix 4 bzgl. B.

Sei B die Ubergangsmatrix von B nach B.

Dann hat ¢ bzgl. B die Koordinatenmatrix B~'- 4B (Konjugation).

Speziell gilt: Sei 4 € M(n;K) und S=(s,,...,s,) eine Basis des K".
Dann hat der von A induzierte Endomorphismus von K” bzgl. S die Koordinatenmatrix
S~ 4-S, wobei S die Matrix mit den Spalten $,...., S, sei.

Definition 5.13 (Ringe)

Sei R eine Menge mit den Verkniipfungen +und -.
Das Tripel (R ,+,-) heiBt Ring mit Eins
=
(R,+) ist eine abelsche Gruppe mit dem neutralen Element 0.
- ist assoziativ, d.h. Va,b,c € R: a-(b-c)=(a-b)-c
A1 € Rmit 1#0: l-a=a1=a(Va€R)
Es gelten die Distributivgesetze:
Ya,b,ceR: a(b+c)=ab+ac
(a+b)-c=ac+b-c

halb o e

Im Allgemeinen ist - nicht kommutativ. Falls - kommutativ ist, so heifit R ein kommutativer
Ring mit Eins.

Folgerung 5.14

Sei V ein K-Vektorraum. Dann ist Endg(V) mit der Addition und Hintereinanderausfiihrung
von Endomorphismen ein Ring mit Eins (Endk(V),+, ©).
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Definition 5.15

Sei R ein Ring mit Eins. Ein Element a € R heil3t

e linksinvertierbar < dbeR: ba=1,
e rechtsinvertierbar < 3dbeR: ab=1,
e invertierbar < dbeR: ab=ba=1

Invertierbare Elemente heillen auch Einheiten.
Zu beachten: 0 ist nicht invertierbar! Va € R: a-0=0-a=0+#1

Die Menge der invertierbaren Elemente in R heif3t Einheitengruppe.

Lemma 5.16

Sei V ein K-Vektorraum. Sei ¢ € Endk(V). Dann gilt:
¢ ist eine Einheit in Endgx(V) < ¢ ist ein Automorphismus" von V.

Y Automorphismen sind bijektive Endomorphismen bzw. Isomorphismen in sich.

Definition 5.17

Sei R ein Ring mit Eins. Ein Element a € R heil3t
e Linksnullteiler o 3db e R\[0}: ah=0
e Rechtsnullteiler o 3dbe R\[0]: b-a=0

In einem Korper K gilt stets nach Lemma 2.6: a-6=0 = a=0vb=0
Dieser Schluss ist in einem Ring im Allgemeinen falsch!

Lemma 5.18

Sei R ein Ring mit Eins. Sei a € R linksinvertierbar (rechtsinvertierbar). Dann folgt:
a ist kein Linksnullteiler (Rechtsnullteiler) in R.

Satz 5.19

Sei V ein K-Vektorraum mit DimV=n. Sei ¢ € Endk(V) mit ¢ #0 (Nullabbildung).
Dann sind dquivalent:

1. Rangp<n

2. ¢ ist Rechtsnullteiler in Endg(V)

3. ¢ ist Linksnullteiler in Endg(V)

(hier ist die Voraussetzung DimV = n <00 wesentlich!)
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Sei V ein n-dim. K-Vektorraum. Sei ¢ € Endk(V). Dann sind dquivalent:

1.

PN R WD

@ ist ein Automorphismus

¢ ist Einheit in Endk(V)

Jy € Endg(V) mit oy =id,,

Jy € Endg(V) mit e p=id,

»#0und ¢ ist kein Nullteiler in Endkx(V)
Rangp=n

@ ist surjektiv

o ist injektiv

Folgerung 5.21

Sei 4 € 9M(n;K). Dann sind dquivalent:

1.

N @

A induziert einen Automorphismus a :K"—-K"

2. A st invertierbar in 2(n;K)
3.
4

3B € M(n;K) mit 4- B =E,
IAB € M(n;K) mit B-4 =E,

A#QO und A ist kein Nullteiler in 90(n;K)

RangA=n
A induziert einen surjektiven Endomorphismus o . K" — K"
A induziert einen injektiven Endomorphismus o : K" — K"

Ist A invertierbar (RangA=n), so heiit A nichtsingulér.
Ist A singuldr (RangA<n), so ist A nicht invertierbar.

Definition 5.22

Die Einheitengruppe im Ring Endk(V) heif3t allgemeine lineare Gruppe des K-Vektorraums V
GLk(V).

Fir n € N: GL(n;K) = GLx(K")

Lemma 5.23

Sei 4 € M(n;K). A sei invertierbar. Dann ldsst sich A durch sukzessives Anwenden

elementarer Zeilenumformungen in die nx n-Einheitsmatrix [, iberfiihren.

4.
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8§6. PERMUTATIONEN

Satz 6.1

S, hat n!/ Elemente.

Satz 6.2

Sei n>2. Dann lésst sich jedes Element ¢ € S, als Produkt von Transpositionen schreiben.

Definition 6.3

Sein€N,n=2 Seio €S,,.
Ein Paar (i, j) mit 1<i<_j<n heiBt Fehlstandspaar firc < o(i)>0c ().
Firo € S, heifit die Anzahl F(o) der Fehlstandspaare fiir o die Fehlstandszahl von o.

o heillt gerade < F(o) ist gerade
o heiBt ungerade < F(o) ist ungerade.
Die Funktion sign(c) :=(—1)""" heift Signumfunktion mit sign: S, —{—1,1}

Lemma 6.4

Firo € S, gilt:
s~ [ 2t

|<i<j<n 1—=j

Satz 6.5

Seieno,7 € §,. Dann gilt:

sign(o © 1) = sign(o) - sign(7)
Insbesondere gilt:

sign(c ") = sign(o)

Folgerung 6.6

Ist 7 € S, eine Transposition, so gilt:
sign(7) = —1

Gilt fir o € S, die Darstellung 6 =17,°...° 7, mit Transpositionen 7,(k=1,..., k), so folgt:
sign(o) = (—1)*
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87. DETERMINANTEN

Sei f:V"—=K im Folgenden eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften:

(H) Homogenitét in jedem Argument:

Vv,..,v,eV,YaeK:

Sy, av,.v)=a f(v,...v,,...,v,) Vi(l<i<n)
(S) Scherungsinvarianz:

Yv,...,v,€V:

SOy v v )= f v,y ty,, v, v,) Vi, j(1<i, j<n,i#))
Satz 7.1

Sei V ein K-Vektorraum mit DimV=n. Sei f :V"—K eine Abbildung, die (H) und (S) erfiille.

Dann gilt:
1. f(v,,...,0,...,v,)=0
2. Vi, jli#j),VaeK:
f(vl,...,vl.+a-vj,...,vj,...,vn)Zf(vl,...,vi,...,vj,...,vn)
3. Vi,Va,,...,a, ,,a,,,,....,a, € K:
f(vl,...,vl.+zlaj-vj,...,vn)=f(v1,...,vl.,...,vj,...,vn)
J=
4. Sind vy, ..., v, linear abhiangig = f (v,....,v,)=0
5. fist additiv in jedem Argument:
Sty v )= vy v )+ (v, v,
6. fistinjedem Argumentenpaar alternierend:
Vi, j(1<i,j<n,i#j):
f(v],...,v,.,...,vj,...,vn)Zf(vl,...,vj,...,vi,...,vn)
7. Sei f<>0 (Nullabbildung)
Dann gilt fiir linear unabhéngige v;....,v, € V: f(v,,...,v,)#0
Definition 7.2

Sei V ein K-Vektorraum mit DimV=n. Sei f:V"—K eine Abbildung.

1

. fheiBit n-fache Linearform < fist homogen und additiv in jedem Argument

alsoVv,,..v,v,/,....v, e V,VaeK:
Sy awv, .. v,)=a f(v,,...,v,....v,) (Homogenitit)
S vty v )=f v v v )+ (v v v,) (Additivitit)

2. fhelBt altel’nlerend@Vl)k(ISl,]Sn;l¢]),Vv1,-;v,,-,V,--,v,,e V

J
SOy v v )= vy, ,)
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Satz 7.3

Sei V ein K-Vektorraum mit DimV=n. Sei f:V"—K eine Abbildung.
Dann sind dquivalent:

1. ferfillt (H) und (S).

2. fist eine n-fache alternierende Linearform.

Satz 7.4

Sei V ein K-Vektorraum mit DimV=n. Dann gilt:

Die Menge der n-fachen alternierenden Linearformen auf V” bilden bei der tiblichen Addition
und der Skalarmultiplikation von K-wertigen Funktionen einen eindimensionalen Vektorraum
iiber K.

Definition 7.5

Sei V ein K-Vektorraum mit DimV=n.

Eine n-fache alternierende Linearform D : V" — K mit D #0 heiflt Determinantenform
(Determinantenfunktion).

Satz 7.6

Sei V ein K-Vektorraum mit DimV=n und Basis b;, ..., b,. Dann gibt es zu jedem a € K*
genau eine Determinantenfunktion D auf V mit D(b,,...,b,) = a.

Folgerung 7.7
Se1 V ein K-Vektorraum mit DimV=n. Sei D eine Determinantenform auf V.
Dann gilt fiir a;,...,a,€ V:

D(a,,...,a,)#0 < a,...,a,linear unabhingig.

Definition 7.8

Unter einer natiirlichen Determinantenform D, auf K” versteht man die nach 7.6 eindeutig

bestimmte Determinantenform mit D, (e,,..., e,)=1
ap, g
Sind ¢,=| : |,...,a,=| ¢ | Elemente aus K"
anl ann
all Y aln
= Dn(a,,...,an)z Z SIGNO-Aypyy e oy = | ¢ ¢ | (Determinante von 4, ..., @,)
es,
’ a, ... a,,
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Definition 7.9
Sei A=( aij)1 <i. j<n € MM(n;K). Dann heiBt der Wert der natiirlichen Determinantenfunktion D,
an den Argumenten 4, ..., @,, wobei die @; die Spalten in 4 seien, die Determinante von 4
(DetA).
Definition 7.10
all .o aln all oo aml
Sei A=| : ;| € M(m;n;K). Dann heift 4" :=| : | € M(n;m:;K) die zu 4
a,, ... a,, a,, ... a,,

transponierte Matrix.

Satz 7.11

Sei n eine natiirliche Zahl. Sei 4 € 9M(n;K). Dann gilt: Det(4) = Det(4").

Satz 7.12
all DY aln all cee aln
. : : ayp Aay, Ay
c\Aa, . Aa| = Aa, oa| = :
. anl /l.ani ann
Ay Ayy Ay Ayn
ap ayy ap Ay ap a,
2 ] ' ] " — ’ '
ail+ail ain+am - azl ain + all ain
anl ann anl ann anl ann

(analog mit der i-ten Spalte)
3. Istin 4 € 9(n;K) eine Spalte oder Zeile gleich Null, so folgt Det(4) = 0.

4. Ersetzt man in 4 € 9(n;K) die i-te Zeile (Spalte) durch die Summe aus i-ter Zeile

(Spalte) und A-facher j-ter Zeile (Spalte), so dndert sich der Wert der Det. nicht.
5. Vertauscht man in 4 € 9(n;K) zwei verschiedene Zeilen (Spalten), so dndert die Det.

nur das Vorzeichen.

a 1 l .o al n
6. |: : |#0 < die Spalten-(Zeilen-)Vektoren sind linear unabhéngig.

nl *°° nn
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Lemma 7.13
1 0 0 4 p

Ay dzp ... Qpf _ :22 :2n

anl an2 ann 2 on

Definition 7.14
a, ... a, . ‘

Sei A=| : © | € Mm:K). Fiir i, j(1<i, j<n)bezeichne 4, ; die aus 4 durch
a a

nl nn

Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entstehende (n—1)x(n—1)-Matrix mit

S T Y A
4 =% e Qi i e icia
ij
v -0 Q-1 Qg Aii1n
a, ... a Auivy - gy,
Lemma 7.15
a, ... a,
Sei A=| : © | € M(m;K). Dann gilt fir alle i, j(1<i, j<n):
anl ann
ap a; a,
a; 11 a;_y; A; 1n "
— L]
0 010 0 |=(=1)""Det(4,,)
i1 aiyj i+1n
Ay an_/ Ayn

29.
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Satz 7.16 (Einfacher Laplacescher Entwicklungssatz)

Firi=1,..., n gibt die “Entwicklung nach der i-ten Zeile”

ap a; a,
. . . )
_ Nt
ay .. A ..oa, => (-1) a;;-Det(4;)
. . . i=1
A, - 4, ... 4,

(3

Fir j=1,...,n gibt die “Entwicklung nach der j-ten Spalte”

ag a; ap,
: . . )
_ Nt
ai a;; Ain| — ( 1) a;; Det(Aij>
. . i=1
a, a,, ... a,,

Satz 7.17 (Cramersche Regel)

bei Prof. Dr. Schlickewei
Philipps-Universitit Marburg

a,,x,+...+a,,x,=b,
Sei (x,,..., x,) eine Losung des linearen Gleichungssystems :
a, x+..+ta, x,=b,

Dann gilt Vi(1<i<n):

ai Aia| 911 ajioy by ayy iy
Xl S : : ' :

anl ann anl amfl bn ani+1 ann

a.n Ay b.l al.iH a.ln

a.ll a.ln . . . . . a.nl an.ifl b’n an’i+1 a.nn
Ist | : ¢ 170, so ist das System eindeutig 16sbar mit x;, =

anl ann ail] ail”

a, a,,
Lemma 7.18
Sei D : V"—K eine Determinantenform auf V. Sei weiterhin ¢ € Endk(V).
Sei D,: V" =K definiert durch D (a;, ..., a,)=D(¢(a,),.... ¢(a,)).
Dann ist D, eine n-fach alternierende Linearform.
Folgerung 7.19
Sei D eine Determinantenform auf V. Sei ¢ € Endk(V).
Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Element y=y(¢, D), so dass gilt:
D, =y-D
(dh.Vb,,....b,: D,(b,,....b,)=y-D(b,,...,b,))
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Satz 7.20

Der Faktor y in 7.19 hingt nur von ¢, nicht aber von D ab.

Folgerung 7.21

Sei V ein K-Vektorraum mit DimV=n. Sei ¢ € Endk(V).

Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Element y =y (@) € K mit der Eigenschaft:
Ist D eine Determinantenform auf V, so gilt:
Va,,..., a,€V: D(pla,),..., ¢(a,)=y-Dla,,..., a,)

y heilt die Determinante von ¢ (y = Detp).

Satz 7.22

Sei V ein K-Vektorraum mit DimV=n. Seien ¢,y € Endk(V).
Dann gilt: Det(¢ o) = Det(p) - Det(y).

Satz 7.23
bll e b]n
Detp = :
b, ... b,
Satz 7.24

Seien 4, B € M(n;K). Dann gilt: Det(4 - B) =DetA4 - DetB.

Bemerkungen:
e Det(E,)=1

o VS e GL#:K): Det(s-S!) =Det(E,) =1 =Det(S) - Det(s")

= Det(S7") = = Det(S)™

Det(S)
Satz 7.25

Sei V ein K-Vektorraum mit DimV=n. Sei ¢ € Endk(V).
Dann gilt: Detp#0 < ¢ ist ein Automorphismus.
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88. EiGENWERTE, EIGENVEKTOREN

Definition 8.1

Sei V ein K-Vektorraum mit DimV=n. und ¢ € Endk(V). Ein Vektor v € V heilit Eigenvektor

von ¢ <
1. v#0und
2. A€ K: p(v)=Av.

Das Element 4 heifit dann Eigenwert von ¢ und v Eigenvektor zum Eigenwert A.

Bemerkungen / Beispiele:

1.

2.

o

@ :V—V,v Eigenvektor von ¢ = der von v erzeugte 1-dimensionale Unterraum wird
in sich selbst abgebildet: ¢ ((v))c=(v)

3 0 -1
AR SR, 4=l 1 2 -1
-1 1 1
1 1 3—-1 2 1
v=|2| Eigenvektor zum Eigenwert 2 = A v=A:(2|=| 1+4—1 |=|4|=2:|2|=2
1 1 —1+2+1 2 1

A:R*SR?, 4= 0 -1 , Eigenvektor A-v=24v, v= Vi
1 0 V)

O_l.vlz_vzzi'vl . g2
(1 0)(\/2) (V1) (i'vz =.2v=v,=0V-1"=1

Probleme: 0 kann per definitionem kein Eigenvektor sein und —A”*=1 hat keine
Losung in R (= Losung komplex).
Denn: 4 erzeugt eine Drehung gegen den Uhrzeigersinn um 90° um den Ursprung.
@:V—V,Seiv#0 Eigenvektor zum Eigenwert A

= p(v)=iv

= Av—p(v)=0

= (Lid,—9)(v)=0

= verv | ¢(v)=A-v|=Kern (A-id,—¢p)
Also: / ist Eigenwert von ¢ < Kern(4-id,—¢)#{0] < (A-id,—¢) ist nicht
injektiv.
Sei 4 Eigenwert von ¢, dann gilt:
V(1,9)=Kem(Aid ,—p)=|v € V| p(v)=4-v| besteht aus 0 und der Menge der
Eigenvektoren zum Eigenwert 4.
V(4, ) heilt Eigenraum zum Eigenwert A.
Ist A=0 ein Eigenwert von ¢ < Kern(¢)#{ 0]
Eigenwerte von Matrizen:
Seien gegeben: 4 € M(n;K), 4:K"— K", dann gilt:

X X
A Eigenwert von 4 < A-| 2 |= 4 ¢ | besitzt nichttriviale Losung Xy, ..., x, €K
X X

n n
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x| [0

o (4B,=4)| : |=| | nichttrivial 13sbar.
x,[ \0

8. Seien gegeben: ¢V =V, DimV=n,
Basis 4y, ..., a, von V, 4 Koordinatenmatrix von ¢ bzgl. 4, ..., a,
Dann gilt fiir den Eigenvektor v € V' mit v=v,a,+...+v,a, zum Eigenwert A:
Vi

ist Eigenvektor von 4 zum Eigenwert 4

Satz 8.2

Sei V ein K-Vektorraum mit DimV=n und ¢ € Endk(V).
Dann gilt:
2 ist Eigenwert von ¢ < Det(4-id ,—¢) = 0.
Ist a,, ..., a,eine Basis von V und 4 € M(n;K) die Koordinatenmatrix bzgl. a,, ..., a,, dann
gilt:
2 ist Bigenwert von 4 < Det(4-E,—A4) = 0.

Definition 8.3
Sei A=(a;,),<; ;<, € M(m:K). Sei (X B, — 4) die Matrix
X—a, -—a, .. -—a,

—a,, X—a,,

—a, X—a,,

Dann heiBt die Determinante x ,(X )= Det(X -E,— 4) das charakteristische Polynom der

Matrix 4.
Ist V ein K-Vektorraum mit DimV=rx und ¢ € Endk(V), so heif3t
X ,( X )=Det(X -id ,—¢) das charakteristische Polynom von ¢.

Folgerung 8.4

Ist V ein K-Vektorraum mit DimV=r und ¢ € Endk(V). Dann gilt:
A € K ist Eigenwert von ¢ < 1 ist Nullstelle des charakt. Polynoms x,(X ), d.h. x,(4)=0
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Lemma 8.5
a] 1 oo a ] n
Sei | : : | € Mm;K). Dann ist x ,(X ) ein Polynom vom Grad » mit fithrendem
a, ... a,,

Koeftfizienten 1:
2 ( X)=X"+s, X" "+.. 45, X+s, mits,,...,s, € Kund
e s5,=(—1)" Det(4) und

o == Spur(d)=—a,,—ay—...—a,,

Folgerung 8.6

Sei V ein K-Vektorraum mit DimV=n und ¢ € Endk(V).
Dann besitzt ¢ hochstens n verschiedene Eigenwerte.

Folgerung 8.7

Sei V ein K-Vektorraum mit DimV=n und ¢ € Endk(V). Sei 4 ein Eigenwert von ¢.

Dann gilt:

Die Dimension des zu 4 gehorenden Eigenraums V(4,9) ist nicht groBer als die Vielfachheit
der Nullstellen 4 in x,(X).

Satz 8.8

Sei V ein K-Vektorraum mit DimV=n und ¢ € Endk(V). Seien 4,, ..., 4, verschiedene
Eigenwerte von ¢. Fiir p=1,...,r sei 4, der Eigenvektor zum Eigenwert 4.

Dann gilt: 4y, ..., a, sind linear unabhingig.

Folgerung 8.9

Sei V ein K-Vektorraum mit DimV=7 und ¢ € Endk(V). x,(X ) habe n verschiedene
Nullstellen in K.
Dann gibt es eine Basis von V, welche aus Eigenvektoren von ¢ besteht.
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Definition 8.10

Sei V ein K-Vektorraum mit DimV=n und ¢ € Endk(V).

¢ heillt diagonalisierbar < 3 eine Basis 4, ..., 4, von V, bzgl. derer ¢ die
A 0

Koordinatenmatrix besitzt.
0 A

Allgemein gilt fiir 4 € M(n;K):
A ist diagonalisierbar & 3§ € M(n;K) mit DetS#0, so dass §! 4 § eine Diagonalmatrix
ist.

Folgerung 8.11 (Umformulierung von 8.9)

Sei V ein K-Vektorraum mit DimV=n und ¢ € Endk(V).
Besitzt x,(X ) n verschiedene Nullstellen in K, so ist ¢ diagonalisierbar.
Jede Matrix 4 € 9M(n;K), deren charakteristisches Polynom y ,(X ) n verschiedene

Nullstellen in K besitzt, ist einer Diagonalmatrix dhnlich.

Definition “&dhnlich™:
Seien 4, 4" € IM(n;K). 4 und A" heilen dhnlich 35 € 9M(n;K) mit DetS #0:

A'=S8S148

Folgerung 8.12

Sei V ein K-Vektorraum mit DimV=r und ¢ € Endx(V). Seien 4, ..., 4, verschiedene
Eigenwerte von ¢ und V(4,,9),..., V(4,, ¢) die zugehdrigen Eigenrdume.
Dann gilt:

r

Y V() = & V(L o)

p=1

Satz 8.13

Sei V ein K-Vektorraum mit DimV=#x und ¢ € Endk(V).
Dann sind dquivalent:
1. ¢ ist diagonalisierbar.
2. x,(X) zerfillt iiber K in ein Produkt von Linearfaktoren. Fiir jede Nullstelle 4 von
x,(X) gilt:
Die Vielfachheit von 4 in x,(X ) (algebraische Vielfachheit) stimmt mit DimV(Z, ¢)
(geometrische Vielfachheit) iiberein.
X X)=(X=A)" (X —2,)" mit u, € Nund g, +...+u,=n
DimV(4,, ¢) =, (= Vielfachheit von 4 )

-35- © Marton Eifert 2008



Lineare Algebra I bei Prof. Dr. Schlickewei
Wintersemester 2007/08 Philipps-Universitit Marburg

Satz 8.14 (Satz von Cayley-Hamilton)

Sei V ein K-Vektorraum mit DimV=n und ¢ € Endk(V).
Dann gilt:
¢ geniigt seiner eigenen charakteristischen Gleichung, d.h. x,(¢)=0.
[V w € V beliebig: x,(¢)(w)=0]
Insbesondere gilt fiir jede Matrix 4 € 9(n;K):
0 ... 0
xa(4)=|:
0 ... 0
[V w € V beliebig: x ,(4)w=0]

Satz 8.15

Sei V ein K-Vektorraum mit DimV=#x und ¢ € Endk(V).

Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom (X ) € K[X] mit (¢)=0 und
mit folgender Eigenschaft:

Ist g (X ) € K[X], so dass g (¢)=0, so gibt es ein Polynom ¢(X) mit g (X )=¢(X)-u(X).

Definition “normiert”:

Sei u(X)=b, X" +...+b, X +b, mitb, € K(i=0,..., m)
[es gilt: b,#0= Gradu = m]

u ist normiert <> by=1

Man bezeichnet 4, (X ) als das Minimalpolynom von .

Folgerung 8.16

Sei V ein K-Vektorraum mit DimV=rx und ¢ € Endk(V).
Dann gilt:

Das Minimalpolynom #, (X ) teilt das char. Polynom y (X ),
d.h. 3¢ (X) € K[X], so dass x,(X)=q(X) u,(X)
[Notation: &, (X )| x,(X)]

Folgerung 8.17

Sei V ein K-Vektorraum mit DimV=n und ¢ € Endk(V).

Dann gilt:

%,(X)und #,(X ) haben in K die selben Nullstellen, moglicherweise jedoch mit
unterschiedlichen Vielfachheiten.
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Folgerung 8.18

Sei V ein K-Vektorraum mit DimV=n und ¢ € Endk(V).
Dann sind dquivalent:
1. ¢ ist diagonalisierbar.
2. #,(X) zerfillt {iber K in ein Produkt von Linearfaktoren und besitzt nur einfache
Nullstellen.
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§9. EukLIDISCHE VEKTORRAUME

Definition 9.1

Eine Abbildung f mit f: VXV — R heiBt Skalarprodukt
(=4

1. pistbilinear, d.h.
Yv,weV:

Fiir 9,,: Vo R ist ¢, (v)=8 (v, w) und

v, VoRisty, (v)=4(w,v)
mit den beiden linearen Abbildungen ¢ und y.
2. pist symmetrisch, d.h.
Yv,weV:Bv,w)=8(w,v)
3. pist positiv definit, d.h.
VveV:B(v,v)=0[=0 fir v=0]
Ein reeller Vektorraum V mit einem Skalarprodukt £ heiflt euklidischer Vektorraum (V, ).

Definition 9.2

Sei (V, ) ein euklidischer Vektorraum.
Dann heifit fiir v € V die Zahl ||v||:=V (v, v) Norm von .

Satz 9.3 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)

Sei (V, /) ein euklidischer Vektorraum.
Dann gilt Vv,w € V:
1Bv.w)l < [lv[lwl
(“="” gilt genau dann, wenn v und w linear unabhingig sind)
Konsequenz aus der Ungleichung:
_ Blow)

AWl

Definition 9.4

Sei (V,f) ein euklidischer Vektorraum. Seien v, w € V mit v#0#w.
Dann ist der Winkel o zwischen v und w definiert durch:

~ Blvow)
cos (v W)= 1wl
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Satz 9.5

Sei (V, ) ein euklidischer Vektorraum. Dann gelten folgende Aussagen:
1. VveV: |v]|=0, ||v]|=0= v=0

2. YVaeR,VveV: |av|=alv|
3. Vv,weV: |v+w|<|v]|+]w] (sog. “Dreiecksungleichung”)

Definition 9.6

Sei (V, ) ein euklidischer Vektorraum. Seien v, w € V.

v und w heiBen zueinander orthogonal (v Lw) < f(v,w)=0
Definition 9.7

Sei (V, ) ein euklidischer Vektorraum. Sei McV eine Teilmenge von V.

Dann heit M*:=v € V| Vw € M : v_Lw/| orthogonales Komplement von M.
ve Mt o veM)

M* ist stets ein Unterraum.

Definition 9.8

Sei (V, ) ein euklidischer Vektorraum. Sei (V¢ ---, v,) eine Familie von Vektoren in V.
(V15 ---»v,) heilit Orthonormalsystem in V
=

1. Vp(l<p=r): ,B(V,,,Vp) [v,[[=1 (normiert)
2. Vp,p'(1<p,p'<r, p#p'): p(v,,v,)=0,also v, Ly, (orthogonal)

Bv V¥V, ):5 o0’ [(1, gz#ﬁ (Kronecker-Symbol/-delta)

Lemma 9.9

Sei (V, ) ein euklidischer Vektorraum. Sei (Vy,---, v,) ein Orthonormalsystem in V.
Dann ist (Vy,-.., V,) linear unabhéngig.

Satz 9.10

Sei (V, ) ein euklidischer Vektorraum mit DimV=n. Dann besitzt V eine orthonormale Basis.
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Satz 9.11

Sei (V, ) ein euklidischer Vektorraum mit DimV=n. Sei U ein Unterraum von V.
Dann gilt:

Es gibt genau eine lineare Abbildung

7y V= U (Projektion)

mit 7y, =id ; und Kernz;=U".
7y heiflt die orthogonale Projektion auf U.

Definition 9.12 (Orthogonale Abbildungen)

Seien (V,£) und (W,y) zwei euklidische Vektorrdume.
Eine lineare Abbildung ¢ : V — W heil3t orthogonal

< Vvy,v,eV: ﬂ(vl,vz)zy(go(vl),q)(vz))

Sei ¢ : V=W orthogonal = ¢ ist injektiv.
[Speziell gilt sogar: ist ¢ € Endx(V) und DimV=n, folgt: ¢ ist ein Automorphismus (bijektiv)]

Lemma 9.13

Seien (V,£) und (W,y) zwei euklidische Vektorrdaume.

Sei ¢ : V— W eine lineare Abbildung. Sei (e, ---, e,) eine orthonormale Basis von V.
Dann gilt:

¢ ist orthogonal = (¢(e,), ..., ¢ (e,)) ist ein Orthonormalsystem in W

Folgerung 9.14

Sei 4 € M(n;R). Dann gilt:

Aist orthogonal & A-A=E, (dh A'=47")

Folgerung 9.15

Sei 4 € M(n;R). Dann sind dquivalent:

1. A ist orthogonal
die Spalten in 4 bilden ein Orthonormalsystem (bzgl. des kanon. Skalarprodukts)

AA'=E,
A ist invertierbar und 4 '= 4’
A-A=E,

A

die Zeilen in 4 bilden ein Orthonormalsystem.
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Definition 9.16

Die Menge der orthogonalen Matrizen 4 € 91(n;R) bezeichnet man mit O(n;R)

(orthogonale Gruppe).
Die Untergruppe der orthogonalen Matrizen 4 € (n;R) mit DetA=1 wird mit SO(n;R)

(spezielle orthogonale Gruppe) bezeichnet.

Definition 9.17 (Selbstadjungierte Endomorphismen)

Ein Endomorphismus ¢ eines euklidischen Vektorraums (V, 5) heif3t selbstadjungiert
e Vyv,weV: Blo),w)=pv, ow)

Folgerung 9.18

Sei (V, ) ein euklidischer Vektorraum mit DimV=n. Sei (b, ..., b,) eine orthonormale Basis
von V. Dann gilt:

Ein Endomorphismus ¢ ist selbstadjungiert

< ¢ hat bzgl. (b,,...,b,) eine symmetrische Matrix (4= A4")

Lemma 9.19

Sei (V, ) ein euklidischer Vektorraum. Sei ¢ . V — V selbstadjungiert.
Dann gilt:
Ist v € V ein Eigenvektor von ¢ und gilt fiir ein Element w € W: w Lv,_dann folgt: ¢ (w)Lv

(d-h. p((v)")=(v)h)

Satz 9.20

Sei (V, ) ein euklidischer Vektorraum mit DimV=n. Sei %phi‘in{} Endk(V) selbstadjungiert.
Dann gilt:

Es gibt eine orthonormale Basis von V, welche aus Eigenvektoren besteht.
Insbesondere gilt:

Sei 4 € 9M(n;R) eine symmetrische Matrix. Dann gibt es eine orthogonale Matrix

P € O(m;R), so dass P' A P diagonal ist.
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