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6. Übungsblatt zur Vorlesung ”Lineare Algebra II”

Abgabe: Do, 15.05.2008, bis 18 Uhr, Lahnberge, Briefkästen Ebene D6

1. Sei (V, β) ein unitärer Raum mit Dim V = n < ∞. Sei ϕ ein Automorphismus
von V . Zeigen Sie, daß die beiden folgenden Aussagen äquivalent sind:

(i) Es gibt eine Orthonormalbasis e1, . . . , en von V , so daß auch ϕ(e1), . . . , ϕ(en)
eine Orthonormalbasis ist.

(ii) Für jede Orthonormalbasis e1, . . . , en von V gilt: ϕ(e1), . . . , ϕ(en) ist
eine Orthonormalbasis.

2. Sei (V, β) ein euklidischer Vektorraum mit Dim V = n < ∞. Sei ϕ ein
orthogonaler Automorphismus von V .

Zeigen Sie: Es gilt |Spur ϕ| ≤ n.

(Dabei sei die Spur von ϕ die Spur der Koordinatenmatrix von ϕ bezüglich
einer Basis von V .)

Wann gilt |Spur ϕ| = n?

3. Bestimmen Sie zu der reellen Matrix

A =

 2 −1 0
1 2 1
1 0 −1


eine orthogonale Matrix B und eine symmetrische Matrix C, so daß gilt

A = B · C.

4. Sei V ein komplexer (bzw. reeller) Vektorraum mit Dim V = n. Sei b1, . . . ,bn

eine Basis von V . Sei B = (bµν)1≤µ,ν≤n ∈ M(n;C) (bzw. M(n;R)).

Für Vektoren v = v1b1 + . . . + vnbn ∈ V und w = w1b1 + . . . + wnbn ∈ V
setzen wir

(∗) β(v,w) =
n∑

µ=1

n∑
ν=1

vµbµνwν .

Zeigen Sie: Wird durch (∗) ein Skalarprodukt definiert, so ist die Matrix B
hermitesch (bzw. symmetrisch) und sämtliche Eigenwerte von B sind positiv.


