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Losungen zum 11. Ubungsblatt zur Analysis IT

11.1.: a) 1. Fall: G ist die y-Achse. Dann ist f‘ = 222 und somit hat f | ¢ 1m Ursprung ein
lokales Minimum.

2. Fall: G = {(z,A\z) | x € R} fiir ein A € R. Dann ist f‘G(x,y) = f(z,\z) = 22? — 3\?z3 +
42zt =: h(z). Es ist b'(z) = 4z — 9N22? + 167* 23, A" (z) = 4 — 1872z + 54X 22, also b/ (z) = 0,
R"(0) =4 >0, d.h. h: R — R hat in 0 € R ein lokales Minimum. Folglich hat f|G in 0 € R? ein
lokales Minimum.

b) Ausmultiplizieren ergibt, dass z(z — y?) + (z — y2)2 = f(z,y). Folglich gilt f(z,y) < 0 genau
dann, wenn

p(z—y?) < —(z —1?)° (1)

Fiir 7 — y? = 0 ist (1) nicht erfiillt. z — y? > 0 impliziert z > 0, also ist die linke Seite von (1)
positiv, die rechte negativ und somit (1) ebenfalls nicht erfiillt. Folglich ist (1) dquivalent zu

WAz —42<0

Division von (1) durch das negative z — 32 liefert, dass dies dquivalent ist zu z > —(:1: — y2) A

z —y? < 0 und dies wiederum zu 2z > y% A y? > z, d.h. fir M =: {(z,y) | f(z,y) < 0} gilt
M = {(z,y) | * > 0 und vz < |y| < v2z}.

y=v2z

1+ Y=

Die Skizze zeigt, dass jede e-Umgebung des Ursprungs mit M einen nichtleeren Schnitt hat, d.h.
in ihr liegen Punkte (z,y) mit f(z,y) < 0, wihrend f(0,0) = 0 ist. Also besitzt f im Ursprung
kein lokales Minimum.

Rechnerischer Beweis: Sei 0 < € < 1. Wihle 0 < z < % und /z < y < v/2z. Dann gilt nach
Obigem f(z,y) < 0. Bleibt zu zeigen: (z,y) € B:(0,0), d.h. /22 + y? < e. Wegen 0 < z < 1 ist
? <z < %, auBerdem 32 < 2z < %, also 72 +y? < 2. O

11.2.: Da RY offen, ist ein absolutes Minimum von f, falls existent, zugleich auch ein lokales
Minimum, also gilt dort notwendig gradf(z) = 0.



Berechnung von gradf(z) allgemein: Sei a; := (a;1,... ,a;5) (1 =1,... ,N).

N
=z - aill3 =) (55 — ai;)?
j=1
N N
=f(z) = (z; — az‘j)2
i=1 j=1
N

ail,‘k 22 xk—azk —2Nmk—22azk
=gradf(z) = 2Nz — 2Za,~
- . _ 1
=gradf(z) = 0 gilt genau dann, wenn Z = N Z a;

Zu zeigen bleibt, dafl dort ein lokales und ein absolutes Minimum vorliegt. Dazu berechne die
Hesse-Matrix von f:

N
o1 (z) = 0 <2ka ) Za,k) = 2Njj

0z 0z, 8:1:] P
= Hessf(z) = (2Nb;;) = 2NE, fiir alle z € RY

Da die 2. partiellen Ableitungen von f konstant sind, sind alle h6heren partiellen Ableitungen
von f konstant gleich Null, d.h. f wird an jeder Stelle durch seinen 2-jet dargestellt:

flz) = f(z) + (gradf(z)|z — z) + %(Hessf(:i)(:v — 7)|(z — 7)) fiir allez € R".

Setzt man fiir z = % ZZZ\LI a; nun gra,df(j;) =0 ein und Hessf(:i) = 2N Ey, so folgt
f(z) = f(z) + N|jz — z||3 fir alle z € RV,

d.h. f hat an dieser Stelle tatséchlich ein lokales und absolutes Minimum.

11.3.: gradf : R* — R", z —— gradf(z) ist eine Abbildung, deren 1. partielle Ableitungen
gerade die 2. partiellen Ableitungen von f sind. Folglich gilt fiir die Jacobi-Matrix von gradf

Jgradf(z) = Hessf(x).

Ist nun Z ein nicht-ausgearteter kritischer Punkt von f, so gilt: Die Abbildung gradf hat dort
den Wert 0 und eine invertierbare Jacobi-Matrix, d.h. ihre lineare Approximation ist dort inver-
tierbar. Mit SUF folgt, dass grad f selber dort lokal invertierbar ist, d.h. es gibt eine e-Umgebung
von Z, in der die Abbildung grad f jeden Wert nur einmal annimmt. Insbesondere nimmt sie dort
den Wert 0 nur im Punkt z an, was zu zeigen war.

11.4.: X := R < {0} open, ¢(z) := (Azl) _, J(z),

6q( - é’fk( ) - g(x)—f(w)'%(iv)
oz 9%(z)




> gradg(s) = s (o(e) - grad (+) — (@) - gradg (@) 2
Computation of gradf(z) and gradg(z):

n
f(z) = (Az|z) = Z a;;z;z; (quadratic form)

1,j=1
Bf 0
= 8— x) Z Ok TET; + Z Ak Ti Tk + Z Qi TiT
Tk 8$k
j=1 1,j#k
= Z“kﬂﬂ + Zazkxz =2 Z“WJ

Qi =0F;

(k th hne of A)-z=2-(k th component of Azx)
= gradf(a:) = 2Azx

9(z) = (Epz|z) = gradg(z) = 2E,z = 2z

x is a critical point of ¢ <= gradg(z) =0
o 9@) - gradf(z) = f(z) - gradg(z)
9(z)2Az = f(z)2z
Az = Mm

9(z)
Az = q(z)z

z is eigen-vector of A and ¢(z) = A for some k € {1,... ,n}
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b) Since S"! = {x € R" | ||z||z = 1} is compact and z + ||Az||s continuous, there exists some
z € S"! such that
[A]l = [[Az]ls = max [|Az].
TeS™

Define ¢(z) := (A%‘;), r € X. For € S" ! we have §(z) = (A%z|r) -y (Az|Az) = || Az]|3,
hence )

IA|]> = () = max §(x).
zesSn—1

On the other hand §(z) = ¢(2 ) for all z € X. So

4(z) = max §(z)
As X is open this means that Z is not only a global maximum of § but also a local one, whence
gradg(z) = 0. By a) we obtain that Z is an eigen-vector of A%. Now if A1,...,\, are the
eigen-values of A, then \?,... )2 are the eigen-values of A%, and if vj is any eigen-vector with
A?vi, = M2vy, then G(vi) = A2 by definition of ¢. This yields

max§(z) = max i
reX k=1,...,n

1Al =/ max A= max [\

(Compare with the result of 8.4 b).)

and



