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Losungen zum 12. Ubungsblatt zur Analysis IT

12.1.: Da u zweimal stetig differenzierbar ist, gilt n. Vor. ugy = uy; = 0. Wegen a%uz(w,y) =0
gilt fiir jedes feste z: Die partielle Abbildung (—b,b) 3 y — uy(z,y) ist konstant, = ¢,.
Definiere ¢ : (—a,a) » R, z + ¢;. Dann gilt u,(z,y) = ¢(z) fir alle (z,y) € X und ¢ ist nach
Konstruktion stetig differenzierbar nach z.

Fiir jedes feste y € (—b, b) hat die partielle Abbildung x — u(z,y) die Ableitung = — uy(z,y) =
o(z). Sei f : (—a,a) — R irgendeine fest gewéhlte Stammfunktion von ¢. Dann ist f zweimal
stetig differenzierbar und zu jedem festen y € (—b,b) gibt es eine Konstante d, € R so dass
5> ulz,y) = £(z) +dy.

Definiere g : (—b,b) = R, y — dy. Dann folgt u(z,y) = f(z) + g(y) fir alle (z,y) € X. Da
f trivialerweise zweimal stetig nach y differenzierbar ist (mit Ableitung 0), folgt aus g(y) =
u(z,y) — f(z), dass g zweimal stetig nach y differenzerbar ist.

12.2.: In order to apply SIF we define U :=V :=R z:=0c€ U,y:=0€Vand f: UXxV - R
(z,y) — ze* 4+ ye¥ + zy and obtain f(z,y) = 0.

m=1, f=f1, Jf(z,y) = gradf(z,y) = ((1 +x)e® +y, (1 +y)e? +a:), therefore grad f(z,7) =
(1,1) and the second 1 in this vector is %(:ﬁ,g). So condition (2) of SIF is fulfilled. Applying
SIF, we conclude that there exist open sets 0 € U’ C R and 0 € V' C R and a uniquely defined
continuously differentiable mapping

r:U' =V, 7(0)=0,

such that y = 7(z), z € U' = f(z,y) =0, i.e. (z,y) € X.

Without loss of generality we suppose U’ := (—¢,¢) and define c(t) := ((¢,7(t)), t € U'. Then
c(0) = (0,0), ¢(t) € X for all ¢, and é(t) = (1,7'(t)) , so c is continuously differentiable. c is
injective by definition (because the first component function of ¢ is injective).

12.3.: Fiir festes 1 € {1,... ,n} definiere
wi=(T1,... ,Zp), &:=(T1,... ,Zpn), T:= (T1y--- y i1, Tit1s--- ,Tn}, Y := x; und

g($,y) = f(xla"' y Li—15 Ly Tit1,y - - - ,:En) —f(’U,)

Dann folgt M = {u € R" | g(z,y) = 0}, Dg(z,y) = Df(u), D1g(z,y) = Dy f(u), Dag(z,y) =
Dy f(u).

Nach Voraussetzung gilt Dog(Z,§) = %(ﬂ) # 0. Mit SIF folgt die Existenz eines ¢; > 0 und
eines §; > 0, U':={z e R | |z — Z|lo < &}, V':i={y €R| |y —y| < &} und eines stetig
differenzierbaren 7 : U’ — V', so dass gilt:

(z,y) € U' x V', g(z,y) = 0 = y = 7(z) und Dr(z,y) = —(D2g(z,y)) ' o Dig(z,y)

Daraus folgt
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und alle z € U’, d.h. wenn |z; — Z;| < ¢; gilt fiir alle j # i.
Setze nun ¢ := mineg;. Dann ist € > 0, U” := {u € R" | ||u — @]|oc < €} eine offene Umgebung
von @ € M und dort gilt (1) simultan fiir alle 4,k € {1,... ,n}, i # k, insbesondere
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12.4.: S ist beschrinkt und abgeschlossen in R?>*2, also kompakt. Da die reellwertige Funktion
g = det stetig ist, nimmt sie auf S ein Maximum und ein Minimum an, d.h. es gibt Z; € S mit
9(Z1) = max{g(z) | x € S} und Z2 € S mit g(Z2) = min{g(z) | z € S}. Dies brauchen aber keine
lokalen Extrema von g : R2*2 — R zu sein, sondern es sind kritische Punkte von g‘S. Daher
muss die Aufgabe mit dem Satz von Lagrange gelost werden:
S ist die Nullstellenmenge N(f) der Funktion f : R* — R, f(z) = 2% + ... + 22 — 1. Gesucht
sind die kritischen Punkte Z von g mit der Nebenbedingung N(f). Fiir dlese gllt notwendig:
Es gibt ein A € R!, so dass D(g + (A|f))(Z) = 0. Das Skalarprodukt im R' ist einfach die
Multiplikation und D ist linear, d.h. Dg(Z) + ADf(Z) = 0 bzw. gradg(Z) = —Agradf(Z).
Berechnung von A und z: g(z) = det ( 72
r3 X4
gradf(z) = (2z1,2x9,2x3,2x4). Zu losen ist also das lineare Gleichungssystem

) = 1124 — T9T3, gradg(x) = (x4, —z3, — T2, Z1),

T4 = —2)\.’131
—I3 = —2)\.’132
—Io = —2)\.’1,'3

1 = —2/\.’134

Aus der 1. und 4. Gleichung folgt notwendig 1 = x4 = 0 oder 4)\? = 1, also A\ = j:%. Enspre-
chend folgt aus der 2. und 3. Gleichung notwendig x2 = x3 = 0 oder A = :I:%. Das liefert folgende
Losungen:

A= 1' = —11,73 = T2 und wegen x € N(f) auch 227 + 222 = 1, 2o = i\/% — z2, also
= (wl,:i:\/— - xl,:i:\/ —acl) mit g(z) = —%.
A= —11z4 = z1,73 = —72 und wegen = € N(f) auch 227 + 223 = 1, 2o = £,/5 — 22, also

T = ($1,i\/ ﬂ151,3F\/ $1a$1) mit g(z) = 3.

Fiir A # jzl ist das Gleichungssystem nur erfiillt, wenn 21 = z4 = 0 und z3 = 24 = 0 gilt. Dann
ist aber z ¢ N(f). Dies liefert also keinen kritischen h Punkt von g unter der Nebenbedingung

N(f). Damit sind alle Stellen gefunden: In z; = (:cl, i\/ L g2 :F\/ L g2 ml) ist g maximal

mit Wert %, in 9 = (xl, j:\/ m1,$\/ ml,ml) minimal mit Wert —%. In Matrixschreib-
weise:

. N T4 Rk U T m k3]
det ist maximal fiir - 5 , minimal fiir - 5
Fi/5 — xf T1 +4/5 — xf -1



