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Losungen zum 5. Ubungsblatt zur Analysis II

5.1: Seien fy, f € V mit fi W f- Zu zeigen: Fiir jedes n € Z gilt ﬁc(n) — f.
Beweis: Nach Aufg. 4.4 gilt ||g]|co < ||g] fiir alle g € V. Damit folgt fiir jedes n € Z
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5.2: Sei K := R oder C. In K™*" ist bekanntlich eine Teilmenge genau dann kompakt, wenn sie
beschrinkt und abgeschlossen ist (Gegenbeispiel: Aufg. 5.4(2) !)

a) Beh: O(n) und U(n) sind beschrankt in (K™, || ||1)-

Beweis: Sei A := (a',...,a") € O(n) oder E U( ). Die a* bilden ein ON-System, d.h. fiir k =
1L...,ngiltl=|d*|, = (ak|a_k> =Y akak > |af|,i=1,...,n,also || A o = max; i |a¥| < 1.
b) Beh: O(n) und U (n) sind abgeschlossen C K™*".

Bew: Die Abbildung (p Knxn — K"X" A= (az-) — A*A ist stetig (da die n? Kom-
ponentenfunktionen <,0Z stetig von den a , i,k = 1,...,n abhingen). Die einelementige Menge
{En} C K™*™ ist abgeschlossen, und O( ) ( Fall K R) bzw. U(n) (=Fall K = C) ist gleich
¢ ' ({E,}). = O(n) und U(n) sind abgeschlossen.

¢) Beh: O(n) ist nicht zusammenhiingend, denn es gibt offene Uy, Uy C R**™ mit Uy NU; = 0,
Uiy UU; D O(n) und U; NO(n) # 0 fiir i = 1,2.

Bew: Die Abbildung det : R**" — R ist stetig und R, R_ sind offene disjunkte Teilmen-
gen von R. Wihle U; := det 1(Ry) = {4 € R*"|det A > 0} und Uy := det }(R_) = {4 €
R™*"|det A < 0}. Dann sind Uy, Uy C R"*" offen und disjunkt, U; enthélt die spezielle ortho-
gonale Gruppe SO(n) = {4 € O(n)|det A = 1} und U, enthilt alle A € O(n) mit det A = —1.
Alternativer Beweis: Mit O(n) wire auch das Bild von O(n) unter der stetigen Abbildung det
zusammenhingend, also ein Intervall C R. Aber dieses Bild besteht lediglich aus 2 Punkten.

d) Beh: U(n) C C™*" ist bogenweise zusammenhingend, also zusammenhingend.

Bew: Sei A € U(n). Wir zeigen, dafl es in U(n) einen Weg von E, nach A gibt. Durch Kompo-
sition gibt es dann auch fiir je zwei A, B € U(n) innerhalb U(n) einen Weg von A nach B.

A besitzt eine Darstellung A = CDC ! mit invertierbarem C und einer Diagonalmatrix D =
diag(\y,) derart, da )y € S fiir alle k = 1,...,n, also \;, = exp(2mit;) mit einem geeigneten
0 <t < 1. Fiir 0 < p < 1 definiere D, := diag(exp(2miuty)) € U(n) und (i) := CD,C 1.
Die Abbildung [0,1] — U(n), u — D, ist stetig, da die Komponentenfunktionen stetig sind,
also ist auch ¢ : [0,1] = U(n), u — ¢(u) stetig, und ¢(0) = E,, ¢(1) = A.

5.3: Beweis durch Widerspruch. Annahme: X nicht zusammenhingend. Dann gibt es offene
U,Uy C R?, so dass

(1) thnUz =0,

(2) hulU>, D XD X,

(B) UynX #0 fiiri = 1,2.



Wiire U; N X # () fiir 4 = 1 und 2, so wiirde folgen, dass X nicht zusammenhiingend ist, obwohl
X doch per definitionem bogenweise zusammenhingend ist, ein Widerspruch.

Also gilt B Us N X = ), wegen (2) also X C Uy und wegen (3) ) # U2 N X C X \ X. Jedes
y € UpNX ist also einerseits ein Hiufungspunkt von X (weil € X \ X), andererseits ein innerer
Punkt von Uy (weil Us offen) = In jeder e-Umgebung von y liegen unendlich viele Punkte von
X, andererseits gibt es eine e-Umgebung von y, die ganz in Us liegt, also (wegen (1)) mit Uy
und erst recht mit X C U; einen leeren Durchschnitt hat, ein Widerspruch.

5.4:

(1) From LA I we know that ||f]2 := \/fol |f(t)|?dt is a norm on H, if (f|g) : fo g(t)dt is
a scalar product on H.

(S.1) (| ) is linear in one component:

1
(M1 + pfalg) = /0 1 + ufa) (D@t = A / F 9@t + / ()
= A f1lg) + u(f2|g)

(S.2) (| ) is hermitian: (g|f) = fo fo g(t)dt = fo g(t)dt = (flg)- )

(S.3) (f|f) >0 for all f € H~{0}: Suppose fe H\{O} ie. f(t) # 0 for at most one ¢ € [0, 1].
f continuous = |f(t)] > C > 0 on some non degenerate interval ¢ € [a,b] C [0,1] = (f|f) =
Jy 17@)Pdt > [7|f(0)dt > C*(b~ a) > 0.

(S.1) - (S.3) = (| ) is a scalar product = || |2 is a norm.

(2) K is bounded: ||f||2 <1 for all f € K.

K is closed: Let (f,) C K, fn W f € H. We have to show that f € K.
Iflle = I(f — fn) + full2 < NI = fallz + I fnlle < IIf = fall2 + 1 for all n, as f, € K. By STAB
Iflle <lmp oo ||f — frll2+1=0+1=1,1ie. f € K.

K is not compact: ||xnl2 =1 for all n € Z = (xy)

>0 C K. For n,m € N, n # m we have

”Xn - Xm”%: (Xn - Xm|Xn - Xm) = (Xn|Xn - Xm) - (Xm|Xn - Xm)
= (Xnlxn) = (Xnlxm) — (XmlXn) + (Xmlxm) =1-0-0+1=2,

therefore no subsequence of () can be convergent, because no subsequence is Cauchy. Hence
K is not compact.
(3) We have to show that (fp,gn) — (f,9) in H x H implies (i.e. =) (fn|gn) — (flg) in C.

(fnlgn) = (f,g9) in H x H= f, W g in H. Using the inequality of Cauchy-Schwarz for scalar
2
products and the fact that ||g, — g|l2 < 1 for n > 0 implies ||gn|l2 < ||gll2 + 1 for n > 0, we

obtain

|(fnlgn) — (F19)| = |(Fulgn) — (flgn) + (Flgn) — (fl9)]
< |(fulgn) = (flgn)| + |(flgn) — (Fl9)]
= |(fn = flan)| + |(flgn — 9)|
<|lfn = fll2- llgnllz + I fll2 - llgn — gll2
<|lfn = fll2- C1 4+ Co - [lgn — gll2, with C1:=[|gl2 + 1, C2 == || f]l2
—0-C1+Cy-0=0

STAB = lim|(fy|gn) — (f|g)| exists and equals zero, i.e. (fulg,) = (f|g) in C.



